LIMITES

Dans ce chapitre les suites (un),cn €l (Un),en S0nt @ valeurs réelles,
les fonctions réelles f et g de variable x sont définies sur D C R, et
dans un premier temps a et £ sont des nombres réels.

Définitions et premieres propriétés

® Une méthode de démonstration de I’égalité de deux réels = et y
repose sur cette implication :

(Vh>0 Jo—y|<h) = 2=y

¢ La justification de cette implication peut se faire par contraposée
ou par 'absurde. Cette implication équivalente en est la contraposée :

x;éy:>(5|h>0 |x—y|>h> h:%;m>()convient

Limite d’une suite

e La suite (uy), oy converge vers £€R a cette condition :

Ve>0 INeN Vn>N J|u,—¥ <e
m Dans ce cas £ est unique et est notée £ = lim wuy,.
n—-+0o0o
* Ainsi sur un graphe représentant u, en fonction de n, les termes
u, de la suite se rapprochent de la droite d’ordonnée ¢ lorsque n
devient de plus en plus grand.

* Pour tout € > 0, il existe une demi-bande horizontale orientée
dans le sens des abcisses croissantes, d’ordonnée centrée en £ et de
hauteur 2¢ qui contient a partir d’un certain rang tous les termes de
la suite.

¢ Une des preuves de 'unicité de la limite, comme d’autres démons-
trations d’analyse, repose sur la propriété précédente. Ces deux pro-
positions valables pour tout € > 0 correspondent a la convergence de
la suite (uy,), oy vers les limites £ et £ :
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Ve>0 IN,eN Vn>N; |u, — 0| <e
Ve>0 IN,eN Vn> Ny |u, —ly| <e N =max(Ny,N2)eN
|61 — lo| = |61 —un +un — l2| < |01 —un| + |luy — la] < 2e
Vh>0 |l -4 <h donc ¥ = 4o
Pour h > 0 donné puis € = h/2 > 0 Pexistence de N; et de No, puis
celle de N = max(Ny, N2) €N permet de définir uy pour appliquer
I'inégalité triangulaire essentielle de cette démonstration.

»> La suite constante de valeur a € R et la suite (1/n),cy-
convergent :

lim a=a lim 1/n=0
n—+oo n—+oo
> Avec ces notations N = 0 convient pour la suite constante,

et tout N > 1/e convient pour la suite (1/n),cy+, par exemple
N=|1/e]+1:

1
N =|1/e] +1eN* N>1/e>0 0<NSE
1 1 1
Ve>0 Vn>|1/e]+1 0<—<—=<c¢ donc lim —=0
n- N n—r+4oo n

* L’existence et la valeur de la limite d’une suite ne changent pas
lorsqu’un nombre fini de termes est modifié ou n’est pas défini.

Il suffit pour cela de remplacer N par max(N, M + 1) dans la défi-
nition de la convergence de la suite, en notant M le plus grand des
indices des termes modifiés; la suite n’est pas modifiée a partir du
rang M + 1.

L’entier M existe bien car il correspond au plus grand entier d’un
sous-ensemble fini de N. Au contraire les sous-ensembles de N qui ne
sont pas finis ne sont pas majorés et ne possedent pas de plus grands
éléments.

Limite d’une fonction

o Cette condition signifie que a est dans le voisinage de D, et définit
a comme un point adhérent a D :
Vh>0 [a—h,a+h|ND#(D

« Tout point a de D est adhérant & D car a€[a — h, a + h]ND # 0.
Par ailleurs 0 est adhérent & R* méme si 0¢R’ du fait que h/2 >0
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est un élément de [0 — h, 0+ h] NR7.
e La fonction f converge en a vers £€R a ces deux conditions :
Vh>0 [a—h,a+h|ND#(D
ET Ve>0 3In>0 Vaecla—n,a+nND |f(z)—4 <e

m Dans ce cas £ est unique et est notée ligl flx)="¢.
r—a

* Ainsi sur le graphe de l'application f, les images f(z) se rap-
prochent de ¢, a € pres, lorsque = est proche de a a n > 0 pres.

* Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que le graphe de la fonction f
ne sort ni vers le haut ni vers le bas du rectangle centré au point de
coordonnées (a, ) dont la base mesure 27 et la hauteur 2¢.

¢ La démonstration de 'unicité de la limite suit le méme canevas

que celle de la méme propriété pour les suites, en remplacant uy

par f(z) ot z € [a—n,a+n ND, e¢ N = max(Ny, Ny) € N par

n = min(n1,72) > 0.

Continuité

o Toute fonction f qui est définie en a et qui a une limite en a vérifie

nécessairement ili)r(ll f(x) = f(a).

¢ La définition de la limite £ de f en a aboutit pour tout € > 0 a

|f(a) —£] < e, en prenant x = a€la—n, a+n]ND; ainsi f(a) = :
(Ve>0 |f(a)—t|<e) = fla)=1

e Une fonction f est dite continue en a € D si et seulement si f a

une limite en a, cette limite est obligatoirement f(a) :
f est continue en a < lim f(z) = f(a)

<:>(V5>0 dn>0 Va€la—n,a+n] |f(z)— fla)| <e

e Par définition 'application f est continue si et seulement si elle
est continue en chaque point a €D.
L’ensemble des applications continues de D dans R est noté C(D, R).

x Ces fonctions dont 'application constante de valeur v €R définies
sur R, Ry ou R* sont continues :
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T Idgp 1z — x lo| 12— |z]
1

x> x? e Ve iz x
x

% Sauf exception comme la partie entiere |e], les fonctions usuelles
. 3 .
sont continues, par exemple \/e, sin, cos, tan, exp, In, etc.

Exemples de preuve de continuité

»> Continuité de I'application constante.

> Il suffit de vérifier, avec ces notations habituelles, que pour tout
e > 0, la valeur n = 1 > 0 convient pour justifier la continuité en a
de lapplication constante f : |f(a) — f(z)| =|u—u| =0 <e.

»> Continuité de 'application identité Idg.

> Une fois fixé € > 0, le choix de n = € > 0 permet de prouver
directement la continuité de I'application identité, et par I'inégalité
triangulaire celle de la valeur absolue :
r€la—¢e,atel=|r—al]<e
= ||z| —|a|| < |z —a| < ¢

» Continuité de lapplication inverse x — 1/x.

> Une preuve de la continuité de lapplication inverse en a € R*
cherche une condition suffisante sur |a — x| de fagon & obtenir la

majoration suivante :
‘1 1 |a]

_ 2
:|a x|<€ désque|a—x|§a—2€et|x|27>0

r a laz|
La condition |x| > |a|/2 est vérifiée dés que |a — x| < |a]/2.

Le graphe de la fonction inverse justifie que n > 0 doit étre plus petit
lorsque a est proche de 0.

La rédaction de cette démonstration considére € > 0 quelconque et

vérifie que la valeur 7 = min(a’c/2, |a|/2) > 0 convient.
Si z€la —n, a4 n] ces majorations terminent la démonstration :
2 2

e—a <25 Ja—al <zl e = s
r —a —_— a—x —_— xr —_— ax -
=2 =2 =2 =2
1 1‘ la —z| a2 1 1‘
-——|= <—X—5=c¢ -——|<e¢
a |ax| 2 a? a_x
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Les expressions soulignées suivent la progression de la démonstra-
tion :

1 1
Ve>0 In>0 Va€la—n,a+n NR" ‘———‘ <e
a T
x Une preuve de la continuité de ’application carrée peut se faire de
la méme facon. Une autre preuve exploitant la continuité du produit
de deux applications continues est donnée dans la partie suivante du
cours.

» Continuité de I'application racine x — /x.

> Le graphe de I’application racine suggére que n = £2 > 0 convient
pour prouver la continuité de /e en a € R.

La démonstration de la continuité de /e en a € R repose sur I'inéga-
lité /v — u < /v —u dés que 0 < u < v justifiée dans le premier
chapitre.

Les deux cas possibles sont \/a > ¢ et \/a < ¢.

Les encadrements suivants découlent de l'inégalité précédente avec
v=oaetu=-e? et dela croissance de I'application racine: ils sont
valables pour tout € > 0 et justifient la continuité de l'application

Veena:

SiﬁZeetxe[a—eQ,a—l—eﬂ :

Va—e<Va-e2 < r<Va+e? < Ja+2a+e’ = Ja+e

Siya<ceet xE[O,a+a2] :

Va—e<0<Vz<Va+e® <\Ja+2/a+e* = Ja+e

La rédaction de la preuve de la continuité de /e en a € Ry est plu-
tot la suivante. Elle opeére par déductions successives, sous forme de
synthese, et ne traduit pas nécessairement le cheminement du raison-
nement qui commence généralement, durant la phase d’analyse, par
rechercher des conditions suffisantes permettant d’obtenir le résultat
final.

Soit € > 0, cherchons 1 > 0 vérifiant la proposition suivante :

Ve€la—n, a+nNRy Va—e< Vo< Vate
Pour cela vérifions que n = 2 > 0 convient.

Size [a —e2 a+ 62] N R, les encadrements ci-dessus distinguent

deux cas et prouvent \/z€la — ¢, a+¢].

5 FMy le 20/11/2014

Les expressions soulignées balisent la progression de la démonstra-
tion.

Limites a gauche et a droite

e Les limites a gauche ¢, et a droite £; de f en a sont définies selon
les mémes principes; si elles existent alors elles sont uniques :

g = lim f(z): Vh>0 Ja—h,aND#D
ET Vz€<a>0 dn>0 Vaeela—n,a[ND |f(x) -4y <e
ta=lim f(z): Vh>0 Ja,a+hND#0
ET Veo0 3p>0 Vaela, a4nnD |f(x)— Ly <e

* Ces définitions de limites a gauche et a droite ne considerent pas
la valeur de f en a au contraire de la notion précédente de limite
générale.

o Une fonction f est continue a gauche en a €D si et seulement si
sa limite & gauche en a existe et vaut f(a), il en est de méme pour
sa limite & droite en a.

o Les limites a gauche et a droite vérifient cette équivalence :
lim f(z) lexiste et] = lim f(z) [existe et] = [= f(a) si a€D]
r>a rx<a
= lim f(z) [existe et] = ¢

La fonction f est continue en a €D si et seulement si elle continue a
gauche et & droite en a.

¢ La démonstration de la premiere implication suppose que la limite
de f en a existe et vaut £, et démontre que les limites a gauche et a
droite de f en a sont £ :
Ve>0 3dn>0 Vzea—n,a+nND |f(z)—4 <e
Veg>0 3dng >0 Vzela—mn,aND |f(z) — 1] <eq4
Veqg>0 dng>0 Vze€la,a+n ND |f(z) — ¢ <eq
Cette démonstration suppose la premiere ligne et montre les deux
autres.
Soit €4 > 0; 'hypothese de la limite en a appliquée avec € = ¢4 > 0
justifie I'existence de n > 0. La valeur 7y = n > 0 convient a cause
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de l'inclusion [a —n, a[ C [a —n, a + 1) :
Veela—n,a+nND |f(x)—L <e
=Vazecla—n,a[ND |f(z)—L <e=g¢g
La méthode est la méme pour démontrer la limite a droite.

¢ Réciproquement supposons que f admette une méme limite a
gauche et a droite de valeur ¢, et montrons que ¢ est la limite de
f en a. Si a€D cette hypothese ajoute que £ = f(a).
Soit € > 0; 'existence des limites a gauche et a droite justifie I'exis-
tence de g > 0 et de g > 0 pour la valeur ¢, = €4 = € > 0. Notons
n = min(ng,n4) > 0. L’inclusion suivante justifie la limite de f en a :
[a=n, a+n]=a—n a[U{a}Ula, a+n]
Cla—ng, a[U{a} Ula, a+ n4)
Veecla—n, a[ND |f(zx)—L] <ey=c¢
{ Veela,a+nND |f(x) -l <eg=¢
fla)=1¢ |fla) =l =0<c¢e siaeD
= Vaecla—n,a+nND |flx)—{ <e

»> Cet exemple récapitule différents cas de limite et de continuité de
la fonction paire f(x) = —|—|z|].

> Cette application comporte différentes sortes de limites :
lim f(x)=1= f(1) lim f(z)=2
rz—1 r—1

<1 z>1
i f() =2 Jim f(#)=1= f(-1)
r<—1 r>—1
lim f(x) = 1= lim f(x) # /(0) =0
>0 <0
Jim f@)=1= lim @)= lim f()=(1/2)
x<1/2 x>1/2

Les limites lim f(x), lim f(x) et lim f(z) ne sont pas définies.
rz—1 rz——1 z—0

L’application f est continue a droite en —1 sans étre continue a

gauche en —1; elle est continue a gauche en 1 sans I’étre a droite;

enfin f est continue en 1/2 car continue a gauche et a droite.

Les limites a gauche et a droite de f en 0 sont bien définies et sont

égales, et f n’a pas de limite en 0 et n’est pas continue en 0.
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Limites infinies

e Ces conditions énoncent que la suite (uy,), oy diverge vers +oo
ou —00 :
lim wu, = +o00: vVBeR dNeN Vn>N u,>B

n—-+o0o

lim wu, = —00: vVBeR dNeN Vn>N u,<B

n—-+o0o

»> Les limites suivantes sont infinies et dépendent de a :
lim n =400 lim n? = +oo lim /n=+o00
n—-+o00 n—-+o0o n—-+o0o

0 sia=0
+o00 sia>0

lim an =
n—-+4o0o

{ —00 sia<0
> Avec les notations précédentes, les valeurs de N associées & B > 0
peuvent étre dans les trois premiers cas N = |[B|+1, N = [V B] +1
et N = | B?| +1, car les applications identité Idy, carrée et racine
/e sont croissantes. Soit n > N :
up=n>N=|B|+1>B
u,=n>>N?*=(|VB|]+1)??>(VB)?*=B

up=/n>VN=1/|B]+1> VB’ =B

Si B < 0 toute valeur de N convient, par exemple N = 0, car les
trois suites sont a valeurs positives.

> La démonstration ci-dessous se limite au cas a > 0.

Soit B €R, la valeur de N €N fait intervenir B/a & cause du produit
par a; par exemple N = | B/a| + 1€N convient.

En effet N > B/a et tout n > N vérifie an > aN > aB/a = B.

m Ces propositions décrivent de fagon similaire que 'application f

diverge vers +00 ou —oo au point a supposé adhérent a D :

;gn f(z)=+00:VBeRIn>0Vaecla—n,a+nND f(z)>B
a

lim f(x) = —0c0:VBeR3In>0Vaecla—n,a+nND f(x)<B

T—ra

* Cette valeur oo est appelée limite au sens large, mais le verbe
« converger » et ses dérivés sont réservés au limites finies.

* Le théoréeme d’unicité de la limite s’étend aux limites infinies :
une suite ou une fonction en a ne peut ni avoir a la fois une limite
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finie et une limite infinie, ni avoir —oco et +00 comme limite.

* Lorsque lim f(z) = 400 ou lim f(z) = —oo, le graphe de la

z<a r>a
fonction f possede un asymptote verticale d’équation z = a.

Limites a ’infini

e Ces propositions caractérisent les limites en +oo d’une fonction
f:
lim f(z)=/(eR:

T—+00
Ve>0 JA€R VaelA, +oo[ND |f(z) -4 <e
lim f(z)=+o0:

r——+00

VBeR JFAeR VzelA, +oo[ND f(z)> B
lim f(z)=—o00:

T—+00

VBER JAER Vze[A, +oo[ND  f(z)<B

x La définition de ces limites impose que la fonction f soit définie
au voisinage de 400 :

VAER [A, +oo[ND #0

o La définition des limites en —oo est comparable, par exemple :
lim f(x)=(eR:
T—r—00

Ve>0 JAER Vae]-oo, AJND |f(zx)—(| <e

x Le graphe d’une fonction f possede un asymptote horizontale
d’équation y = f€R deés que lim f(z) =C¢ou lim f(z)=
T—r—+00 Tr—r—00

Suites et fonctions a valeurs complexes

e Une suite (uy), oy & valeurs complexes converge si et seulement si
ses parties réelles et imaginaires ont une limite finie :
lim reu, =a € R ET lim imu, =b€R

n—-+o0o n—-+o0o
<~ lim wu, =a+ib
n—-+o0o
e La limite et la continuité d’une fonction d’une variable réelle a
valeurs dans C sont définies de la méme maniere par I'étude des
parties réelles et imaginaires.
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« L’application t — e'® = cost + i sint est donc continue de R

dans C.

* La notion de limite infinie ne s’étend pas aux suites et aux fonc-
tions a valeurs complexes.

Notion de voisinages

* Ce tableau récapitule les quinze définitions des limites d’une fonc-
tion f en a; 'ordre des quantificateurs est toujoursV--- 4--- Va--- :

[a]_nva‘*_]n] [ ]

a,a+n l—e, l+¢

VE>0 EI77>0 VeeDN| [a—mn,a| f(z)e| ]—oo, B

BeR ‘AGR =00, Al (B, +o0|
[4, +oo[

* Les inégalités € > 0 et n > 0 doivent étre strictes; les intervalles
l[a—mn, a+mn], -0, 4], [A, +o0[, [l — ¢, L +¢],]|—00, B] et [B, +00]
peuvent étre ouverts ou fermés. Le cours d’analyse approfondi ces
notions et ces propriétés.

o Les intervalles [a — h, a + h] et Ja — h, a + h] avec h > 0 sont ap-
pelés des voisinages de a; pour tout A € R les intervalles [A, +o0o]
et JA, +oo] sont des voisinages de +o00, et |—00, A] et |—o0, A, des
voisinages de —oo

* Les intervalles |a — h, a[ et ]a, a + h[ intervenant dans les limites
a gauche et a droite ne sont pas des voisinages de a.

* La définition des intervalles énonce ces équivalences :
ly—tl| <e<=yell—eg lte|<=l—-c<y<l+e
* Les notations lim wu, et lim f(z) ne sont licites qu’apres avoir
n—-+4o0o T—a

justifié 'existence de ces limites, et aucun théoréme dont les hypo-
theses portent sur des limites ne peut s’appliquer avant d’avoir vérifié
leur existence.
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Opérations et composition des limites

Extension des opérations a l’infini
x Les symbole 400 représente approximativement un nombre positif
« plus grand que tous les autres », et —oco correspond a (—1) X (+00).
e L’ensemble R U {—o00, +00} est noté R.

e Les tableaux suivants précisent les regles de calcul s’appliquant a
R ; certaines formes sont indéterminées et notées 7 :

a+b ‘a:—oo aeR a = 400

b=—x —00 —00 ?
beR —00 a+beR 400
b=+ ? 400 400
axb |a=—-00a€R” a=0acR] a=+oo
b=—c +o00 400 ? —00 —00
beR* 400 abeRy 0 abeR® —oo
b=0 ? 0 0 0 ?
beR} —oo abeR* 0 abeRL +o0
b= 400 —00 —00 ? 400 400
a | —a | ¢ a 1/a
a=—00| 400 0 a = —0o0 0
a€R | —a€R | e"€RY a€R* | 1/aeR"
a=+4+00| —o0 400 a=0 ?
acRY | 1/aeRY
a = +0o0 0

En outre le logarithme s’étend par In(400) = +00.

* Les formes +00 — 00, 0 X oo et 1/0 sont indéterminées.
Par conséquent les formes suivantes sont indéterminées :

O ox@/o)  Z=oox0
0 s

1° — 6<>o><lnl — eoo><0

OOOZ 61no<>><0 _ 6o<>><0 OO: 61n0><0 — e—oo><0

* L’addition et la multiplication ne sont pas des lois de composition
interne sur R car les formes indéterminées ne sont pas définies.

« Certaines regles de calcul comme a —a = 0 ou 1/(1/a) = a valable
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sur R ou R* ne s’étendent pas & R, avec a = +oo par exemple.

Opérations sur les limites

Dans ce paragraphe les suites (up),cn €t (Un),cy ont des limites
dans R, et les fonctions f et g définies sur un méme ensemble de
définition D ont des limites au sens large en a € R

m Les suites ci-dessous ont une limite dés que ces opérations n’abou-
tissent pas a une forme indéterminée :

lim |u,|=| lim wu, lim w, +v,= lim wu,+ lim v,
n——+o00 n——+o00 n——+o00 n——+o00 n——+o00

lim Aup,=XA lim wu, lim wupv,= lim wu, x lm v,
n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o n—-+00 n—-+00

m Les limites de fonctions sont régies par les mémes propriétés :
lim [£(2)] = |l ()| lim [(x) + g(x) = lim f(2) + lim g(x)
lim A f(@)= Alim f(z)  lim f(2)g(x)= lim f(x) x lim g(z)

m Siles applications f et g sont continues en a alors les applications
f + g et fg sont continues en a.

m La somme et le produit d’applications continues sont continus.

2

* La continuité de 'application z — z* se déduit par produit de

celle de 'application identité x +— .

* Les opérations sur des suites dont les limites correspondent & une
forme indéterminées peuvent aboutir a des résutats variés. L’exemple
suivant l'illustre pour le produit 0 x oo :

(="

Up = ~—— V=0 upv, = (—1)" produit sans limite
n
= (=H" .
Uy = 5 Up =N UpUp = lim wu,v, =0
n n n—+00
a .
Uy = — Up =N  UpUp = G lim u,v, =a€R
n n——+o00
1 9 .
Up = — Up =N°  UpUp =N lim wu,v, = +00
n n——+o00
-1 ) .
Upy = — Up =N°  UpUp = —N lim wu,v, = —00
n n——+o00

* Les limites de sommes de trois, quatre ou p fixé suites ou applica-
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tions sont les sommes des limites, de méme pour les produits.
Ce résultat peut étre démontré par récurrence.

* Le nombre de termes doit étre fixé et ne pas étre variable. La
limite des n termes de cette somme est 0, et la somme tend vers 1 :
n n
1 n 1
lim —=0 —=—=1 lim —=13#0
& 2l

n—+oo N n n——+00 i n

Exemples de preuves des opérations sur les limites

Ce paragraphe n’énumeére pas les dizaines de cas intervenant dans les
théorémes précédents : limites finies ou infinie en a €R ou a linfini.
Ces quelques démonstrations ont toute la méme structure et peuvent
étre combinées entre elles pour traiter des autres cas.

»> Limite d’une somme de deux suites.

> La vérification complete de lim wu, +v, = lim u,+ lim v,
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

comporte sept cas, les deux autres correspondant aux formes indé-
terminées.

La preuve ci-dessous se limite au cas lim w, = ¢ € R et
n—-+o0o

lim v, = f2 €R. Elle repose sur le fait que si u,, est proche de ¢;
n—-+o0o

a € pres, et si v, est proche de ¢ a ¢ pres, alors la somme u,, + vy,
est proche de £1 + 05 a 2¢.
Le but de la démonstration est d’avoir u, + v, proche de £1 + {5 a
g, il suffit donc d’appliquer les hypotheses avec £/2 > 0.
Les suites (un),cn €t (Vn), ey Vérifient ces hypotheses :
Ver >0 dNieN Vn>N;y b1 —e1<u,<l+e&
Veg >0 dNoeN Vn> Ny fly—e9 <w, <¥ly+e9
Soit e > 0, les hypothéses appliquées avec €1 = g3 = £/2 > 0 justi-
fient l'existence de Ny, de Ny et de N = max (N7, No)€N.
Tout n > N vérifien > Ny et n > No, et donc la somme de ces inéga-
lités aboutit a la preuve de la convergence de la suite (u,, + vy,)
0 —¢e/2<wu, <l +¢/2 by —¢e/2 <wv, <ly+¢/2
Otb—e<uptva, <l +l+e

D’ou la conclusion :
Ve>0 ANeN Vn>N L+l —c<up+tuv,<fl+4l+¢

nen -
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»> Somme d’une limite finie et d’une limite infinie de fonctions.
> La justification que lim f(z) = £ € R et lim g(z) = 400
r—r+00 r—r+00
entraine que lir}rl f(z) + g(z) = +o00 peut se faire de la maniere
T—>+00
suivante.
Les deux premieres lignes correspondent aux hypotheses, et la der-

niere & la conclusion recherchée :

Ve>0 JAeR Vze[A, +oo[ND (—e< flz)<l+e
VBeR JAeR Vze[d, +o[ND  B<g(x)
VBeR JA€R VuelA, +oo[ND B< f(u) 4+ g(u)

I suffit que £ — 1 < f(u) et B—/¢+1 < g(u) pour vérifier I'inéga-
lit¢ B < f(u) 4+ g(u). La suite de la démonstration exploite cette
condition.

Soit B€R. D’une part, pour € = 1, Phypothése sur f affirme qu’il
existe B tel que tout z € [A, +o0o[ N D vérifie £ — 1 < f(z); dautre
part_pour B = B—(+1il existe A € R vérifiant B < g(z) si
ze[A, +oo[ND.

La somme de ces deux inégalités aboutit a la conclusion recherchée

—~

avec A = max(A, A).
VuelA, +o0[ND 0—1< f(u) caru>A>A
Vuel[A, +oo[ND B=B—l+1<g(u) caru>A>A
VuelA, +o00[ND B < f(u)+ g(u)

»> Produit d’une limite infinie par une constante strictement posi-
tive.

> La preuve ci-dessous justifie ligl Af(z) = 400 si A > 0 et
x a
%llg f(z) = +o0.
L’application f vérifie cette hypothese :
VBeR 377>0 Vaela—1i,a+7ND f(z)>B

Soit B € R, I'hypothese précédente sur f appliquée avec B =B /A
justifie 'existence de n = 17 > 0, et ces inégalités aboutissent a la li-
mite de A f(x) :

>

Veela—n,a+nND f(x)> ET Af(x)>B

D’ou la conclusion suivante :
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VBeR In>0 Vze€la—n,a+nND Af(z)>B

»> Convergence d’'un produit de suites convergentes.

> La démonstration de la convergence d’un produit de suites conver-
gentes commence par ces hypotheses :

Ver >0 IN1eN VN >Ny Ju, — 4] < e

Veo >0 dNoeN VN > Ny |’Un —€2| < g9

Cette factorisation partielle suggere des conditions suffisantes pour
encadrer la différence u,v,, — €103 :
|unvn — €1€2| < |unvn — Ell}n + Elvn — €1€2|
= |un — b o] + 01| [vn — £o] <€
des que ces trois conditions sont vérifiées :

13
[y, — 1] < 5 [vn| < |2 +1

€

(&1 =]+ )
Soit € > 0. La condition |v, — f3] < 1 est suffisante pour obtenir la
troisieme condition ; les hypotheses sur (uy,),,cy €t (vn),, oy appliquées
a eg = min(l,e/(2]41] +2)) > 0 et g1 = ¢/(2|¢2] +2) > 0 justifient
Iexistence de Ny et Ns.
La valeur N = max(Ny, N2) €N convient.
Tout n > N vérifie ces majorations, ce qui termine la preuve de la
convergence du produit :

|unvn — €1£2| < |un — €1| |7}n| + |£1| |7}n — £2|
€ €

< —— (|¥ 1 V| ——
S R b Ty

v, — Lo

A

e €
< Z a1z
f2—|-2 €

»> Limite d’un produit d’applications avec une limite infinie

> Cette preuve démontre ligl f(x)g(z) = +oo a partir des hypo-
x a

theses };llgf(x) ={>0et aljlgéf(x) = 400 > 0.

Les deux premiéres lignes correspondent aux hypotheses, et la der-

niere a la conclusion a démontrer :
VE>0 37>0 Vacla—7,a+nND L—E< f(z)<l+E

VBER 37>0 Vacla—7,a+7ND  B<gx)
VBeR 3n>0 Yuecla—n,a+nND B< f(z) g(z)

Il suffit de 0 < £/2 < f(z) et de 2B/¢ < g(z) pour obtenir la
minoration B < f(x) g(z), quand B > 0.
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Soit B €R. Appliquer I'hypotheése sur la limite de f avec e = £/2 > 0

aboutit a 0 < ¢/2 < f(x). La suite de la démonstration exploite I'hy-
pothese sur g avec B = max(2B/¢,0) ; ces manipulations d’inégalités
imposent en outre la condition B > 0 rendue par B = max(0,---) :
La valeur de n = min(7,7) > 0 convient :

Vuela—n, atnnD 0< < [(u)

carn<netla—n, a+n Cla—10,a+7]
VYu€la—mn, a+nND 0< B < g(u)

carn<netla—mnm,a+n Cla—10,a+1)
Yucla—n, a+nND B<B2< fu)glu) B < f(u)g(u)

£>0et 2B/€§§entrainent B§§€/2

Suites et fonctions bornées

» Toute suite (uy), cy convergente est bornée :
dMeR VneN |u,| <M

¢ La convergence vers £ de (uy), y écrite avec ¢ = 1 énonce qu'il
existe N €N vérifiant cette propriété :

Vn>N |u,—¢ <1 donc £—1<wu,</(+1
L’ensemble {un / n<N } contient au maximum N réels, est donc
fini avec un plus petit élément m et un plus grand élément M ; cet
encadrement de la suite (uy,), oy termine la preuve :

m < u, <M sin< N
{—1<u,<fl+1 sin>N

VneN min(/—1,m) <wu, <max({+1,M)

min(¢ — 1,m) < { } < max(¢+ 1, M)

»> Toute suite (uy), oy de limite 400 est minorée et n’est pas majo-
rée :
dmeR VneN m<u, VMeR dneN M < u,

> La suite (up), oy vérifie cette proposition de limite infinie :
VBeR dNeN Vn>N B<u,

Cette propriété appliquée avec B = 0 prouve 'existence de N. L’en-

semble {un / n<N } est fini et a donc un plus petit élément m.

Ainsi la suite (uy), ¢y est minorée par min(0,m) :
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w > 0 sin>N
"= 1 m sin<N

} > min(0, m)

> La méme propriété de limite infinie démontre que la suite (un),,cy
n’est pas majorée :
(tn), ey n'est pas majorée <= NON (EIMGR VpeN wu, < M)
<—VMeR IPeN u,>M
Soit M € R, la définition de la limite infinie avec B = M +1 > M
justifie 'existence de N :
VBeR dNeN Vn>N B<u,
Ainsiuy > B=M + 1 et P = N €N convient.

o Toute fonction f qui converge vers £ € R en a est bornée sur un
voisinage de a :

dMeR Fh>0 Vacla—h,a+hND |f(z)] <M quand aeR
dMeR FA>0 Vze[A, +oo[ND |f(z)| <M sia =+o0

¢ La méthode est la méme que pour les suites. La limite /€R de la
fonction en a énonce cette propriété qui appliqué a € = 1 > 0 justifie
que la fonction f est bornée sur Ja — h, a + h :
Ve>0 dn>0 Vze€la—n,a+n[ND |f(z)—¥¢ <1
dh>0 Vz€la—h,a+h[ND (—-1< f(x)<l+1

* Alinsi la fonction continue Idg est bornée au voisinage de tout point
a€R, et cette fonction n’est pas bornée :
Veela—1,a+1] |z| <l|a|+1 VMeR JzeR |z|>M

m Sila suite (up), o est bornée et la suite (vy),, oy converge vers 0,

lim v, =0, alors lim wu,v, =0.
n—-+o0o n—-+00

0 En effet, si |u,| est majoré par M > 0, alors la convergence de
(Unn) ey vers 0 se déduit de celle de (vy,),,c vers 0 :

VE>0 INeN Vn>N |u| <&
Soit ¢ > 0; en appliquant cette hypothese avec & = ¢/M > 0, tout
n > N vérifie |uyv,| = |up| |vn| <e/M x M =e.
En conclusion la suite produit tend vers 0.

+ A partir du méme principe, si sur un voisinage de a la fonction f
est bornée et si 3131131 g(x) = 0 alors ;1_% f(x)g(z)=0.
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Suites extraites et compositions

Suites extraites

o Une application ¢ strictement croissante de N dans N vérifie
¢(n) > n pour tout neN.

¢ La preuve par récurrence repose sur le fait que N est discret.

D’une part ¢(0) € N, donc ¢(0) > 0, d’autre part la propriété

©(n) > n se propage a l'ordre n + 1 car N est discret :
en+1)>pn)>n=pn+1)>n+1

L’application ¢ : N — N de ce paragraphe est strictement croissante.

e La suite <U‘P(”))neN est appelée suite extraite par ¢ de (un),cy-

* Les suites (u2n)neny (U2n+1)neny (Usn)nens (Un2)pens (U2n)pen, ete.
sont des suites extraites de (uy), oy car ces applications sont stricte-
ment croissantes de N dans N :

n— 2n n—2n+1 n— 3n n n? n— 2"

» Toute suite extraite d’une suite (uy), . possédant une limite ad-
met cette méme limite :
lim u, =(eR = lim wug,,) =/
n—r—+o0o n—-+0oo

¢ La suite (uy), oy vérifie ces hypotheses si /€R :
Ve>0 INeN Vn>N |u,—{| <e

Comme @(n) > n la suite extraite (uw(n))
tion :

érifi r i-
nen Veriie cette propos

Ve>0 INeN ¥Vn>N |u¢(n)—€| <e
La méthode est la méme pour les limites infinies.

* La contraposée de ce théoreme permet de prouver qu’une suite
n’a pas de limite en cherchant deux suites extraites ayant des limites
différentes.

* La suite bornée ((—1)"),,cy n'a pas de limite car les suites extraites
des termes pairs et des termes impairs sont constantes de valeurs
différentes :
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Uy = (=1)" Ugp =1 Jm ug, =1

U2n+1 = -1 ngr—&r-loo U2n+1 = -1 7'5 1
m Réciproquement si les suites extraites (u2n)pen et (U2n41) ey ad-
mettent la méme limite £€ R alors £ est la limite de la suite (uy),,cx-
n1—1>1—‘,1-1<>o tan = n1—1>1—‘,1-1<>o Yant1 = = n1—1>1—‘,1-1<>o tn = £
0 Les suites extraites (ugn),cy €t (Uzni1),ey Vérifient ces hypo-
theses :

Ve>0 INeN VnZﬁ lug, — €| <e sileR
Ve>0 INeN Vn>N |ug — ¢ <e

Soitp > N = max(QN, 2]/\7\4—1) ; si p = 2m est pair alors m > N, et si
p = 2m+ 1 est impair, alors m > N. Dans les deux cas |u, — ¢| < e.

* La suite (unyp),cy St une suite extraite de (uy), oy par I'appli-
cation ¢(n) = n + p définie sur N. Au contraire la suite (up—p)n>p
définie a partir du rang n = p n’est pas une suite extraite de (uy),,cy-

* Pour tout entier p € N fixé, l'existence de la limite de la suite
(un),en entraine que les suites décalées (unip),cny — qui est une
suite extraite — et (u,—p),y — définie pour n > p — ont la méme
limite :
li = 1l = 1 _

= Mty = 1 ey
¢ Les démonstrations consistent a remplacer N par N + p dans la
définition des limites.

»> La convergence des suites extraites (u2n),cn, (U2n41)peny €t
(u3n),en Vers a, b et c entraine celle de la suite (uy),, oy €t a = b = c.

> Siles suites (u2,),cy €t (U3n),,cn alors convergent vers a et b alors
la suite extraite (ugn), oy €st a la fois la suite extraite de (ug2y)
par Papplication n — 3n de limite a, et la suite extraite de (ugy,)
par I'application n — 2n de limite c.

Par unicité de la limite la suite extraite (ugy, ),y converge donc vers
a=c.

De méme (u6n+3),cy est a la fois la suite extraite de (ugn41),cy Par
lapplication n +— 3n + 1 de limite b car ugnt+3 = ug3ni1)+1 €t la
suite extraite de (usy),cn Par I'application n + 2n + 1 de limite c.

neN
neN
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L’unicité de la limite prouve b = c.

Les suites extraites (u2y,),cn €t (U2n+1),cy convergent vers la méme
limite @ = ¢ = b, donc la suite (uy), .y converge vers cette limite
a=b=c

Image d’une suite par une application

Ce paragraphe suppose que la suite (un), oy @ une limite dans R, et
que la limite de la fonction f en a est bien définies dans R ; il fait
aussi I’hypothese que la suite image (f(un)), ey est bien définies.

m Ce théoreme de composition des limites est valable aussi bien si a
et b sont des nombres réels que s’ils sont de valeur infinie :
nkrfoo“” =a ET %1_1}1}1]”(:13) =b = ngrfwf(un) =0
o Ce théoréme regroupe 3% = 9 cas selon que a et b sont finis ou
non. Cette démonstration présente uniquement le cas des limites
finies qui corrrespondent a ces hypotheses sur la suite (up), oy et
de 'application f :
Veé>0 INeN Vn>N |u,—a|<E
VeE>0 In>0 Va€la—n,a+7] |f(z)—b <&
Soit € > 0; cette démonstration recherche une condition pour avoir
| f(un) — b| < g, ceci ameéne a appliquer ’hypothése sur la limite de f
avec € = £ > 0 et affirmer existence de 77 > 0. Des que |u, —al <7
la condition |f(uy) — b| < € est vérifiée.
L’hypothese sur la suite (uy), oy appliquée avec € = 7 > 0 permet
ensuite de trouver N €N tel que |u, —a| <7 dés que n > N.
Cette valeur de N convient pour montrer la limite de 'image de la
suite :
n>N=u,€la—¢,a+& =[a—17,a+7)
= f(up)€b—E, b+¢E]l=[b—¢, b+¢]

En conclusion cette preuve démontrer la convergence de la suite

(f(un))neN:
Ve>0 INeN Vn>N |f(u,) —b|<e

* Ce théoréme est souvent utilisé pour démontrer qu’'une applica-
tion n’est pas continue en a; pour cela il suffit de trouver une suite
de limite a dont I'image n’a pas pour limite f(a). Cette méthode ex-
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ploitant les propriétés des suites convergentes porte le nom de critere
séquentiel.

* Ainsi la fonction partie entiére |[e] n’est pas continue en p € Z;
en effet la limite de la partie entiere d’une suite (uy), cn- D'est pas
nécessairement la partie entiere de sa limite.

Up =D — — lim w,=p
n n—-+4oo

lun]=p—1 Jim fup|=p—17 |p]

Limite d’une composition d’application

De fagcon comparable ce paragraphe suppose que les limites des fonc-
tions f et g sont bien définies dans R ; il fait aussi ’hypothése que
Uapplication composée g o f est bien définies.

m La propriété de composition des limites est valables aussi bien si
a, b et ¢ sont des nombres réels que s’ils sont de valeur infinie :

lim f(@) = b ET lim g(y) = ¢ = lim(g 0 N)(z) = c

o Ce théoreme regroupe 3% = 27 cas possibles selon que a, b et ¢ sont
finis ou non. La méthode de démontration est la méme que dans le
cas précédent ; la démonstration suivante se limite au cas (a, b, ¢) € R3
avec ces hypotheses :
Ve>0 In>0 Vaecla—n,a+7] |f(z)—b <&
VE>0 dAn>0 Vyeb—n,b+1 |9(y) —c <&
Soit £ > 0; cette démonstration recherche, comme la précédente, une
condition pour avoir |(go f)(u) —c| = |g(f(u)) —¢| < e; pour cela
elle applique d’abord I’hypotheése sur la limite de g avec &€ = ¢ > 0
pour affirmer l'existence de 7 > 0. Dés que | f(u) — b|] < 7 1a condition
|(go f)(u) — ¢| < e est vérifie.
L’hypothese sur f appliquée avec € = 77 > 0 prouve ensuite 1’exis-
tence de 77 > 0 vérifiant | f(u) — b] <7 dés que |u —a| < 7.
Ces implications avec n = 1 > 0 démontrent la limite de 'application
composée :
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u€la—mn,a+n]=a—1,a+1)
= f(u)eDb—Eb+& =[Db—7,b+17]
= g(f(w) =(go fllw)€lc—E c+E]=[c—¢, c+¢

m Sil’application f est continue en a et si 'application g est continue
en f(a), alors la composée g o f continue en a :
f est continue en a

. = g o f est continue e
g est continue en f(a) } geof HbHe et d

m La composée de deux fonctions continues est continue.

* Les théoremes de composition des limites operent sur les limites
finies ou infinies et ne s’adaptent pas aux limites a gauche et a droite :

(=n"

lim =0 lim [z] =0 lim |z] = -1
n—+oco N z—0 z—0
x>0 <0
=Dt (=) =1y =1 sin est impair
Un = [ n I= 2 _{ 0 sin est pair

(Un),en+ 1'a pas de limite.

Inégalités et limites

Limites et valeurs absolues

o La limite finie £ d"une suite (uy ),y ou d'une fonction f en a vérifie
ces équivalences :

lim w,={¢<= lim (u,—¢)=0«<= lim |u, —¥¢|=0
n——+o0o n—-+o0o n—r+00

lim f(2) = £ <= lim(f () — ) = 0 = lim |f(a) ~ €] = 0
¢ La raison en est les équivalences suivantes :

up €l —e, b +¢] <= ‘|un—€|‘:|un—€| <e <= u, —Le]—¢, +¢]
* En particulier une suite ou une fonction dont la valeur absolue

converge vers 0 converge elle aussi vers 0 :
lim |u,| =0= nglfooun =0 ;I_I}}Jf(x” =0= %1_I}I}lf(x) =0

n——+00

% Cette implication est fausse pour une limite non nulle : |(—=1)"| =1
converge vers 1 et la suite ((—1)"),cy n’a pas de limite.
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x L’implication réciproque provient de la continuité de I’application
valeur absolue :

wihtn = £ = L Junl = 1

Théoremes de comparaison

m Siles suites (un),cn €t (Un) ey POssedent des limites qui vérifient

lim u, < lim wv, alors a partir d’un certain rang u, < v, :
n—-+o0o n—-+o0o

lim u, < lim v, = (EINGN Vn>N un<vn)
n——+00 n——+00

¢ La démonstration repose, comme la preuve de 'unicité des limites,
sur les définitions des limites de (uy),cy et de (vn), oy appliquées a
£ = (52 —fl)/3 > 0, fl = lim unER et fg = lim ’L)nER :

n—-+o00

n—-+o00
dNieN Vn>Ny fh—e<u, </l +e
dN,eN Vn> Ny ly—e<wv,<ly+¢
N =max(N;,N;)eN  N>N, N> N,
201 + £y - 01 + 205
3 3
m Si les suites (up), oy €t (Vn), ey ONt une limite et vérifient a partir
d’un certain rang u, < v, alors lim u, < lim wv,.

n—+00 n—+00

VYn>N u,</li+e= =ly—e<w, </ly+e¢

0 Dans le cas ot les suites (up),cy €t (Vn),cy ont une limite, la
preuve de cette propriété repose sur la contraposée de la précédente :

(3PEN Vn>P u, <uy)
:>(VN€N dn>N ungvn> par exemple n = max(N, P)
= NON (EINGN Vn>N un>vn> par négation
= NON( lim wu, > lim wv,)

le théoréme précédent
n——+00 n——+00

= lim u, < lim v,

n—+00 n—+00

= Sila suite (vy,),,cn tend vers 0 et si la suite (uy),, o vérifie a partir
d'un certain rang |u,| < vy, alors la suite (uy), c converge vers 0 :

lim v, =0ET (3PEN Vn>P |up| <vy) = lim u, =0
n—+o00 n—400

0 La convergence de (v,),,cy justifie pour tout € > 0 I'existence de
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Q :
Ve>0 3QeN Vn>Q |v,| <e
Ces majorations prouvent la convergence de (uy),,cy :
N = max(P,Q) N>P N>Q Vn>N |u,| <|v,| <e

m Si les suites (uy),cy et (Wy),cn ont une méme limite et si la suite
(Un)pen Vérifie & partir d'un certain rang u, < v, < wy, alors la

suite (vp),cy @ la méme limite : lim w, = lim v, = lim w,,.
n—-+00 n—-+00 n—-+o0o

¢ L’étude des suites (wn — tn),cry €t (U — Un ),y démontre ce théo-
reme a partir du lemme précédent :
0<wv,—up, <wp—u, ET lim w,—u,=0=— lim v,—u, =0

n—400 n—400
lim u,+ lim (v, —u
n—-+4o0o " n~>+oo( " n)
= lim u,+0= lim u, par somme de limites
n—-+4o0o n—-+4o0o

= lim v, par somme de suites convergentes u,, + (v, — up) = v,
n——+00

* Ces théorémes s’adaptent aux limites infinies méme si les démons-

trations effectuées ne considerent que le cas des limites finies.

x Les fonctions au voisinage de a € R donné possedent des théoremes
d’encadrement similaires.

* Le passage a la limite conserve les inégalités larges et pas néces-
sairement les inégalités strictes, ainsi pour n € N* :
n—1 n—1

0< <1 0 < lim =1<1
n—-+00 n
1 1 . .
—_— < — lm ——=0= lim -
n n n—4+o0o n n—+oon

* Ces théoreémes s’appliquent en particulier aux suites constantes
dont la limite est la valeur de cette constante.

x Les propriétés suivantes découlent des théoremes précédents :
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lim w, existe ET (VneN up, €a, b]) = lim wu,€]a, b]
n——+00

n—+00

limu, =¢>0=(INeN Vn>N u, >0)

(VnEN unzn): lim u, = +o0
n—-+o0o

(Veelo, 1] |f(2)| <) — Jim f(a) =0

Application aux limites d’inverses

x Les théoréemes sur les limites d’inverses contiennent le théoréme
de composition des limites pour 'application inverse z +— 1/z qui
est continue et énoncent des conditions sur certaines limites de la
forme 1/0.

o Lorsque la suite (uy),cy @ une limite non nulle, la suite (1/uy),,cn
est bien définie a partir d’un certain rang et converge; de méme si
la fonction f a une limite non nulle, la fonction 1/f est définie sur
un voisinage de a et a une limite :

S 1 N 1
im — = —— im = —
noteouy, o lim up o @2a f(a) o lim f(2)

¢ Le théoréme de comparaison stricte des limites justifie qu’a partir
d’un certain rang la suite est strictement positive et donc que la suite
inverse est bien définie.

La limite £ de la suite (uy),cy ou de la fonction f est non nulle,
donc par le théoréme de compostion la limite de (1/uy,),cy ou de
1/f(x) est 1/¢ car 'application inverse a une limite en tout point de
R* U {—o00, +00}.

m Toute suite (uy), y & valeurs strictement positives et toute fonc-
tion f strictement positive sur un voisinage de a vérifient ces équi-
valences :

1
lim u,=0<= lim — =400

n—-+4oo n—-+oco Up,
. .1
aljlg}lf(a:)—0<:>aljllgm—+oo

¢ La limite a droite en 0 de I'application inverse est +oo :
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1
lim 1/ = 400 VBeR 3n>0 Vzel|0,n —>B
z—0 X
>0
Si B < 0 alors n = 1 est une possibilité, et sinon n = 1/B > 0
convient :

1 11 1 .1
O<z<n=5=——->-=—T=B>0 lim — = 400
N P

¢ La démonstration du sens direct repose sur cette limite combinée

avec les hypotheses sur (uy),,cy :

(VneN u, >0) (Ve>0 INeN Vn>N 0<u,<c)

Soit Be€R. Si B < 0 la suite (1/uy),, .y vérifie B < 0 < 1/u, pour
tout n €N. Supposons B > 0; appliquer I’hypothese sur la limite de
la suite avec € = 1/B > 0 justifie l'existence de N eN.
Cette valeur de N permet de montrer que la suite inverse diverge
vers 400 ; soit n > N :

1 1 1

—>-=B O<u,<e=—

Uy € B
¢ L’implication réciproque correspond exactement au théoreme de
composition pour 'application inverse de limite 0 en +oc.

* La forme 1/0 est indéterminée, cependant la propriété précédente
permet de lever cette indétermination lorsque la fonction ou la suite
sont & valeurs strictement positives :

1
limx=20 — n’a pas de limite en 0
z—0 X
lim |z| =0 lim — = 400
z—0 z—0 |.7J|

Autres exemples de limites

» La limite de la suite puissance (a"), .y dépend de a€R :

0 pourac]-1, 1]
. n_ 1 poura=1
nEToo“ ~ ) +o00 poura >1
n’est pas définie pour a < —1

* Le calcul de cette limite repose sur l'inégalité (1 + h)" > nh issue
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de la formule du binéme lorsque a = 1+ h > 1, et sur les propriétés
relatives a l'inverse des limites.

> Sia > 1 les théoremes de comparaison justifient cette limite infi-

nie :
h=a—-1>0 a=1+nh

a*=(1+h)" = Z (Z) h* > nh obtenu pour k£ =1
k=0
les autres termes de la somme sont positifs

lim nh= +o00 car h >0 lim a" =40
n—r+00 n—+o00

> Ces implications prouvent que la limite est nulle si a€]—1, 1] :
0<a<l=1/a>1
1
. n_ g -

= lim a" =0
n—-+o0o

a=0=a"=0 sin#0

= lim a" =0
n—-+o0o

—-1l<a<0=0<]a| <1

= lim |a/" = lim |a"| =0
n—-+o0o n—-+o0o

= lim a" =0
n—400

De méme la suite (a"),, .y est constante et de limite 1 si a = 1.

> Sia = —1 les deux suites extraites (aQ")neN et (a2"+1)n€N sont

constantes de valeurs 1 et —1 donc la suite (a"), . ne converge pas.

De méme si a < —1 les deux suites extraites (a2"> et (aQ"H)
neN neN

ont respectivement pour limites +o0c et —oo et donc la suite (a"),, oy
n’a pas de limite.

% La limite d’une série géométrique en découle lorsque |g| < 1 :

n % 1_qn+1 1
Sn = " = ——— lim S, =—
" kXZ%) 1—¢q n—s+oo ' 1—¢q

»> La limite de la forme a priori indéterminée (¢"/n), o est +oo si
q> 1.
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> Cette minoration pour n > 2 prouve le résultat recherché :
g=1+h>1 h=q—1>0

L n
" (1+h)" = (k) " o (n\F _nn-D _ (n-1h’
no - —(2)?‘ on 2

n n n
de limite infinie quand n €N tend vers +oo

» La limite nulle de la suite (n”q"), .y quand |¢| < 1 et peN* se
déduit de la limite précédente.

> Si ¢ = 0 alors la suite est constante et converge vers 0, sinon la
valeur absolue de l'inverse de la suite précédente tend vers +oo :

p /1 \"\? —
1 Tal 1 1
‘ _ ( [d] ) 1oy Ly
nPq" n [ [
p /1 \" p /1 \"\P
W) (W)Y _
lim ——— =400 lim [ —— | = lim 7 = too
nsteo n =00 n n=r+o0 nP|q|
lim »P|q|" =0 lim nP¢" =0
n——+o0o n——+o0o

Continuité, prolongements et restrictions

Prolongement par continuité en un point

m Si une fonction f non définie en a admet une limite finie
en a, alors l'application prolongée par continuité f en a avec
fla) = h_r}n f(z)€R est continue en a :

r—a

f:DU{a} —R
{ f(xz) pour zeD
T —

;11}131 f(x) pourz=a

f:D—R
x— f(x)

* Un abus de notation habituel consiste a confondre ’application f
et lapplication prolongée f et a noter f(a) la valeur de la limite en
a.

¢ La définition de la limite et celle du prolongement par continuité

sont équivalentes lorsque f(a) = ¢ :
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Ve>0 dn>0 Vze€la—n,a+nND |f(x)—¢ <e
Ve>0 3n>0 Yzela—n, a+nN(DU{a}) |f(z)-fla)<e

En effet la seule différence entre ces deux propositions correspond au
cas x = a pour lequel |f(z) — f(a)| = |f(z) — ¢ =0 <e.

x La notion de prolongement par continuité de f en a €D est donc
une autre maniere de parler de limite finie £ en a.

* Si une fonction f non définie en a est continue sur son ensemble de

définition D et converge vers une limite finie en a, alors 'application

prolongée par continuité en a par f(a) = liin f(x) est continue sur
x a

D U {a}.

» Prolongement par continuité en 0 de f : z — z sin(1/x) :

> Cette application f est définie et continue sur R*. Le théoréme

d’encadrement des limites justifie le prolongement par continuité en

0 de f par f(0) = 0. L’application prolongée & R est continue :
f:R*—R

xr — z sin(1/x) |f(x)| < |z 91613% Fx)=0

*x Pour montrer qu’une application ne se prolonge pas par continuité
en a, il suffit de trouver deux suites (), ey €t (vn), ey convergentes
vers a dont les images ont deux limites différentes. Une suite dont
limage a une limite infinie convient également.

» Le prolongement par continuité en 0 de g : x — sin(1/z) définie
sur R* est impossible.

> Un critere séquentiel justifie 'absence de limite en 0 :

1
Up = —— lim u,=0 g(up)=0 lim g(u,)=0

N 2nm n—-+o0o n—+o0o

1 , . -
lim v,=0 g(vy,)=1 nglfoog(vn) =1#0

on= /2 4+ 2nmw  n—+4oo

x Lorsque a €D les notions de limites finies en a et de prolongement
par continuité au point a sont équivalentes.

Dans le cas ot a € D 'existence d’une limite finie en a et la continuité
en g sont synonymes.

Les définitions de continuité et de prolongement par continuité sont
différentes : dans un cas a €D et dans 'autre a¢D.
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s La fonction f : z — 1/2% définie sur R* illustre ces notions :
f est définie sur R* et continue en tout point de R*
<= f est continue
il_% f(z) = +o0
— f n’admet pas de limite finie en 0
<= f n’a pas de prolongement par continuité en 0.
L’étude de la continuité de f en 0 n’a aucun sens car 0 ¢ R*.

Restrictions et prolongements d’applications continues

® Si I est un intervalle ouvert et si a € I alors il existe h > 0 vérifiant

la—h,a+h[CI.

¢ Dans le cas ou I = Ju, v[ alors h = min(a —u,v —a) > 0 convient :
h =min(a —u,v —a) >0 h<a-u h<v-—a
u=a—(a—u)<a—h<a<a+h<a+(v—a)=v

la—h,a+h[C |u, v
Lorsque I = Ju, +o0o[ ou I = |—o00, u[ alors h = |a — u| > 0 convient,
et si/ =Ralors Ju—1,u+1[ CR avec h =1.

o Toute restriction d’une application continue [respectivement en a]
est continue [respectivement en a].

o Réciproquement si la restriction a un intervalle ouvert I d’une
fonction est continue en a € I alors 'application f est continue en a.
Si la restriction a un intervalle ouvert I d’une fonction est continue
alors 'application f est continue en tout point de I.

¢ Silapplication f définie sur D est continue en a alors sa restriction
a I C D est continue car la premiere de ces propositions implique la
seconde a cause de l'inclusion I C D :
Ve>0 In>0 Va€la—n,a+nND |f(x)— fla)] <ce
Ve>0 dn>0 Vaecla—n,a+n NI |f(z)— fla)|<e

¢ Réciproquement si I C D est un intervalle ouvert contenant a, la
premiere proposition entraine la seconde des que la derniere inclusion
est vérifiée :
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Ve>0 3n>0 Vaeecla—n,a+nNI |f(z)— fla)|<e
Ve>0 In>0 Vacla—n,a+nND |f(x)— fla)|<e
[a—n,a+nNDCla—7n,a+n NI
Pour cela la valeur n = min(7, h) > 0 convient ot une valeur possible

de h > 0 est donnée par le lemme précédent :
0<n=min(}h) <7 [a—n,a+nCla—17, a+7]
n<h [a—n,a+nCla—h,a+h|CI
a—m,a+nNDCla—n,a+n Cla—n,a+n NI

x L’hypothese sur les intervalles ouverts est nécessaire : ’application
partie entiére |e| est constante sur [0, 1], de valeur 1, la restriction
|varpoint | /10,1 est donc continue, par ailleurs 'application partie
entiere |e| n’est pas continue en 0, car elle n’est pas continue a gauche
en 0.

o Si, en supposant a < b < ¢, la restriction de f /la,b) est continue a
gauche en b, et si la restriction de f /byl est continue a droite en b,
alors 'application f est continue en b.

o Si les restrictions de f a |a, b] et a [b, ¢[ sont continues alors I’ap-
plication f est continue en tout point de ]a, c[.

x Ces propriétés s’adaptent aux intervalles d’extrémités infinies +oo.

¢ L’application f est donc continue a gauche et a droite en b, donc
continue en b.

0 Si en outre les restrictions a |a, b] et [b, ¢[ de l'application f sont
continue, alors les restrictions aux intervalles ouverts ]a, b] et ]b, ¢|
sont continues, et I'application f est continue en tout point de |a, ¢[.

» L’application définie par f(z) = (x—|z])(|x|—=z+1) est continue.

> Pour tout p€Z, la restriction a ]p, p 4+ 1] de lapplication |e] est
continue car constante sur cet intervalle ouvert, et donc la restriction
a |p, p+ 1 de application f est continue car construite a partir de
sommes et produits d’applications continues sur |p, p + 1].
L’application f est donc continue en tout point de |p, p + 1| car cet
intervalle est ouvert. La valeur de p € Z étant quelconque 'application
f est en fait continue en tout point d’'un quelconque des intervalles
de cette forme, c’est-a-dire sur R\ Z.
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L’application |e| est continue a droite de p € Z, l'application f est
donc continue a droite de p. Cette limite a gauche en p € Z justifie
que f est continue a gauche en p, donc continue en p :

lim [z]=p—1

lim f(z)=(p-(p-1D))p-1-p+1)=0=f(p)
x<p

L’application f est continue en p € Z et sur R\ Z. En conclusion
I’application f est continue.
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