MPSI TD 32

Indications sur le TD 31

1 Tirer un nombre au hasard

1.

On a déja : Vn € N* : ng%gl

Il reste & vérifier que la somme vaut bien 1.
Zn>0 2% on reconnait une série géométrique de raison % et de premier terme % sa somme vaut donc
SIS R —

51_%

. Ay est P'ensemble des multiples de k d’ou Ay = {kp|p > 0}.

P(Ay) = Zp>1 2%;@ = 2%c = 2'6171'

. On va utiliser le fait que P(As U A3) = P(A2) + P(A3) — P(A2 N As). Un entier est dans Ap N Az si

et seulement s’il est divisible par 2 et par 3 si et seulement s’il est divisible par 6, si et seulement s’il
appartient a Ag. On a donc P(As U A3) = % + % — é = %.

Notons m le ppcm de p et ¢. Alors A, N A, = A,,. Si A, et A, étaient indépendants, on aurait
P(A,,) = P(A,) x P(A,) et donc

2" = (2P —1)(27 — 1)31 = 2P19 4 2P 4+ 29 4 2

Or, le membre de gauche est divisible par 4, et pas le membre de droite (tous les termes & droite sont
divisibles par 4, sauf 2...). On a donc une contradiction.

2 Produit de convolution

1. La somme d’une famille positive est la borne supérieure de ses sommes finies.
Soit u € (1(Z) :
— 0< ) ez [unl, on en déduit 0 < [|ul|.
— Si F' est une partie finie de Z alors ) _p |Aun| = |A| >, cp [un| d’oll en passant aux bornes sup :
[Aul = [A[ull.
— Soit F' une partie finie de Z,
Z [un + vn| < Z |un| + [vu] = Z |un| + Z vu| < Z |un| + Z |t
F F F F z z
Ceci étant vrai quelque soit F' partie finie de Z, il vient ||u + v|| < [Ju| [Jv]].
— Soit u € £1(Z) telle que |jul| = 0.
Sin € Z, lun| = > peny lunl < [lull = 0.
u est bien la famille nulle.
2. Sin € Zalors |un| =} pcq,y < Dpez lun] = ||ull; la famille u est bien bornée.

3. On peut décomposer u,, en partie positive et partie négative.

4. On utilise le fait que la famille v est bornée.

Soit n € Z.(n est fixé.)

Si F' est une partie finie de Z alors

Z lug vn—k| < Z lug] ||v]| = ||vll Z |uk| Question précédente)
kEZ keF kEF
< ol flul

La famille (ug vp—k)rez est donc sommable et ), o [ug v, x| < [Jul| [|v]].



5. Si k est fixé alors quand n décrit Z, n — k décrit aussi Z d’ou :

DO lwkvn il

neZ kel

6. Soit F' une partie finie de Z,

> IS v

Z <|uk| Z |Un—k|> (Fubini)

keZ nez
3 (wzw) 3 ol S
kEZ nez nez kEZ

<Y > lunvn—il YD lukvnil < Jlull Jol)-

neF |keZ neF keZ neZ keZ
D’out (u*v) est sommable est |uxv| < |lu| [|v].
7. — Elément neutre : On prend v = (v, )pez défini par vg = 1 et v, = 0 si n # 0.

— Commutativité, faire le changement d’indice k¥’ =n — k

Pour n € Z :

Quand k décrit Z, k' = n — k décrit aussi Z

(u*v), = Zuk Vp—k = Z Up—pr Vgt = (U * W)y

kEZ k'€l

— associativité : Soient u, , et w dans ¢'(Z).

Pour ne Z :

(ux (v*w)),

Z up (VHkw)g = Z Up Z Up W

pHq=n pH+g=n r+s=q
E Up Vr Wy
p+r4+s=n
E ( g Up vr] Wy = E (u*v) w
t+s=n \p+r=t t+s=n

((u*v) *w)y

8. Considérer I'inverse potentiel et établir qu’il est soit nul soit non sommable.



