MPSI2 I Géomeétrie euclidienne

1
Exercice 1 Soit E = CH([0;1],R). Pour f,g € E, on pose ¢(f,g) = f(0)g(0) —I—f f(t)d'(t)dt.
0

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur F.

1
Exercice 2 Montrer que ¢(f,g) = / f(t)g(t)(1 — t*)dt définit un produit scalaire sur E = C([-1;1],R).
—1



1. Si (f, f) = 0, alors on a a la fois (f(0))2 = 0, donc f(0) =0, et

]; (f'(¢))%dt = 0.

Or, (f')? est continue et positive sur [0, 1]. Puisque son intégrale est nulle, c'est que f’ est nulle
sur [0, 1]. On en déduit que f est constante sur [0, 1], puis, comme f(0) = 0, que f est
identiquement nulle sur [0, 1].



Symeétrie, bilinéarité et positivité : claires.

Si p(f, f) = 0 alors par nullité de 'intégrale d’une fonction continue et positive, on
a pour tout t € [—1;1], f(£)*(1 — ¢%) = 0 et donc pour tout t € |—1;1[, f(t) = 0.
Par continuité de f en 1 et —1, on obtient f(¢) =0 sur [—-1;1].

On peut alors conclure que ¢ est un produit scalaire.



Exercice 3 Soient x, y deux vecteurs non nuls dun espace préhilbertien réel.

# fB | ."I-‘ -
Etablir || 2~ Y= 2=l
lzl]> Iyl [yl
n :Bk 2 1 T
: f S RN Tk + 2
Exercice 4 Démontrer que pour tous z1,....x, € R, (Z qk) < 3 Z T,
k=1~ k=1
Exercice 5 Soit f € C'([a,b],R) telle que f(a) = 0.
t
1. Démontrer que, pour tout t € [a,b], on a f2(t) < (t—a) | f?(u)du.
a
P b 2 (b— a)g b r2
2. En déduire que / fo(t)dt < T/ f“(u)du.
[ =~ a
Exercice 6 Soient a1, ..., 2, des réels strictement positifs tels que 1 +... + 2, = 1.

n
Montrer que Z — > n?. Préciser les cas d’égalité.
I '
k=1



En développant le produit scalaire
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Il suffit d'appliquer linégalité de Cauchy-Schwarz dans IR" muni de son produit scalaire canonique, avec
= (z1,...,zn) ety = (271,27 Il vient
1/2 1/2

n Tk n 1 n \
>l pery >
k=1 k=1

k
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Par croissance de la fonction carrée sur IR, , et en utilisant la formule donnant la somme d'une suite

geometrique, on trouve

L
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1
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1. Puisque f est de classe C' et sannule en a, on a par le théoreme fondamental du calcul
intégral

F(t) = f t f(u)du = f 1 x f'(u)du.

On applique alors linégalité de Cauchy-Schwarz :
t t
F2(t) < ( f 1du) ( f fﬂ(u)du)
a ; 1)
<(t-a) [ f)du
ﬂb
<(t-a) [

puisque f'2 > 0 et que ¢ € [a, b]. On intégre ensuite cette inégalité pour t € [a, b], et on trouve

fbfﬂ(t)dt < (fb(t—a}dt) (fbfm(u)du)

(b_ﬂ}z b Q
< T/; f(u)du.



Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

iim E < SESY T
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De plus. il v a égalité si, et seulement si, il v a colinéarité des n-uplets

1 1
(\/J'_1—In> ot (VEr- .., /)



Exercice 7 Soit E un espace vectoriel euclidien et z,y deux éléments de E.
Montrer que x et y sont orthogonaux si et seulement si ||z + Ay|| > ||| pour tout A € R.

Exercice 8 Soit n € Net a € R. © "

n

& P

Démontrer que Papplication (-,-) définie sur R,[X]? par (P,Q) Z (&)'?2 (a)
k=0 '

sur R,,[X]. Sans calculs, déterminer une base orthonormée pour ce produit scalaire.

définit un produit scalaire



( = ) Via Pythagore

(<= Si pour tout A € Ron a ||z + Ay|| > ||z|| alors 2X\(z|y) + A%||y||* = 0.

Il s’agit d’un polynéme de second degré qui est donc toujours de signe positif
si et seulement si son discriminant est négatif.

Or son discriminant est égal au carré du produit scalaire des vecteurs x ety
Comme un carré est toujours positif, cela ne peut se faire qu’a unique
condition que le produit scalaire indiqué est nul.




L'application (-, -) est clairement symétrique. Sa bilinéarité vient de la linéarité de la dérivation et de
l'évaluation en un point. De plus, si P € R, [X],on a

~ (P®(a))?

(P, P) = >0
’ ; (K!)2
De plus, (P, P) = O si et seulement si, pour tout k = 0, ...,n, P%)(a) = 0 cest-a-dire si et seulement

si a est racine de multiplicité au moins n + 1 de P. Puisque P est de degré au plus n, P = 0.
Posons ensuite P;(X) = (X — a)’. Alors Pj{k](a} =0sik # jet R}J](a) = 7. Ainsi, on a pour tout

polynéme P € R, [X],
p{:-"](a)
(P, Py = .
4!

Appliquant ceci aux P, on constate que (Pj]j:u,_ ...n est une famille orthonormée de ]R".R[X]. En

particulier, c'est une famille libre qui comporte n + 1 vecteurs dans un espace de dimension n 4 1, et
c'est donc une base orthonormée de R, [ X].



Exercice 9 R* est muni de sa structure euclidienne canonique.
On considere le sous-espace F' de R* défini par : F = {(z,y,2,t) €R*: 24+ 2+t =0etx—y+ 2 =0}
Déterminer une base orthonormale de F'.

Exercice 10 Déterminer une base orthonormale de Rz[X] muni du produit scalaire

.Q) = [ POQU:



On commence par chercher une base de F'. On remarque que

T —z—1
(z,y,2,t) e F <— {
y = Tzt+z——1
(2 = —2z2—1
= —t
T 4 <
z = z
Lt t

Posons alors u; = (—1,0,1,0) et ug = (—1,—1,0,1). Alors (u1,uz) est une base de F'.
Malheureusement, elle n'est pas orthonormale. On l'orthonormalise en posant

Uy

[l V2

U1

(_1101 110}*

On pose ensuite

uh = ug — (ug,v1)v1

=(—-1,—-1,0,1) — 1 X (—1,0,1,0)
=(-1/2,-1,-1/2,1)

de sorte que (uj,v1) = 0. On normalise enfin u}, en posant

4y

el VB

La famille (v1, v2) est une base orthonormale de F'.

vy (-1/2,-1,-1/2,1).



On va orthonormaliser la base canonigue [l,X s X 2}. Commencons par normaliser 1. 5a norme est ﬂ
On pose donc

Considérons ensuite
h (X } =X+ AP

ol A est choisi de sorte que (@, P) = 0. Mais,

(@, P) = ./:1 %dt-l—l{P,P) = A

On doit donc avoir A = 0 (en réalite, les deux vecteurs 1 et X sont déja orthogonaux!), et donc @y = X

. On normalise ce vecteur en
3
Q(X) =, IEX.

R =X®+ AP+ p@Q

On pose enfin

de sorte que (Ry, P) = 0 et (Ry,Q) = 0. Mais, X2 est déja orthogonal a X, et donc par un calcul
similaire au précédent, on va trouver que g = 0. D'autre part,

O V2
R =— | dt+r=""+
(P = — [ area=F

On trouve A = —% et donc
g 1
Ri(X)=X"— 3

R(X) = \/g{EXZ —1).

Ainsi, (i, \/gx, \/E[SXZ — 1}) est une base orthonormale de R,[X].

Reste a normaliser ce vecteur en



Exercice 11 R* est muni de sa structure euclidienne canonique. Déterminer un systéme d’équations de
G+ ou G est le sous-espace de R* défini par : G = {(x,y,2,t) €R*: z+y—2+t=0et x+2y+32+t=0}.

Exercice 12 Soit E un espace préhilbertien, et A et B deux parties de E. Démontrer les relations suivantes :
1. AcB = BtcAL 2. (AUB)t =AtnBL
Exercice 13 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien E.

1. Montrer que : (F' + )t =Ftnagt.
2. Montrer que F+ + G+ ¢ (FNG ). Que se passe-t-il en dimension finie ?

Exercice 14 Soient E un espace préhilbertien réel et f: E — E une application surjective telle que pour
tout x,y € E, on ait (f(x)|f(y)) = (z|y). Montrer que f est un endomorphisme de E.



On commence par chercher une base de G. On remarque que

i —z4+t = 0
(z,y,2,t) € G — Y T
z+2y+3z+t = 0
zr+y—z+t = 0
y+4z = 0
(2 = —y+z—1t=5z—1
= —4
{:}49' “
Fio= 5
kt:t

Ainsi, si on pose u; = (5,—4,1,0) et ug = (—1,0,0, 1), on sait que (u1, uz2) est une base de G. On
détermine alors facilement un systéme d'équations pour G- :

(z,y,2,t) € Gt — (z,y,2,t) L uy et (z,y,2,t) L uy

{5:1:—4y—l—z =
—

0
—x+t = 0



1. Soit y € B*. Alors, pour tout z € A, ona z € B et donc (x,y) = 0, ce qui prouve que

ye A+,

2. On commence par prendre z € (AU B)', et prouvons que x € A'. En effet, siy € A, ona
y € AU B, et donc (z,y) = 0. Ceci montre la premiére inclusion. Réciproquement, si

x € At N B, prenons y € (AU B). Alors si y € A, on a bien (z,y) = 0 puisque z € A1, et le
cas ou y € B se resoud de la méme facon.
3. D'apres la premiére question, puisque A C vect(A), ona

VECt(A}J' c A,

Reéciproquement, si y € A, prenons = € vect(A). Alors on peut trouver des éléments ay, ..., a,
de A et des scalaires Ay, ..., A, tels que

T = M\Na; +---+ A,ay,.
On a alors

(y, ) = (y, ay + -+ - + Aqay,)
= A{y,@1) + -+ + An(y, an)
— MO+ ---+ X0
:{]?J

et donc y € vect(A4)= .



4. On va commencer par prouver que A C (A™")". Mais, soit z € A. Choisissons y € A*. On a
alors (z,y) = 0, ce qui prouve que = € A, Dautre part, (A1)! est un sous-espace vectoriel de
FE qui contient A. Il contient donc le sous-espace vectoriel engendre par A et on a bien linclusion
demandee.

5. Notons B = vect(A) et n = dim(E). Alors d'apres la question précédente,
(AY)L = (BYYL.
D'autre part,
dim(B*) = n —dim B — dim((B")"') = n — dim(B") = dim(B).

Ainsi, d'apres la question precedente, on a B C (BL)L et ces deux sous-espaces ont la méme
dimension. Ils sont donc egaux!



On remarque d'abord que si A C B, alors on a B* ¢ A', ce qui est immédiat en appliquant la
définition. Ainsi, puisque F' C '+ G et G C F + G, on obtient (F' + G)l c F+ N G*. Prenons

maintenant z € F- NGL. Tout 2 € F+ G sécritz = f 4 g, avec f € Fet g € G. Alors :

(z,2) = (z, f) + (z,9) =0,

ce qui prouve que F+ NG+ C (F + G)*. Dautre part,ona FNG C Fet FNG C G, ce qui donne
respectivement F'* C (FNG)' et G C (FNG)*. Puisque (F'N G)"' est un sous-espace vectoriel,
il est stable par addition, et donc ona F'* + G € (F'N G)™*. Dans le cas ou F est un espace de

dimension finie, on peut obtenir l'autre inclusion en comparant les dimensions des sous-espaces :
dim(F* + G*) = dim F* + dimG* — dim(F* N G*)
= dim(F") + dim(G") — dim(F + G)*
= dim(F) — dim(F) — dim(G) + dim(F + G)
= dim(E) — dim(F N G)
= dim((F N G)™h).



Soit g € F'*. Remarquons que la fonction h définie par h(z) = zg(z) est dans F'. On en déduit que

(g, h) = 0, ce qui donne fnl zg”*(x) = 0. Or, la fonction = > zg*(z) est positive et continue sur [0, 1].
Puisque son integrale est nulle, c'est qu'il s'agit de la fonction identiquement nulle. Ainsi, pour tout > 0
, on a g(z) = 0. Maintenant, g est continue, et donc on obtient que g est identiquement nulle. Ainsi,

F* = {0}. Dautre part, si F' admettait un supplémentaire orthogonal, on aurait F' @ F' =FE. I,
F@ F*+ = F #+ E. Donc F n'admet pas de supplémentaire orthogonal!



(fz + X2 | f(9)) = Az + N |y)
= Mz|y) + X(2'|y)
= M=) (@) + N (F ()] f(y)
= (Af(x) + N (=) f(v))
done
fAz +Na') — (Af(z) + X f(a') € (Im f) = {0}
d’on la linéarité de f.
En fait, 'hypothése de surjectivité n’est pas nécessaire pour résoudre cet exercice
mais permet un « argument rapide ».



Posons E = C([0, 1]) muni du produit scalaire (f, g) fﬂ f(t)g(t)dt. On a
fnl 22 — az — b|°dz = ||z — (az + b)||>. Quand (a, b) décrit R?, az + b décrit F' = vect(1, z) et

donc
1
inf f 22 — az — b’ dz = inf ||2% — f||%
(a,b)cR? Jo feF

Mais on sait que

inf || — f|| = ||z — p(2?
inf [ — £ = [12° ~ p(=*)]

ou p(mz] est la projection orthogonale de 2 sur F'. Il s'agit donc de calculer cette projection. Ceci peut

se faire de deux facons. D'une part, on peut fabriquer une base orthonormale de F' par le procéde de
Gram-Schmidt a partir de 1, x et on sait que

p(IE) — {:1:21'31}'31 + @32162}62*

On peut aussi poser a priori p(z%) = az + b et écrire que 22 — (axz +b) L 1, 22 — (az +b) L z. On
obtient le systéme :

{ fﬂl 22— (az +b)dz = 0
fﬂl 3 — (az® +bx)de = O

qui permet de calculer a et b. Par l'une ou l'autre méthode, on trouve que p(:r.E] =z — 1/6 et donc que

|22 — p(z?)|| = —=. La borne inférieure recherchée est donc 1/180 (il ne faut pas oublier de

/180

reprendre le carre).



Exercice 15 Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considere F le sous-espace vectoriel
défini par F = {(z,y,2,t) e R*: 2 +y+t=0ctxz+y+22—1t =0}
Déterminer le projeté orthogonal de w = (1,8, 1, 1) sur F.

Exercice 16 Soient E un espace vectoriel euclidien, et p,q € L(E) deux projecteurs orthogonaux.
Démontrer I'équivalence entre : 1. Im(p) C Im(q); 2. Pour tout z € E, ||p(x)| < |lq(x)].



On commencer par rechercher une base de F'. Pour cela on écrit que

e v
z+y+t = 0
{ 22—2t == 0 Lﬂ{—Lg—Ll
(2 = —y -t
_ 2 T
F= i
L 1 i

Ainsi, si on pose u; = (—1,1,0,0) et ug = (—1,0,1, 1), on trouve que (u1,u3) est une base de F'.
Notons ensuite pr(u) le projeté orthogonal de u sur F' et donnons deux méthodes pour le calculer.
Une premiére méthode consiste a écrire que pr(u) = auy + bus = (—a — b, a, b, b) de sorte que
u—pp(u)=(1+a+b,8—a,1 —b,1—0>b).0nsait que u — pr(u) L u;. Calculant le produit
scalaire, on trouve

—1—-a—-b+8—a=0 <= 2a+b=T.
On sait aussi que u — pr(u) L us et toujours avec l'aide du produit scalaire :
—1—-a—-b+1-b4+1-b=0 <= a+3b=1.

Ainsi, (a,b) est solution du systéme suivant, que U'on va résoudre :

at+3b = 1 at+3b = 1
—
2a +b = —5b = 5
a = 4
—
E = -1

On trouve pr(u) = (—3,4,—1,—1).



Deuxiéme méthode : on va orthonormaliser la base (w1, uy). Puisque ||u;|| = /2, on pose

1
m = —2_)(—]_, 1,0,{]).

On cherche ensuite u"2 = u9 + awv, de sorte que {u'z, v;) = 0. Ceci donne

—1

On obtient

D'autre part,

et donc on pose
!
_ u? _ (-1
g | V10

On sait ensuite que pp(u) = (u,v;)v; + (u, vy)vs. Or,

,—1,2,2).

v2

7
(u,v1) = 5 et (u,vs) =

|
[i—
g4

de sorte que



et

1 1
(H:U2>U2: Er E:_la_l .

Apres un dernier petit calcul, on retrouve bien pr(u) = (—3,4,—1,—1).



On va se simplifier la vie en travaillant avec les noyaux plutot que les images. Il est en effet clair que, si
F' et G sont deux sous-espaces de F, alors

FCcG <— G+cF"'.

De plus, s'agissant de projections orthogonales, Im(p)' = ker(p). L'assertion 1 est donc équivalente a

(3) ker(q) C ker(p).

Démontrons alors que 2 — 3. Supposons 2 et prenons y € ker(q). Alors on a

Ip(»)] < lla(y)|| =0

et donc p(y) = 0. Réciproquement, supposement ker(g) C ker(p) et prouvons 2. Soit z € E, que l'on
décompose en x = 1 + x2 dans ker(g) & Im(q). Alors,

q(z) = =2 et p(z) = p(=1) + p(z2) = p(2)-
p etant une projection orthogonale, on a toujours

Ip(z2) || < |2l

(c'est par exemple une conséquence du théoreme de Pythagore, en décomposant x5 dans la somme
directe orthogonale Im(p) @ ker(p)). Ainsi, on a bien prouvé que

()l < lla(=)]]-



Exercice 17 Soit E = R* muni de son produit scalaire canonique et de la base canonique B = (e, 9, €3, €4).

. : ry+x9 = 0
On considere G le sous-espace vectoriel des quadruplets (1,20, 23, 24) de E tels que 11 L :1,2 0
bt xy = 0.
1. Déterminer une base orthonormale de G.
2. Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale pg sur G.
3. Soit x = (x1. 29, 3, x4) un élément de E. Déterminer la distance de = a G.
Exercice 18 Soit B = Ms(R) que 'on munit du produit scalaire (M, N) = Tr(MTN).
a b
On pose F = b . (a,b) € R?
1. Déterminer une base orthonormée de F+.
; L 11 1
2. Calculer la projection de J = [ )W F—.
3. Calculer la distance de J a F.
Exercice 19 Soit E' un espace préhilbertien. Pour xq,..., 2, des vecteurs de E, on appelle matrice de

Gram la matrice de Mp(R) définie par ({z;, x;)); ;. On appelle déterminant de Gram des vecteurs xq,..., 2, et
on note G(x1,...,xp), le déterminant de cette matrice.

1. Démontrer que (21,...,2p) est une famille libre si et seulement si G(z1,...,x,) # 0.

2. Omn suppose désormais que (z1,...,2p) est une famille libre, et on note F' = vect(zy,...,xp).

Soit également 2 € E. Démontrer que d(z, F)? = %ﬁ—)
- T seeenillp



1. On commence par trouver une base de (G. Mais on a

£y

zy+zx3 = 0 )
>

x3+x4 = 0 T3

T4

L1
—z
L3
—I3.

On en deduit que (E] — €9, €3 — 84] est une base de (5. Ces deux vecteurs sont déja orthogonaux,

L

V2

il suffit de les normaliser. S5i on pose U] =

base orthonormale de G.
2. On va calculer pg(e;) par la formule

(ex — e), ug = %{Eg — €4), alors (u1, ug) est une

pcle;) = (e;, ur)uy + (e;, ug)us.

On en déduit que la matrice de pg dans la base canonique est

l -1 1 0 0
210 0 1
0 0 -1 1

3. On sait que d(z, G) = ||z — pe(z)||. Ecrivons = (1, T9, T3, Z4). Alors

1

pa(z) = 5 (21 — 22, —T1 + T2, 3 — T4, —23 + T4)

et donc

1
T — pa(z) = 3 (1 + T2, T1 + T2, T3 + T4, T3 + T4).

Il vient

d(z,G)* =

b | =

((z1 + z2)® + (z3 + 24)?) .



1. On remarque d'abord qu'une matrice M appartient a F si et seulement si elle s'écrit aly + bK

avec K = ( 8

) Autrement dit, I' est l'espace vectoriel engendré par les matrices I et K.

H i

z i
orthogonale a I et a K. Maintenant,

(M,I2) =z +tet (M,K) =y — =

Soit M = ( ) un élément de E. Alors M est élément de F' si et seulement si M est

Ainsi, M est élément de F'* si et seulement si t = —z et 2 = y. Autrement dit, on a prouvé que

(2 emer)

Une base de F'* est donnée par (A4, B), avec

1 0 0 1
A= . B= .
0 -1 1 0
On va orthonormaliser cette base pour obtenir une base orthonormale de FL. Onneva pas avoir a
utiliser le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt, car A et B sont déja orthogonales :
(A, B) = 0. De plus,
4] = |[Bl| = v2

comme le montre un rapide calcul. 5i on pose

?

A= i_zflta‘liB‘lziB
V2 V2

alors (Aj, By) est une base orthonormée de F'*.



2. Il suffit d'appliguer le resultat qui exprime le projete dans une base orthonormale :
pri(J) = (J, A1) A1 + (J, B1) By
2
=0+ —B;
V2
— B.
3. On sait que

dist(J, F) = ||J = pr(J)|| = llpr(I)]| = | BI| = v2.



1. D'abord, remarquons que si (:t'.l, ceay .:I:P] est une famille liee, un des vecteurs, disons le j-ieme,

est combinaison linéaire des autres. Mais alors cette relation se reporte sur la matrice de Gram,
dont la j-ieme colonne est combinaison linéaire des autres. Et donc G(z1,...,T,) = 0.

Supposons ensuite que G(zq, .. . ,:EP} = (0. Les vecteurs colonnes de la matrice de Gram sont donc
liés. Ceci signifie qu'il existe des scalaires Ay, Ag, ..., AP non tous nuls tels que, pour tout
i=1,...,p,ona

{}.131 4 --- 1 }‘pmp: .',I:i) =0.

On obtient ainsi p relations. Multiplions la premiére par A1, la deuxiéme par Ag, etc..., et faisons
la somme de ces relations. Par bilinéarité du produit scalaire, on trouve :

(A1 + -+ A, MZ1 + - + M) = [|Maz1 + -+ + Az, || = 0.
Autrement dit, on a
A1$1—|—---—|—APIP: 0

et donc la famille (z1,. .., Z,) est liée.

2. Ecrivons € = u + v, avecu € F et v € F'1, et rappelons que d(z, F') = ||v||. Si on regarde la
matrice de Gram associee, et tenant compte de l'orthogonalité de v avec les autres vecteurs
ZT1y.-.4Ip, ON trouve :

)+ [lof®  (w,z1) ... (u,zp)

Ty, u)+ 0 Ty,Ty) ... (T1,T
Cloo... 5| PO @) o ()
(Tp,u) +0  (Tp,T1) ... (Tp,Tp)

Par multilinearité du déterminant, et en inspectant la premiére colonne, on trouve

loll*  (w,21) ... (u,zp)
0 I1,T Iy,T
G(z,21,...,2p) = G(u,T1,...,Tp) +| { : } . { . g .
0 {'T'P:T']} s {'T'Pr IP}

Mais G(u, Ty, . .., Ep,) est nul car la famille (u, Z1,. .., T,) est liée. Le second déterminant est lui
égal a ||1J||ZG(3:1, ..., Ep), ce qui achéve la preuve.



Exercice 20 Les questions de cet exercice sont indépendantes
1. Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la distance de u(3,4,3) au plan P
d’équation 2z +y — 2z = 0.
2. Dans R? muni de sa structure enclidienne canonique, déterminer la distance de M (3,4,5) au plan P
d’équation 2z +y — 2+ 2 = 0.

Exercice 21 Soit £ = R3[X] muni du produit scalaire suivant :
(ap + a1 X + aaX? + a3 X3, by + 01 X + b X2 + b3 X?) = agbg + arby + azby + asbs.
On pose H I'hyperplan H = {P € E; P(1) = 0}.
1. Déterminer une base de H.
2. Déterminer une base orthonormale de H.
3. En déduire la projection orthogonale de X sur H. puis la distance de X a H. Retrouver ce résultat d'une

autre maniere.



Un vecteur normal a P est donnée par v = (2,1, —1). Ainsi, par une formule du cours,

(v _ 7

d(u,P) =

Un vecteur normal du plan est ¥ = (2,1, —1). Un point du plan est A = (0,0, 2). On en déduit que la
distance recherchee est

—
— |{H1AM}| _ {(21 11_1)1(3:4:3}} — 7 )
Jul V6 /o




1. Puisque H est un hyperplan de R3[X] (c'est le noyau d'une forme linéaire), sa dimension est 3.
Pour trouver une base de H, il suffit de trouver trois vecteurs indépendants. Posons par exemple
Ri(X)=X -1, Ry(X) = X2 _Xet Ry(X) = X3 X2 (R1, Rg, R3) est une famille de 3
éléments de H, qui est libre car les degrés respectifs des R; sont distincts. On a donc bien une
base de l'hyperplan. Il est possible aussi de determiner une base de 'hyperplan comme on le fait
usuellement quand on connait l'equation d'un sous-espace vectoriel. Notons

P(X)=ap+a; X + as X2 + a3 X*. On a donc

PeH < ap+ay+as+az3=>0
<— ap= —Qaj; —as —ag

dp = —4a1 —as —Aag
a1 = aq
—
s = da
g = ag.

Cette méthode donne comme base (X — 1, X2 — 1, X3 —1).
2. Il suffit d'appliquer le procédé de Gram-S5chmidt a partir de l'une des bases construites a la
guestion precedente. On a donc :

Pi= Ri/|[Ral = /5 (X - D).

Posons Py = Rg + AP;, avec A de sorte que (Fy, P1) = 0, ce qui entraine A = —(Py, Ry). Aprés
normalisation, on trouve

P = \E(XE_ (X +1)/2).

On procéde de méme pour P4, et on trouve

P3 = \E (X - (X*+ X +1)/3).



3. Ona
3 ~1
Pu(z) =) (X,P)Pj = — (X" + X* - 3X +1).
=
Il vient :
d*(z,H) = ||z|* — | Pa(z)|* =1—-3/4=1/4.

Si on n'avait pas calculé une base orthonormale de H, on aurait pu remarquer que le polynome
Q = X%+ X2+ X + 1 est normal & lhyperplan H et donc que

Q1

=0 2
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