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Exercice 1

Déterminer

Exercice 2

1. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange sur la fonction ¢ + In(1 + ¢), montrer que la série Z

Séries - exercices

+oc 1
Soit & > 1. On note R,, = Z .
k=n+1""

xr
/ —. En déduire un équivalent simple de R,.
t&
a

(_l}n—l

"> n

est convergente et de somme In 2.

1 1 . :
2. Sachant que = / th=1dt, retrouver d'une autre facon le résultat précédent.

Exercice 3

Exercice 4

v 0

“+o0 (_ )'n-
Calculer -~ On justifiera la convergence de la série.
2 1 ol (=]
n* — i
n=2

+ —L_ (pour n > 2) est convergente,

2
n—1 Vo /n+l

Montrer que la série de terme général u, =

et calculer sa somme.



1. On integre :

Iﬁ_ 1 1o 1—ox
[ F-T=Ee-).

On fait tendre T vers 400 et on trouve que

f a1,
(v o
::—}+OG ].

2. On va comparer la somme a une intégrale. La fonction & +— & © etant décroissante, on en
deduit que, pour tout k> 2, on a
f"‘“ dt 1 f" dt
— < — < —
L
k = e k1t
On somme ces inegalités pour k allant de n + 1 a N. On trouve :

N+l gy A | N dt
f = = E — < —.
n+1 t ot Jecx n &

On fait tendre N vers +-00. En utilisant le résultat de la question précédente, on trouve que

1 <R, < !
(@a—1D)n+1)>1 """ (a—1)pe1’

On en deduit que

c'est-a-dire




1. Remarquons d'abord par récurrence sur n que la dérivée n-iéme de f(¢) = In(1 + #) est :

(-1 (n—1)
(IR

™) =

On va appliquer l'inegalite de Taylor-Lagrange a cette fonction entre 0 et 1. Remarquons que si
te[0,1],0na:

|F? ()| < (n— 1)

On a donc :
n—1 f{k](u) 1
) - F0 -3 = <
k=1 )
ce qui en remplacant les dérivees successives en zéro donne :
n—1 {—ljk_l 1
In(2) — — < —.
(2) E; <

Faire tendre n vers 4+00 donne le resultat.
2. Avec l'indication, il vient :

IR G VA e E VRVEP B e e G
Un_g - _/;(l(t} )dt_£ T

h—

1 &
Or, ﬂl—_l_t_]_n.'Z,et

1 (—t)n

dt
0 1+t

1 1
1:[ t"dt — i
0 ﬂ-+1

, ce qui redonne bien le resultat de la premiere question.

ILvient (U, —In2| <
n -+



On commence par remargquer gue
11 1
n?—1 2n-1) 2n+1)

On va alors pouvoir simplifier les sommes partielles a l'aide d'un changement d'indices. En effet, on a pour

NZ=>=3

sy=3o CU"
2

“~ n?—1
B 1 N (_l)n 1 N (_1):1
- 2;25&—1 _2;n+1
1 i (_l)n 1 N2 _1]11.
2ﬂ=2n—1 2n=4n.—1
3 1 1 {_1)N+l (_1]N+2
2 4 2N 2(N +1)

On en deduit que la suite (SN} converge et que sa limite vaut i. C'est donc que la serie converge et que

o1
ZHE—I 4"

Remarquons qu'on aurait pu démontrer autrement la convergence de la serie (par convergence absolue ou
par le critére des series alternees); notre methode prouve en méme temps la convergence de la serie et
donne sa somme.




On a affaire a une serie telescopique un peu compliquee. Les simplifications se font sur l'écriture de 3
termes consecutifs. Precisement, on a

|

Sl 8-
MM
s\
’""M
S

h—
1 1
.. . 1
On prouve donc que la série converge, et que sa somme fait : 1 — —.

V2

On aurait aussi pu separer la serie en deux series telescopiques, en ecrivant

11[ﬂ_(1 _1)_(1_ 1)
V=1 vno ym+1l/)



Exercice 5 Soient (uy) et (v,) deux suites réelles positives. On suppose que les deux séries Z Uy, et Z Un
mn n

convergent. Prouver la convergence de Z Vunv, et de Z max (ty,, vy, ).
T mn

noy'n
Exercice 6 Discuter la nature de la série de terme général u,, = ;%Wj o a et b sont deux nombres
complexes, a # 0.
Exercice 7 Soit (uy,) une suite de réels positifs. On pose v, = 1 iﬂ :
Un
1. Prouver que la fonction x — n est croissante sur [0, +o00].
T
2. Démontrer que les séries Z u, et Z v, sont de méme nature.
T n
Exercice 8 Etudier la convergence des séries Z Uy, suivantes :
1. up = 311 6. u, = ll 12. uy, = ne V"
n !
Jn 3 4 13 uy = BTV
_ . — - Up =
2- 'un—m 7- un—‘rjn_gn ] 4]’1
1 8. up =1 14,y = ——
3. up, =nsin(—) " T 9n 48 In(e™ — 1)
n
1 141
9. up = ———— 1\ =
4, Uy = i In (1 + L) Un 111(?'12 + 1) 15. Uy = (—)
vn Vvn 1\ VA mn .
_ mn . — _ |
5. w, _ )t tn 10. un (2) 16. u, = (n!)

n® +1 11. u, =a"nl, ae Ry (



Corrige ¥

On a (,/u, — 1./1)'_“}1" > 0 ce qui prouve que 0 < , /u,v, < %(uﬂ + v, ). Par majoration d'une série a
termes positifs par le terme général dune série convergente, la série de terme général ,/u,v, est
convergente.

D'autre part,ona 0 < ma}[(un, Un) < Uy + vy (le maximum est toujours égal a l'un ou l'autre, donc

inférieur ou égal a la somme des deux puisqu'on a affaire a des séries a termes positifs). Pour la méme
raison, la série ) , max(up,vs) converge.



Pour |b| < 1, la suite (b"), qui est bornée, est négligeable devant 2V™ par conséquent,

(2"’!"'_1 +b") ~ o 2V™ et u, ~ a™. On en déduit alors que, pour la| > 1, le terme général u,, ne tend
pas vers 0 : la série ) uy, est donc divergente; Pour |a| < 1, la série Y up est absolument
convergente car |uy| ~n |a"|, le terme de droite étant le terme général d'une série convergente.

Si maintenant |b| > 1, alors la suite (2V™) est négligeable devant (b") (faire le quotient en passant par

2V gn 2V g
Posons v, = ————, et étudions la

bn b|"

la notation exponentielle). On en deduit que uy, ~ |

série Y . U en appliquant le critére de d'Alembert. On a

Unt1 _ |al ovAt1-/n
Un |b|

Puisque 4/n + 1 — 4/ tend vers 0 (multiplier par la quantité conjuguée), on en déduit que

Un
lim, 0 o ||b|| Si |a| < |b], alors la série ) vy, converge, et la série ) | up est absolument

canvergente. Si |a| > |b], alors (|uy|) tend vers +00, et la série ) | u, est divergente.



1. Il suffit d'étudier la fonction. Sa dérivée est z > 1/(1 + )2 > 0, donc la fonction est
croissante.

2. On distingue deux cas : si (un) tend vers 0, alors u, ~ o Un, et ces deux suites sont positives.
Par le critere d'equivalence, on en deduit que les séries Zn U, et zn v, ont la méme nature. Si
(uy, ) ne tend pas vers 0 (ce qui implique que Zﬂ u,, diverge), alors, il existe € > 0 tel que, pour
tout V € N, il existe n > N tel que u, > & (rappelons que u, > 0). Mais alors, d'apres la
premiére question, on a v, = £/(1 + &) > 0, et donc la suite (v, ) ne converge pas vers 0. Ainsi,

la série ) | vp est aussi divergente, et dans ce cas, les séries Y un et Y vy, ont bien la méme
nature.



1. On a
Un ~4oo T3 = o

Par comparaison a une serie de Riemann convergente, la série est convergente.
2. Le raisonnement est identique :

Uy ™~ =

et par comparaison a une série de Riemann convergente, la série est convergente.

3. Onalim, ,,onsin(1/n) = 1 (rappelons que sin & ~p ) et la série est grossierement
divergente (son terme geéneral ne tend pas vers 0).

4. Puisque In(1 + ) ~p x, on obtient

1

Up ~ oo —
—

et la série est donc divergente par comparaison a une serie de Riemann divergente.
5. Ona(—1)"+n ~, 5 net n?4+1 r_ on n2, et donc

(—1)"+n 1
ﬂ2—|—1 +00 n'

Par comparaison a une serie de Riemann, la serie Eﬂ_ U, est divergente.

6. Il suffit de remarquer que, pour n = 2, n! > oL (ceci se demontre aisement par récurrence
par exemple). On en déduit que

1 1
= <

e n! — gn1°

Par comparaison a une serie geometrique convergente, la serie converge.



7. Il est facile de vérifier que 3" + n* ~ 3" et que 5™ — 2" ~ , 5™. On en déduit que

3" + nt 3\"
5 _ on ™~ +o0 g .
Par comparaison a une serie geéomeétrique convergente (tout est positif), on en deduit que la série

converge.
8. Il est facile de verifier que U, ~ 4 2—’1_ Or la serie Z % converge. En effet, par croissance

comparee des polyndmes et des puissances, on sait que

n <1
(1.5)

n 1.5\"
— < == .
=<(7)

T
Puisque 1.5/2 < 1, on sait que Z (]—;) est convergente. On peut aussi utiliser la régle de

pour 1 assez grand, et donc que

D'Alembert pour prouver la convergence de la série de terme genéral v,, = % En effet, v, = 0

pour toutn > 1 et

= 1/2 < 1.
Un 2n = Lz




9. On sait que

A Jn
In(n?+1) 2In(n) + In(1 +n?)

— +-00.

En particulier, pour 1 assez grand,

1 o 1
In(n2+1) — /n’

Puisque la série ) % diverge, il en est de méme de
i3

1
2 m(n?+1) °



Exercice 9 Discuter, suivant la valeur des parametres, la convergence des séries suivantes :

1. ew —a— b= a,beR 2. cos (l) —a— E, a,be R. 3. L _ £ abece R, (a,b) #(0,0)

n n n an+b n

+oo
Exercice 10 Déterminer lim Z %.
a—s 400 — n=4+a
Exercice 11 Soit f : [0, 1] — R une fonction continue.

1
Montrer que la série de terme général - f t" f(t)dt est convergente.
0

Exercice 12 Etudier la nature des séries Z 1, sulvantes :

sin n? (—1)"Inn cos(n?)
: 2.y = —— 3.y = ST
n n nlnn

1- 'un ==



1. On réalise un développement limite du terme genéral :

b 1—b 1
E%—a——=(1—3)+—+0(—).
n n

n

1
Siﬂ,aél,alurs.e?—ﬂ.—%—}[l—ﬂ}%ﬂetla5éﬁediverge. Sia=1et b1, alors

1 — & q . . 1
EF—{1—%w.,.mlTbetLasenedwerge.Sla=letb=1,alcr~5En —{1—%=D($) et la

serie converge.
2. Avec un raisonnement similaire, en notant U4, le terme géneéral,

_ 1 b—[l ) b 1+ 1
Un = COS| — a— = a) — o2 0 )

Sia # 1, alors u, — 1 — a # 0 et la série diverge (grossiérement). 5ia = 1 et b £ 0, alors

Up ~ oo _Tb et par comparaison a une série de Riemann divergente, la série diverge. Sia = 1 et
b=0, alors Uy ~ ;o0 2_“—13 et par comparaison a une série de Riemann convergente, la série
converge. Dans ce cas, la série converge donc si et seulement sia = 1 et b= 0.

3. Remarquons d'abord que si b = 0, alors le terme général de la série est (% — ) % et donc

que la série converge si et seulement si ac = 1. Supposons maintenant b # 0. Si @ = 0, le terme
general de la serie tend vers % # 0 et donc la série diverge grossiérement. On peut donc supposer
que @ =+ 0. Dans ce cas, un développement limité donne

1 c 1 1

c
an+b n  an 1+ b n

Si ac # 1, alors le terme général est équivalent a (% — c) % et donc on a divergence par

comparaison a une série de Riemann divergente. 5i ac = 1, alors le terme genéral est equivalent a

22 et on a convergence par comparaison a une serie de Riemann convergente.
i

En résume, on a convergence si et seulement si ac = 1.



+o0
n=1 p

Posons, pour a > 0, S(a) =

terme positif dont le terme general est équivalent a % La fonction = — 5 est decroissante sur

°+a
[0, +00[. On en déduit, par comparaison a une intégrale, que

N+l N N
s a a
£ '12_'_:1:2 _Zﬂ2+ﬂ-2_ 0 a2_|_$2

n=1

On calcule ces intégrales et on trouve

1 N
arctan(N+1) —arctan(—) < Z _* < arctan(i).
a a — 2 a

On fait tendre IV vers 400 et on trouve

T 1 T
— — )< < —.
= arctan( ) < S(a) < =

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que

T
lim = —
MNZ =3



On va montrer que cette série est absolument convergente. Puisque f est continue sur le segment [0, 1],
elle y est bornée par M, eton a:

1
|U-n| < E[ 1 dt < L
n Jo n(n+1)

La série de terme général (u,) est absolument convergente.



1. Ona:

1
|un.| < E&

et la série converge absolument.

2. La série est alternee, et le module du terme général decroit vers 0 a partir dun certain rang : la
série converge par application du critere des séries alternees.

3. Il s'agit dune série alternée bien cachée. En effet, n? a la parité de n, et cos(kw) = (—1)*. Le
(=1)"
ninn

terme général vaut donc u, = . La série converge par application immeédiate du critére

special des series alternees.



Exercice 13

, . (—1)™
1. D trer e
emontrer que la série Zﬂ: Tn
—1 n —1 T
2. Démontrer que D) ) —

v+ (=1m

3. Etudier la convergence de la série Z
n

converge.

)
(=1)"
v+ (-1)"

4. Qu’a-t-on voulu mettre en évidence dans cet exercice ?




1. Ceci est une conséquence directe du critére des séries alternées. La série est alternée, et la
valeur absolue du terme genéral decroit vers zéro.
2. On écrit que

G N e
e R e .
" ("

I
3
|
~N
_|_
0
—
3| =
—

G N by
Var(-e' Tt ya

partielles respectives. Alors (V},) est convergente (par le critére des séries alternées), (W),) est

3. Notons u, — Wy, — —% + o (%) . Notons U,,, V,,, W}, leurs sommes

divergente (puisque w, ~ %}. Donc (U,) est somme de d'une suite convergentes et dune suite
divergente. Elle est donc divergente. Autrement dit, la série de terme général u,, est divergente.
(—1)" (—1)"
vat(-r T m
théoréme de comparaison de deux séries, on ne peut donc pas se passer de lhypothese que les
termes généraux gardent le méme signe. Une autre conclusion est que u, = (—1)"a,, avec

an > 0, (a,) tend vers 0, et pourtant Zﬂ tiy, diverge. Dans le critére des séries alternées, on ne
peut donc pas se passer de l'hypothese (ay) décroit.

4. Bien que , lune des deux séries converge et lautre diverge. Dans le



Exercice 14 Déterminer la valeur des sommes suivantes :

+oo n+1 2_9 3
LS ki re-11] 22 3.3~ 43
k=0

I |
n=0 n>0 v n>0 "

n"e "\/n
— .

T

Exercice 15 On pose (uy) la suite définie par wu,, =

ri - - * u 1
1. Donner la nature de la série de terme général v, = In ( nt )
Un

2. En déduire Pexistence d'une constante C' > 0 telle que : n! ~, . Cy/nn"e ™.

Exercice 16 On considéere une suite (u,) donnée par u; > 0 et uy. = %un pour nn > 1.

1. Démontrer que (uy) converge.

2. On pose, pour n > 1, v, = In (nlﬁun).

a) Démontrer que v,11 — v, = —%g + 0 (;lg)
b) En déduire que la série de terme général (v, 11 — v,) converge.
¢) En déduire que la suite (v, ) converge. On notera A sa limite.
3. Donner un équivalent simple de (u,). La série de terme général u,, est-elle convergente 7

4. La série de terme général (—1)"u,, est-elle convergente ?

Exercice 17 Soit (uy) une suite de réels strictement positifs telle que
{7 o 1
ntl _ 1—|———|—O(—2),zweca'ER.
Un n n

On fixe § € R et on pose |
vy =In((n+ l)ﬁun+1) — In (n"uy).
1. Pour quel(s) 5 € R y a-t-il convergence de la série de terme général v, 7

2. En déduire qu’il existe A € R pour lequel u,, ~ o An®.



On écrit que, pour tout z €] — 1,1],

On dérive cette égalité (on a bien une somme finie) :

n - —(n+1)z"(1 — z) + (1 — z"+1)
kz* 1 = .
; (1—=z)?

On multiplie par z €] — 1, 1], puis on fait tendre n vers linfini. On trouve que

n —(n+ 1Dz"(1 — z) + (1 — ™) T

=1z
s (1—2) TIPS

k=1

(on a utilisé que nz™ — 0). Ceci prouve a la fois la convergence de la série et le fait que

F— T
2k =



1. La premiere somme ne pose pas de problemes :

I R e TR

=0 n=0 ﬂ.}l‘.] n=1

2. La deuxieme somme est plus compliquée a cause du terme en n?. Pour quil se simplifie bien
avec le n!, le plus commode est de l'écrire

n*=nn—-1)+n

de sorte que

ZH_QZZ ‘|‘Z — $—6+6—28—D

1
n=0 v n=2 =l n=0

3. La méthode est similaire. Dit de facon algébrique, on va décomposer le polynéme X3 dans la
base 1, X, X(X — 1), X(X — 1)(X — 2). En raisonnant d'abord avec le terme de plus haut

degre, puis celui juste apres, etc..., on trouve :

X’=XX-1)(X-2)+3X(X-1)+X.

On en deduit :

n n(n — 1)( n(n — 1) n
2—=z( - +sz zg

1
n>1 b n>1 n! n>1 n>1
n=3 n=2 (ﬂ o n=1



1. On ecrit Zgzl Yn = TN+1 — 1 (la somme est telescopique). Ainsi, la suite des sommes

partielles (Ele Yn) converge si et seulement si la suite (z) converge.
2. Un petit calcul prouve que :

1 1
Up — (n—l——) ]Il(l—i——) — 1.
2 n

On effectue un développement limité de v, -il faut pousser le développement du logarithme jusqua

lordre 3 -eton a:
1 N 1
Up — ol — |.
" 12n2 n2

La série de terme geéneéral v, est donc convergente.
3. On écrit v, = In(upy1/un) = In(uny1) — In(uy). Puisque la série ) | vy, converge, d'apres la

premiere question la suite (]Jl{un}) converge vers un réel [, et en passant a lexponentielle, on

trouve que la suite (u,) converge vers le réel e qui est strictement positif. Revenant a la définition

de (), ceci donne le résultat avec C = e .



1.

Par une récurrence immediate, on remarque d'abord que la suite (u.n] est une suite de réels

positifs. Ensuite, on a Un1/tn = (3n — 1)/3n < 1. La suite (U, ) est donc décroissante, et
minorée, donc convergente.

2.

2.1. On écrit, en tenant compte des propriétés algébriques du logarithme, que

Upyl — Up = ln({n. + l)lfguﬂﬂ) B ]n(n”gun)

—In (n+1)1f3un+1
nlf3y,,
1\"3n_-1
=In{ 1+ — S
( + n) n

1 1 1
= _—In(1+— In{1— — ).
3 (W)* ( 3n)

On conclut ensuite en utilisant le développement limité du logarithme :

1 1 1 1 1
e P R mnz*"(@)
2 1
=‘@+°(§)-

—2 . x .. .
2.2. OnaVpi1 — Yy ~400 el Par comparaison a une serie de Riemann convergente, la

série » . (Unt1 — Un) est convergente.
2.3. Cest classique!l On passe d'une série télescopique & une suite. Pour N > 1, on a

N-1
Z(’U,,H — v,) = VN — V.
n=1

Puisque la suite (EﬂN=1(Un+1 — Un)) est convergente, il en est de méme de la suite
N

('UN]N-

3. Ona ]J](nuau“) qui tend vers A. Par composition des limites et par continuité de la fonction

exponentielle en A, nlfgun tend vers e*. Ainsi, Uy ~ 400 il Par comparaison a une série de
mn

1/3 "

Riemann divergente, la série de terme general (ﬂn) n'est pas convergente.

4. La suite (uy,) est décroissante (on l'a déja remarqué a la premiére question). De plus,
l'équivalent obtenu a la question précédente nous dit que (U, ) tend vers 0. Ainsi, on peut appliquer
le critére des séries alternées et conclure que la série de terme général (—1)™u, est convergente.



1. On va faire un développement limité de vy,. Pour cela, on l'écrit sous la forme

(((n+1)Pupia )

v, = In

(5 ) ()

La série de terme geéneral v,, converge donc si et seulement si § = —a.
2. On choisit donc B = —a et on remarque que la somme partielle de la série de terme général

v,, correspond & une somme télescopique de ]_n(nﬂun]. En effet, on a

n—1
) v = In(nfu,) — In(u).
k=1

Puisque la serie de terme general v,, converge, on en deduit que la suite (lu(nﬁuﬂ)) converge

vers un réel [ € IR. Par composition des limites, (ﬂﬁ u,,} converge vers A = e!. Autrement dit,
Uy ~ 400 AN
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