MPSI2 Familles sommables - exercices
Exercice 1 Démontrer que pour |¢| < 1, la famille (¢ ez est sommable, et déterminer sa somme.
Exercice 2 Démontrer que les tamilles suivantes ne sont pas sommables :

(Elg)me@r“[lgroo[;

1 :
2. ((Inp}(np)eﬁz. a-n'_lp — m "“1 n # p Ct Qﬂ.n — {].

Exercice 3 On pose, pour (m,n) € N* x N*, a,,, = W ou a € R est un parametre donné.
Etudier la sommabilité de la famille (am pn)(m,n)en- <N«
Exercice 4 Soit (ap)p>1 une suite de nombres complexes telle que la série Z ap est absolument convergente.

p

On pose I = N* x N* et pour (n,p) € I, on pose upp = ﬂ_—(,,flr—l)ap sip < n, upp =0 sinon.

Démontrer que la famille (u.n_.p)(n_p)e 7 est sommable et calculer sa somme.

. ) , 1
Exercice 5 Démontrer 'existence et calculer E 3 5 .
(pgeixne P TP +a"+1)

+oc +oo 1
Exercice 6 Calculer ZMZ ik
= —T



Corrige ¥
Ecrivons que Z = Z* U N. Démontrer la sommabilité de la famille (q|“|)ﬂ_ez revient a démontrer la
sommabilité des deux familles (g™ )pn=0 et (g™ )n<o. Puisque Z* et N peuvent étre facilement mis en

bijection avec N, il s'agit de démontrer que les deux séries ZHEN q" et Zn}l ql_ﬂl convergent

absolument. C'est bien le cas puisqu'on a deux séries géometriques de raison dont le module est
strictement inférieur a 1. Pour la somme, on a

Y d"=) "+ "

ned n=0 n=>1
=0
2 1+ gq



1. Ily a une infinité de termes dans (Q N [1, 2]. En particulier, il y a une infinité de termes de la
famille qui sont supérieurs a 1/4. Ceci entraine que la famille n'est pas sommable, ce quon peut

retrouver en utilisant la définition. Si chaque somme finie de la série était majorée par M, il
suffirait de prendre un ensemble fini F' de () N [1, 2] contenant strictement plus de 4 M éléments
pour obtenir

1
;E}M’

ce qui est une contradiction.
2. Si la famille etait sommable, toute sous-famille serait sommable. Prenons
I ={(n+1,n); n € N}. La famille (anm)(nm)cr = (@ny1,n)nen serait donc sommable. Ceci

serait équivalent a la convergence de la série
1
Antin — - a1

Cette derniere série n'etant pas convergente, la famille n'est pas sommable.



Notons T = N* x N* et pour p > 2, I, = {(m,n) € I;m + n = p}. Alors (I),>2 est une partition de
I. De plus, I, a pour cardinal p — 1 et on a donc

L
icl, p

Par le theoreme de sommation par paquets, la convergence de la série Zi a; est equivalent a la

convergence de la série ZP (Zigp af) =Dup Par comparaison a une serie de Riemann, cette

derniere série converge si et seulement si a >> 2. La famille est sommable si et seulement si a > 2.



Par le théoreme de permutation des sommes, il suffit de prouver que, pour tout p > 1, la série Zﬂ |un p|

est convergente, et que la série ZP (Zﬂ}l |un?F ) est convergente. Soit donc p > 1. Alors :

Z|“n,p| = Z (P| il = p| p|Z = |ay|

n=0 n=p ﬂ.}p

S et du fait qu'on réalise une somme
n(n+1) n n+1

télescopique. La série ), |unp| est donc bien convergente de somme |ay|. Puisque la série ) ay, est

ou la derniére égalité vient de l'écriture

absolument convergente, on a bien prouve que la famille etait sommable et sa somme est précisement la
somme de la série ), a,.



On doit montrer la sommabilité de la famille et calculer sa somme. Pour cela, il suffit de prouver que,

* 5 < 1 . 89 1
pour tout ¢ € N", la série Zp e piaii) Converge, puis que la série Zq szﬂ o)) L

somme de la famille sera alors égale la somme de cette derniéere série.
Mais, pour tout g € N*, on a

1 1 1
p+q?)(p+g?+1) p+q® ptqgr+1

et donc

St b
= (p+ ¢ (p+q +1) ¢ N+g+1

1
P (p+*)(p+g*+1)

1 1
Z 2 2 - 2

p=>0 (p+a®)(p+q*+1) q

On en déduit la convergence de la série » et de plus

Ceci est le terme general d'une série convergente, et on a

1 1 2
> yi-z

pacay PT )P+ +1) = a




On va permuter l'ordre des séries. Pour cela, il suffit de prouver que la famille (%)(ﬂjk]g ou

I={(n,k) e N% k> n} est sommable. Sagissant d'une famille dont tous les termes sont positifs, il
suffit de vérifier que la serie

% (%)

k=0 \n<k

converge (remarquons qua lintérieur, la somme est finie). Mais,

(Z 1)_ k1
k! k!

qui est le terme général dune série convergente, et on a

-+

g

+o0
1 (k+1

£a k! Kl

=

I
=]
-
o,
%
=



Exercice 7 Calculer les sommes suivantes, apres en avoir justifié ]"e:;i%tenc-e

PRa PP
a q’z
1. qu 2l <1 2‘ZW S'szqz 42 2n+l,z|<1
p.q=0 p.q=0 p,q=0 n
Exercice 8
+00 1
1. Déterminer, pour a > 1, un équivalent de R, = Z o
k=n+1
+oo G0 1
2. En déduire les valeurs de e« € R pour lesquelles Z Z —— converge.
n=0 k=n+1
3. Retrouver ce résultat d'une autre facon. en démontrant de plus que pour ces valeurs de «,
+oc 400 1
n0 ki1 BY o3P
Exercice 9 Les familles suivantes sont-elles sommables 7

S R i ST
n°P n,p=2 np(n + p) n,p>1 a? + bl p.geN

Exercice 10 Soit x €] — 1, 1].
1. Démontrer que la famille (mk‘!)(k_g)e(ms)z est sommable.
+00o k +00

2
2. En déduire que Z T k= Z d(n)x" ot d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.
k= 1 n=1



1. Ona % = 2P x ql et donc on voit apparaitre une famille sommable “produit”. Puisque la

famille (2P)pc est sommable et que la famille (4

)

gcN est sommable, il en est de méme de la

famille initiale et

(5 (50

p,g=0 p=0 g=0
2. On raisonne exactement de la méme facon et on trouve

5 (Z a_r) (Z E) _ e

1 | |
p,q=0 p:q p=0 p: g=>0 7

3. On commence par montrer la sommabiliteé de la famille en utilisant le théoreme de permutation
des sommes. On a, pour g = 0,

3 qp}'f — exp(q|2]) = (exp(]2]))”.

p=0

Cela entraine que

oy L g (e "‘"'} — exp(exp(]=)).

Iyl
g=0 p=0 7-p: g=0

Ceci prouve que la famille est sommable. Reprenant le méme calcul mais sans les modules, on
trouve

gPzP

= exp(exp(z)).

1!
p,g=0 P



Puisque |z| < 1, on peat f'['rir[' par sommeation géomaoet ricue

1 o= F1
mw

1 — 2nt =ZEE )
k=0

et done
+o gn 4o +oo
Z = - Z 2m Z ¢ il Z Z L2"(2k+1)
— o2m '
n=0 b=z n=0 n=>0 k=0

Tout entier naturel non nul p s'éerit de facon unigque sous la forme
p=2"(2k+1) avee n, k € M.

On peat done atirmer que M® est la réunion des ensembles denx & denx disjoints
suivants

A, ={2"(2k+1) | k € N}.

Puisque la famille (2P),cne est sommable, on peut sommer par paguets et ¢erire

+oo oo
Z F—Z D A=) )
n=0mcA, n=0 k=0
Finalement
+oo o +oo




1. C'est treés classique, il suffit de comparer a une intégrale. En effet, pour k > 2, on a

k1 1 ko dit
Ja =3 = Ta -
Eoo1 Tk k-1t

En sommant cette inégalité pour k allant de n + 1 a +00, et en calculant les intégrales
résultantes, on trouve

1 1
<R, <
(a—1)(n+1)>1 (e — 1)n>1!
et donc
1
Rn ™~ too

(a —1)na1’

2. Pour que la série a l'intérieur converge, il est nécessaire et suffisant que & > 1. On a alors
trouve un équivalent de cette somme, et pour que la série a 'exterieur converge, il est alors
nécessaire et suffisant que a > 2. On peut donc donner un sens a cette expression si et seulement

sia > 2.
3. Comme les termes de la famille sont positifs, démontrer que cette expression a un sens revient

a prouver que la famille est sommable, ou encore que l'on peut donner un sens a la double somme
"permutée”, c'est-a-dire a

D) IS

k=1 n<k

qui converge si

Mais la somme a lintérieur vaut et on est ramené a l'étude de la série ) k:-l

kﬂ. 1
et seulement si & > 2. Dans ce cas, on a

+o00 400 +oo 1 1
z Z kﬂ: :EZFzgka—l'

n=0 k=n+1 n<k




1. Remarquons d'abord que si a < 0, alors ﬂ% > 1, ce qui empéche la famille d'étre sommable.

Supposons donc @ > 0. On va utiliser le théoréeme de permutation des sommes. On commence par
remarquer que

T
Z - ] motoo Tan
=M 11— n
La serie Z % converge si et seulement si @@ > 1}2 et donc la famille est sommable si et
T

seulement si a > 1/2.
2. On va utiliser le théoreme de permutation des sommes. Soit n > 1. Alors on a

1 1 (1 1 )
——=—Xx| = — 5
p(n+p) n p p+n

On a donc une série telescopique et

o1 ),

-1 p(n+p)

Il s'agit donc maintenant d'étudier la convergence de
1 1
Do)
T TL
En utilisant l'estimation bien connue
1
14---14 n ~n-to0 10(N)

on obtient

n? n2

1( 1) In(n)
— 1+-”+E ~+00

In(n ;
et puisque n?] =0 (%), la serie est convergente. Donc la famille est sommable.
b i A



3. On commence par remarquer que si @ < 1, la famille n'est pas sommable. En effet, la sous-
famille (ﬁ}@ﬂ}Ef ou I = {(p,1) : p € Z} n'est pas sommable puisque la série

T
af + 1
n'est pas convergente. De méme, si b < 1, la famille n'est pas sommable. On peut donc supposer

a > 1 et b > 1. Dans ce cas, puisque ¢ + y > 2, /Ty pour tout &,y > 0 (développer [\/_ — \/3_;)2
), on sait que

1 1
< .
aP + b1 — 9,p/2pa/2

Mais

e (5 (52) -

pg=H pcN gel

puisque \/E, \/E > 1. Finalement, on a prouvé que la famille est sommable.



1. Il suffit, par le theoreme de permutation des sommes, de demontrer que, pour chaque k > 1,
. kl - kl . : :
lasérie ) ; |z|" converge, et que laserie ), > ;. |z|" est aussi convergente. Mais, puisque

|z| < 1, la premiere série converge, de somme

k

T
St

1>1 1—|zff

Maintenant,
k
|z| k
1—|z|

k
||

;. I
et donc la série ) |, ., o est convergente.
=" 1-|=

2. Calculons de deux facons differentes la somme de la famille sommable. D'une part, en
procedant par sommation successive comme dans la question precedente, on a

O s
r = —_—.
(k1) (N")2 11—

D'autre part, posons, pour n > 1, I, = {(k,1); k-1 = n}. Alors on a aussi
SIAED S LDy AR
(k,1)c(N*)? n=1 (kl)ely, n=1

Mais le cardinal de I,, est justement le nombre de diviseurs de n (on peut choisir pour k nimporte
quel diviseur positif de n, et ceci definit aussi uniquement [).



Exercice 11

1
Démontrer que la famille (u, ). définie par. pour (p.q) € N2, u, , = est
| ( p-.q)p.quQ par. | (P.Q’) y Upg Pdp+q+1)

sommable. Calculer sa somme.

Exercice 12

Qu’en déduire ?

Exercice 13

Qu’en déduire?

Exercice 14

+o0 T I>
1 3

Justifier . En dédui

e 3 e i S oy S

n=1n#p p=1n= 17’1?‘51) n=1p= ,p%ﬂ
2p + 1 p p + 1 +o00 400 +o0 400

On pose a, , = — . Calculer Ay o CF a

F P4 D g+2 pra+l ptq+ 2.2 ety ) apg.

q=0p=0 p=0g=0

Soit r € [0, 1] et # € R. Justifier 'existence et calculer : Z plnl gin?

ned



Commencons par remarguer que, pour tout (p, q) € Nz, Uy g = 0. Pour p € N (provisoirement fixé), la
série g Up,g &5t sommable. En effet,

< 1 1
Upg = ol % q
et la série de terme général % est sommable. Posons alors
+00 1 +00 e
=) Upg<— Y <
g0 Fe P

Ceci prouve que la serie EP 8, est sommable, et par le theoréme de sommation par paquets, la famille

(Up,g)(m)emﬂ est sommable.
Pour calculer la somme de cette série, on va utiliser une autre facon de former les paquets. Pour cela,
pour . = 0, on pose

L={(p,g) eN’: p+q=mn}

et on remargue que N2 = U::l}] I,,. D'autre part, pour n > 0 fixé, on a

>, ”P-q:i: :

(pa)eln 3 pl(n —p)i(n+1)
1 n /o
-~ 25 (o)
_
T (1)

Par le théoreme de sommation par paquets, la somme de la famille sommable vaut alors

+00 21".‘.
DI YED D]
(pg) N w0 (n+ 1)
1 +oo 2n+1

2= (n+1)!
1
= 5 (e - 1).



La série converge compte tenu des critéres usuels.

1 1 1 1
nz—p'z_ﬂp n—p n+p/

Par télescopage :

g? ! 1(1+ 4+t = )
n?—p? 2p

n=p+1 Ep
De plus
PP N Flh—— 4 .
n_lnﬁ—pz_ 2p \ p 1 + 1 EP_I
done
5 ateea(in)-:
2 a
n=1,n#p ﬂ pz 2}'}' P 2}'}' 4P
puis
+oo  +oo 1 + oo 3
PDID DI A
p=1n=1,n#p p=1
Cependant
2 _ Tl T L2
Tt n? — p? = 4n, — 4p
done
+oo  4oo +oo oo
> —
p=1 ﬂ.:l,ﬂ.;ﬁ;ﬂ n=1 p=1p#n

On en déduit que la familles des 1/(n® — p?) avec (p,n) € N*3, p # n n’est pas
sommable.



1 o +0o — 0. . +00 s~ +oo _
D’une part Zp—ﬂ ap,q = 0 donc Zq—n p—0 Op,g = 0.
SR . +oo 1 1 +00 400 B
D’autre par ) g apq = >~ 7o donc Zp—ﬂ 4—0 Op,q = L.
La formule de Fubini ne s’applique pas, la famille (ap q)(p,q)enz n'est donc pas
sommable.



- . I D . in#
Etudions la sommabilité de (|ﬁ"|"’“|*£J D — (fr|”|) .

On peut décomposer
Z=N"U{0}UZ:.

La sous-famille (?"“')nem* est sommable car la série géométrique ) r™ converge.

De méme, la sous-famille (?"“')nez* est sommable.

Par bUI]]]]]dtl(J]‘l.de p-chuEtb (T‘ )nez est sommable. ]
La somme étudiée existe donc et en sommant par paquets ]
i0 —if 2
E :r|n|elnﬁ' E : rie 1ﬂﬂ+1+ E : r e inf — 14+ re -g—i_ re — _ 1 T
1 —7relf 1 —pe-i 1 —2rcosf + r2

nef nef* nei*
(



Exercice 15 Soient (a,b) € C? tels que |a|] < 1 et |b| < 1. Prouver que

¢ 1 Too n+l _ pntl
= sl a ?é b.._.
) (1—a)(1-0) RZ::D a—b
L = S+
— = n+1)a”™ sia =Db.
. [1 o ﬂ.)z n=>0
Exercice 16 Soit a un complexe de module strictement inférieur a 1. En introduisant la famille de nombres
400 p +00 2p—1
a a

Upg = aP?4=Y (pour p,q > 1), établir identité Z 172? = Z
—a

— mg2p—1
=1 . p=11 a



no 4k
. 4
Exercice 17 Pour n > 0, on pose w, =2 " Z o
k=0
1. Montrer que la série de terme général w,, converge.

2. Calculer sa somme en utilisant le produit d'une série géométrique par une autre série classique.

oo
Exercice 18 Existence et calcul de Z (n+1)37"

n=>0

Y G -

i
. . 1
Exercice 19 Etablir que o Z — Z Hy avec H, = Z —.
n.n! n! =k
N
. . . X 1 !
Exercice 20 Soit (uy )new une famille sommable. Pour tout entier n € N, on pose : v, = on Z .
k=0

Montrer que la famille (vy,)nen est sommable et exprimer sa somme en fonction de celle la famille (uy,)pen.

+oo
Exercice 21 Pour x£ R, on pose : f(x) = Z i;r:ﬂ.

|
" 1.

1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.

2. Etablir que Yo,y e R f(x)f(y) = f(x + y). La fonction f est en fait la fonction exponentielle...



L'exercice repose sur la définition de l'exponentielle par une série : pour tout z € R, on a

1. Pour chaque n > 0, w, est positif et satisfait
wn < 27" exp(4).

Puisque la série de terme général 2 " exp(4) est convergente, il en est de méme de la série de

terme géneral wy,.

k

2. Ecrivons le produit de Cauchy de Ek::-n g par Zk::-n a”, ou a et b sont des réels avec |a| < 1.

Ces deux séeries sont absolument convergentes, et on a :

1 bk +oo
exp(b) x o~ (Z F) X (Zak) zguun

k>0 k>0

ou uy, est defini par

Poura = 1/2 et b = 2, on trouve w;, = uy. Ainsi, on a

3w, = exp(2) x ——— = 2exp(2
W, = e — .
n>0 1—-1/2



Par produit de Cauchy de série convergeant absolument

+o00 n +oc0 1 +o0 1
SUTRIERES ) SRS Do [ o

n=>0 k=0 =)




Par produit de Cauchy de séries convergeant absolument

( 1 n—1 +oo +oo n 1);:—1
PZ — ZR,Z m, =22k ! e
n—1 =0 n—1 n—1 k=1
Or |
i 1 (=Dt ) (1)
(n—k)! kk' n' k k
k=1 k=1

Il reste & montrer par récurrence sur n > 1 que

> (1) -2

k= k=

|_|.
|_|.

ce qui se fait par

k=1 k=1 =1
Or
“i:l( 1)k—1 :""'ZJ“jl(—l)"“—1 n+l) _ 1 (a-p=t 1
— k k—l — n+l k n+1 n+1 n+1
done



On a

T
1
Up = E Up X ok
k=0

La série Y v, est donc la série produit de Cauchy de Y u, et ) o5
Puisqu’elles sont toutes deux absolument convergentes, la série > v, est
absolument convergente, donc convergente et

+o0 +o0 +o0 1 t+oo

Uy = Uy, E on = QE Uy -
0 0

1= =0 r1—=I)

n=



(a) Pour x =0, la convergence de la série définissant f(0) est immédiate.

Pour x # 0, la convergence (absolue) de la série définissant f(x) découle de la
regle de d’Alembert

mn-l—l | I
T
it = 0 <1
o1 mn+1 notoo

(b) Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes,

40 n _k

"f)—zz K (n—k)!

n=>0 k=0

On fait apparaitre un terme 1/n! et un coefficient du binéme pour conclure :

Zi{ ; ():r y"

n—I()

_ Z ﬁ(m +y)" = f(z+y)

n=I()
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