‘ MPSI2 I ‘ Fonctions de deux variables I

Exercice 1 Représenter les ensembles de définition des fonctions suivantes :

() =Inr+y—-2) folz,y) =VT—xy f3(z,y) hl( LL) falz,y) = .

€ _\fﬁrg-l-yﬁ—l

+ 4 —x2 — 92

Exercice 2 Représenter les lignes de niveau (c’est-a-dire les solutions (x,y) de I'équation f(z,y) = k)
pour : filz,y) =vy? aveck=—-let k=1 falz,y) = —g’%ameck_Z
Exercice 3 Représenter les lignes de niveau des fonctions suivantes :

1. f(x,y)=x+y—1 2. f(z,y) = ev—r" 3. f(x,y) = sin(zy)



1. Le logarithme est défini si 2z + y — 2 > 0. On trouve donc le demi-plan supérieur délimite par
la droite d'equation 2z + y — 2 = 0.
2. 1 —zy > Osietseulementsiy < 1/z,danslecasouz > 0, y > % six < 0. Le domaine de
definition est la réunion de :

= la partie située sous l'hyperbole y = 1/z pour z > 0,

= la partie située au-dessus de 'hyperbole pour z < 0,

= |'axe des ordonnees.
3. Les conditions sont # # 0 et y — = > 0. On trouve donc un demi-plan, auquel on a retiré une
(portion de) droite.
4. Les conditions sont cette fois z2 + y2 —1>0etz?+ y2 < 4. On trouve donc la couronne
située entre les cercles de centre O et de rayon respectifs 1 et 2, le premier cercle n'étant pas
dans le domaine, le second si.



1. Dabord, l'équation 2 = —1 n'a pas de solutions, donc la courbe de niveau... est vide. D'autre
part, 'équation y? = 1 admet pour solution les droites y = 1 et y = —1.
2. L'équation f(z,y) = 2 implique

(z* +9%)" = 16,
ce qui, compte tenu du fait que =2 + y2 > 0, donne le cercle
22+ yﬂ — 4,

cercle centre a l'origine et de rayon 2. Il faut retirer a ce cercle les points pour lesquels $2y2 = 8,
points pour lesquels la fonction f n'est pas définie. Les points du cercle vérifiant cette relation

verifient aussi

8
22— —4 — ' 4221 8=0.

2
Posons X = z2. Alors X vérifie X2 — 4X + 8 = 0. Le discriminant de cette équation est

16 — 4 x 8 = —16 < 0. Ainsi, 'équation n'a pas de solutions dans R. La courbe de niveau
recherché est bien le cercle de centre lorigine et de rayon 2.



N



2. Soit k > 0 (la fonction exponentielle ne prend que des valeurs strictement positives). On a
f(z,y) =k <= y—2® =In(k) <= y = 22 + In(k). Les lignes de niveau sont donc des
translatees verticales de la parabole y = z2.

|"|"|f' il A

’




3. Soit k € [—1, 1] (la fonction sinus est a valeurs dans [—1, 1]) et soit @ € [0, 7| avec sin(a) = k
. On a f(z,y) = k si et seulement s'il existe [ € Z tel que zy = a + 2lr ou zy = ™ — a + 2.
Les courbes de niveau sont donc des hyperboles y = A/z, mais deux hyperboles différentes




Exercice 4

1. Montrer que si z et y sont des réels, on a : 2|zy| < x? + y2

322 + 2y

NCERT

Montrer que, pour tout (z,y) de A, on a : |f(z,y)| < 4||(z.y)|2, ot |(z,y)|2 = V2% + 4.
En déduire que f admet une limite en (0,0).

2. Soit f l'application de A = R%\{(0,0)} dans R définie par f(z,y) =

Exercice 5 Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 2::_ 5 si (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0.
=Ty
La fonction f est-elle continue en (0,0) 7
Exercice 6 Les fonctions suivantes ont-elles une limite (finie) en (0,0) ?
1 x? — g2 |z + y
1. )= y) si GG 2. s = — 7 3. Y) = —S5—T——>=
fe =i (grg) 2 S =G & )=
LY LY
[y = 770 Iy =m0
Exercice 7 Soient a, 3 > 0.

. . . . . o, ..
Déterminer, suivant les valeurs de a et f3, si la fonction f(x,y) = fﬁ_% admet une limite en (0, 0).

2, .2 . 2 2
Exercice 8 Démontrer que la fonction f : R2 — R définie par f(z,y) = { i:f ty -1 :;rf;n-i- y =1

est continue sur R2,



Exercice 9 Démontrer que la fonction définie par f(x,y) = %fﬂl se prolonge en une fonction continue
2
sur R=.



1. Ona:
0 < (|z| — |y|)? = 2 + y* — 2|zy|.

2. Linegalite de la question precédente se reecrit encore encore en

€z w)ll2

T
| y| 2
On en deduit, d'apres linegalite triangulaire

3||(I,y
[(z,9)|l2

Ainsi, si (z,y) tend vers 0, on a | f(z, y)| qui tend vers 0.

(=)
Mz + —5—
< 4|(z,y)ll2-

|f(z,y)| <



On pose * = y = i, et on fait tendre £ vers 0. On a alors

1
f(t'.lt) — 9"

En faisant tendre t vers 0, on voit que ceci tend vers 1/2, qui n'est pas 0. La fonction f n'est pas continue

en (0,0).



1. Ona
|f(z,y)| < |z| + |yl

Puisque |z| + |y| tend vers O lorsque (z, y) tend vers (0,0), f admet une limite en (0,0) qui est
égale a 0.
2. Non ! On a en effet, pour tout t > 0, f(t,0) = 1 et f(0,t) = —1. Si f admettait une limite en
(0,0), alors puisque lim, .+ f(£,0) = 1, cette limite devrait étre égale a 1, et puisque
lim, + f(0,t) = —1, elle devrait aussi étre égale & —1, ce qui est une contradiction.
3. Non ! En effet,

lim f(z,z) = 400

z—0
et donc f ne peut pas admettre de limite en (0,0).
4. On remarque que, pour tout £ > 0, f(¢,0) = 0 alors que f(¢,t) = 1/2. Puisque (¢,0) — 0 et
(t,t) — 0 lorsque t tend vers 0, f ne peut pas admettre une limite en (0, 0).

5. On va majorer | f(z, )| pour tout (z,7) € R*\{(0,0)}. Pour cela, on utilise |z| < /22 + y2

et ly| < +/z2 + y2. On en déduit que
f(z,9)| < (fa* + 47

Puisque \/322 + y? tend vers 0 lorsque (x, y) tend vers (0, 0), on en déduit que f admet pour
limite 0 en (0,0).



On va partir des inégalités |z| < (2% + y2)/2 et |y| < (2 + y2)'/2. Ainsi, on a

£(z,9)] < (2 +y2) 7 !

Ainsi, si @ + 8 > 2, f(z,y) tend vers 0 si (z,y) tend vers (0, 0). Dans le cas contraire, alors on
remarque que d'une part f(1/n,0) = 0 et donc si f admet une limite en (0, 0), celle-ci ne peut étre que
nulle. Maintenant, on a

1
f(1/n,1/n) = Eﬂg_“_ﬁ~

Ceci ne tend pas vers 0 si a + 3 < 2, et la fonction f n'admet pas de limite en (0, 0).



Posons D = {(z,y) € R* 2% + 3% < 1} etU = {(z,y) € R?; 22 + 42 > 1}. D et U sont deux ouverts
de R? sur lesquels f a une expression polynomiale. f est donc continue sur D et sur U{. Il reste donc a
vérifier la continuité de f en un point (a,b) tel que a® + b% = 1. Soit (a, b) un tel point et soit (Z,, ¥n)
une suite qui converge vers (a, b). Soit n > 1. Si (zp, yn) est élément de U, alors

F(zn,yn) = 222 + y2 — 1 tandis que si ce nest pas le cas, f(Zn,yn) = 2. Mais,

222 + y2 — 1 — 2a® + b> — 1 = o® tandis que z2 — a’.

On a bien f(zn,yn) — a2 = f(a,b), et la fonction f est continue en (a,b).



Remarquons déja que le domaine de définition de f est D = R* x R*. Posonsde plus h: R — R
définie par h(u) = === si u # 0 et h(0) = 1, et posons également g : R* = R, (z,y) — zy. L est
bien connu que la fonction h est continue sur R (c'est le prolongement par continuité sur IR de la fonction

T — si]zm ). g est bien sUr continue, et donc h 0 g est une fonction continue sur R2, Mais, si (z,y) € D,

alors f(z,y) = h o g(z,y). Ainsi, h o g est un (le!) prolongement continu de f a R,




Exercice 10 Justifier I'existence des dérivées partielles des fonctions suivantes, et les calculer.

1. f(x,y) = e* cosy. 2. f(z,y) = (2% + y?) cos(zy). 3. f(z,y) = 1+ 2292

:.CQ

Justifier que I'on peut prolonger f en une fonction continue sur R2.

Exercice 11 On définit f: R?\{(0,0)} — R par f(z,y) =

Etudier 'existence de dérivées partielles en (0,0) pour ce prolongement.



Pour tout reel y fixe, la fonction z — €® cos y est dérivable sur R, ce qui justifie lexistence de la

deriveée partielle par rapport a la premiere variable dans le premier exemple. La justification est
identique pour les autres fonctions et on trouve respectivement :

1.

0

{?_i(may} = e”cosy et a(ﬂ::y} = —e"siny.
2.

of 3 . 2\ .

E(;ﬂ, y) = 2z cos(zy) — y(z* + y*) sin(zy),

of 2, 9y

a—y(mjy) = 2y cos(zy) — z(z* + y°) sin(zy).
3.

af zy? 0 yz?




D'une part, la fonction f est continue sur R\ {(0,0)}. D'autre part, on a

f(z,y)| < (2® +y?)"

Ainsi, f se prolonge par continuité en (0, 0) en posant f(0,0) = 0. Du fait que f(0,%) = 0 pour tout
90,0y =0
ay( ¥ ) M

réel , f admet une dérivée partielle par rapport a la seconde variable en (0, 0) qui vaut

D'autre part, pourt = 0, on a

f(t? D} o f(01 D] _ |t|—1;’2
: g

Ceci tend vers +00 si t tend vers 0, et donc f n'admet pas de dérivée partielle par rapport a la premiére
variable en (0,0).



Exercice 12 On définit f : R? - R par f(z,y) = \/—:Q?T%y? si (z,y) € R2\{(0,0)} et par f(0,0) = 0.

1. Justifier que f est continue sur R2.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles par rapport aux deux variables en tout point (z,y) € R? et
les calculer.

3. La fonction f est-elle de classe C! sur R??

Exercice 13 Les applications suivantes f : R? — R vérifiant f(0,0) = 0 sont-elles de classe C'! sur R??
x2y3 1
1. YY) = —— si (z, 0,0); T T
f(z,y) o (z,y) # (0,0) 4 fzy)=e PH si(2y) £ (0,0).
22 -2
2. fl@y) =w e 8 (@) # 0,00 5. f(z,y) = 2%’ n(a? + ) si (z,y) # (0,0).
23 + y3
3. f(xa ) = $2+ 2 S1 (IE,y) ?é (0-0)3
Exercice 14 Déterminer toutes les fonctions f : R2 — R de classe C'! solutions des systémes suivants :
g — ...Tyg ﬁ — efy. @ = ,,“[,‘Qy
1 Ox 9 ox 3 oz
af 5 ] 9f v ] 9f 5
—_— —_ . — = 2 N _ = .
2y yr ay e+ 2y oy Ty



1. On sait que, pour tout z € R, |z| = vz < \/:1:2 + y2 par croissance de la fonction racine
carrée. Ainsi, pour (z,7) € R*\{(0,0)},

|f($ay) o f({]'.'{])| < |y|

et |y| tend vers 0 si (z, y) tend vers (0, 0). Ainsi, la fonction f est continue en (0, 0). Et f est
continue sur R\ {(0, 0)} comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne sannule

pas.

2. D'abord, f est C' sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions C' dont le dénominateur ne
ty

VO

s'annule pas. De plus, pour (z,y) # (0,0), posant u(t) = ,ona

@) =@

On calcule u'(z) par les méthodes usuelles, en remarquant que

u(t) = % avec a(t) = ty et b(t) = \/tﬂ + 2.

et donc en particulier



On en deduit

2 2 Yy
() Wty -
uwilr) =

:EE—I-yE

y(z? + y?) — =%y
(22 + y2)3/2
y3

(22 + yz)afz )

Par symétrie du role joué par les variables, on a aussi

:1‘.‘3

(22 + yz]afz '

af B
a(may) —

Pour déterminer si f admet une dérivée partielle par rapport a la premiére variable en 0, on va

revenir a la définition de cette dérivée partielle : EI(U, 0) existe si la fonction = +— f(z,0) est

derivable en 0, c'est-a-dire si le taux d'accroissement

7(h,0) — £(0)
h

admet une limite lorsque h tend vers 0. Mais f(h,0) — f(0,0) = O et donc le taux

d'accroissement precedent est identiquement nul. Ainsi, a—i([}, 0) existe et vaut 0. Par symétrie,

of

E(U’ 0) existe et vaut 0.



3. Il suffit d'eétudier si of et 1 sont continues en (0, 0). Mais, pour z > 0, daprés le calcul

oz oy
effectue auparavant,
of 3 1
—(z,z) = — .
Oz (2z2)3/2  2,/2
Ainsi,
o 1 0
]jm—f(;r,:r.) — +# f([],[]] =0.
0 Oz 24/2 ozx

La dérivée partielle par rapport a la premiére variable n'est pas continue en (0, 0) et f n'est pas de

1
classe C' sur R2,



Il suffit de démontrer que la fonction admet des dérivées partielles en tout point de R?, et que ces
derivees partielles sont continues sur R2,

1. Dune part, f est clairement de classe C'! sur R*\{(0,0)}, et on a

af 2zy° af 5 o 32+ y?
)= 2 et hoah e
Oz (z? + %)

D'autre part, montrons que f admet des dérivées partielles en (0,0). On a en effet :

f(:[:,{]') - f({]',[}} =0,

ce qui prouve que f admet une dériveée partielle par rapport a la premiere variable valant

g—f(u,o) — 0.

L

De méme pour la dérivée partielle par rapport a la seconde variable. Il reste & démontrer que ces
dérivées partielles sont continues en (0, 0). Mais on a, pour (z,y) # (0,0) :

2
yE

= 2|zy| (m) < 2|zyl,

ce qui prouve que %(I, y) tend vers 0 = g(ﬂ,ﬂ) si (z,y) tend vers (0,0). De méme, puisque

2xy°

(22 + y2)2

2lzy| < 22 + 92 ona:

of 1
'a—y(m,y)‘ < 1'3;1:2 —I—yzl )



On remarque d'abord que, dans les 3 cas, f est de classe C'! sur R®\{(0,0)}.

1. Ona

2 2

£(z,9) — £(0,0)] < |z| x % < ||,

et |z| — 0 lorsque (z,y) — (0,0). Ainsi, f est continue en (0,0). De plus, un calcul facile
montre que, pour tout (z,y) # (0,0), on a

Ei'f( ) — —A4x3y
dy Y= ($2+y2)2‘

En particulier, pour t # 0, t,t) = —1 tandis que %(0, t) = 0. Ainsi, 91 1a aucune chance

oy ( dy
d'étre continue en (0, 0) (alors quon n'a méme pas étudié l'existence dune dérivée partielle en
(0,0)!). Ainsi, f n'est pas de classe C'!.



1. Soit f une solution du systéme, et soit y € R fixé. Posons g(z) = f(z, y). Alors la premiére
relation sexprime aussi par g/(z) = zy?, soit g(z) = %:ﬂzyz + C'te. Cette constante dépend de y
, qui a été fixé le temps d'intégrer la relation. On en déduit l'existence de C : R — IR de sorte
que, pour tous (z,y) € R?,

1

flz,y) = §$2y2 +C(y).

Puisque f est C'!, C est également C'! et la deuxiéme relation donne
C'(y) =0,

c'est-a-dire C est constante. Il existe donc A € R de sorte que

1
flz,y) = E$2y2 + A.

Reéciproquement, une telle fonction est solution du systeme.
2. On reprend la méme méthode, en fixant y € [R et en posant g(z) = f(z,y). De g'(z) = ey,

on tire g(z) = €%y + cte. Il existe donc une fonction C' : R — R de classe C! telle que, pour

tout (z,7) € R?, f(z,y) = €%y + C(y). On dérive cette fois par rapport a y, et on trouve
C'(y) = 2y, soit C(y) = y2 + Cte. Ainsi, si f est solution, il existe A € R tel que, pour tout

(z,y) € R*, ona
fy) ="y +y* + A

Reciproquement, ces fonctions sont solutions.



3. Sion reprend la méthode des questions précédentes, on observe que si f est solution, il existe
une fonction C : R — R de classe C'! et telle que, pour tout (z,y) € R? ona

f(z,y) = %mEy + C(y). On dérive par rapport a y, et en utilisant la deuxiéme relation, on trouve

que, pour tout (z,7) € R?, ona

1
C’(y) = zy” — 5;133.

Or, si y est fixé, le membre de gauche est constant, et le membre de droite est un polynome de

degré 3 en x : ceci est impossible et donc l'équation n'a pas de solutions. On aurait pu aussi
. . . Er . - 8
remarquer que, si on cherchait une fonction de classe C?, les dérivées partielles croisées

dzdy
32

ne pouvaient pas étre egales, contredisant le théoreme de Schwarz.

et




Exercice 15 Pour les fonctions suivantes, démontrer qu’elles admettent une dérivée suivant tout vecteur
en (0,0) sans pour autant y étre continue.

2 : 22
) yln|z| siz#0 LY Ll 0.0
L fla.y) = { 0 sinon. 2. g(z,y) = ¢ zt+4 92 st (z,9) # (0,0)
0 sinon.
Exercice 16 Soit f : R2 — R une fonction de classe C.

1. On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t2).
Démontrer que g est C'! et calculer ¢'(t) en fonction des dérivées partielles de f.

2. On définit h : R? — R par h(u,v) = f(uv,u® + v?). Démontrer que h est C! et exprimer les dérivées

h 0
partielles — et — en fonction des dérivées partlelles - et f
Ou v Ay’
Exercice 17 Soit ¢ : R — R une fonction continue. Démontrer que la fonction w définie sur R? par

I+
u(z,y) = f @(t)dt est de classe C' et calculer ses dérivées partielles.
z—y

Exercice 18 Soit f une application de classe C'!' sur R?. Calculer les dérivées (éventuellement partielles)
des fonctions suivantes :

1. g(z,y) = f(y,x).  2.9(x) = f(z,z). 3.g(z,y) = [y, f(z,2)). 4. g(x)= f(z, f(z,x)).



1. Prouvons d'abord que f n'est pas continue en (0,0). En effet, on a

fle ™, 1/n) = -1,

qui ne tend pas vers 0 si n tend vers linfini. Fixons maintenant (a, b) € R? avec (a,b) # (0,0), et
démontrons que f admet une dérivée suivant (a,b) en (0,0). Soit £ # 0. On a

f(ta,tb) — £(0,0) B {tbz(]_n|t| + ]n|a|) sia#0
i

0 sinon.

Lorsque t tend vers 0, ceci tend vers 0 (en particulier, parce que t In || tend vers 0 en 0). Ainsi, f
admet en (0, 0) une dérivée suivant le vecteur (a, b) qui est nulle.
2. De méme, démontrons que g n'est pas continue en observant que

1 1 1
Q(E’E) ) # 0 =g(0,0).

D'autre part, fixons (a,b) € R*\{(0,0)} et prouvons que g admet une dérivée suivant (a, b) en
(0,0). On a, pour t # 0,

Q(taﬁ tb} - 9(01 ﬂ) t3a?b a?b

t tx (t4at + 1262) 2t + b2

Si b = 0, ceci est nul, sinon

g(ta,tb) — g(0,0) t-0 g2
t i b B
Dans tous les cas, on a prouvé que g admet une dérivée en (0, 0) suivant le vecteur (a, b) qui vaut

“T:sib#[],etquivaut[]ﬂbz[}.



1. La fonction t — (2 + 2t,t2) est de classe C1, car polynémiale, donc g est de classe C'! par

composition. On applique ensuite la formule de la dérivee dune fonction composee. Si on note
u(t) = 2 + 2t et v(t) = ¢, alors

5'(8) = /(8 5o (), o) + o/ 0) ol o(0),

soit

I _ ﬁ 2 ﬁ 2
g(t)—23$(2+2t,t}+2tay(2—|—2t,t ).

2. La fonction (u,v) — (uv, u? + v?) est de classe C! car polynémiale, donc h est de classe C'.
Notons r(u,v) = uwv et g(u,v) = u? + v2. Le théoréme de dérivation dune composée dit que

Oh d 3, a o
o (w0) = o (100) X () a(0s) + (0 2) X g (), ).
Ceci donne
oh d s,
—(u,v) = 'u—f(uv,uﬂ + %) + 2u—f(uu, u® + v?).
Ou Oz Oy

De méme on trouve

dh 0 0
—(u,v) = u—f(uv, u? 4+ v%) + 2v—f(uu, u® + v?).
dv Oz dy



Considérons ¢ une primitive de la fonction continue ¢. ¢ est de classe C! sur R et pour tout (z,7) € R2
,onau(z,y) = ¢(x + y) — ¢(x — y). Par composition, u est de classe C. Par la regle de la chaine,
on a, pour tout (z,7) € R?,

g%(m, y) =¢'(z+y)— ¢z -y =e@+y)—elz—y)
Ou

3_y(ﬂa y) =¢'(z+3)+ &' (x—y) = o(z+y) + o(z — ).



1. Ona:

3g_af3y+3f3:r
dr Oz 8r By Bz’

soit

dg of

g (DY) = 3y (%, 2);
et symetriquement

Og of

By (z,9) = 5 (¥:2)-

Pour ceux qui se perdent dans ce calcul formel, poser u(z,y) = y et v(z,y) = =, on a
g(:r'.l y) — f(‘u(:r-,y), U(m‘} y)) et donc

% 0F ou

E(:ﬂ,y)z aam +....



2. Ona:

af of

52 —(z,z) + — (=, z).

g (z) = By

3. Notons, pour simplifier, h(z) = f(z,z). On a donc :

De méme, ona:

dg af
By —(z,y) = B ——(y, h(z)).

4. Avec les mémes notations que précédemment, on obtient la somme des quantites
precedemment calculees.



Exercice 19 Soit I et J deux intervalles (non réduits & un point) et f : I x J — R une fonction telle que
— pour tout t € I, x — f(t,z) est de classe C! sur J,
— pour tout z € J, t — f(t,x) est continue sur I.
On fixea € I et b: J — I dérivable.

Justifier que la fonction ¢ : z — | [f' @) f (t,z)dt est dérivable sur J et déterminer sa dérivée.

Exercice 20 Soit f : R? — R une application de classe C'.
1. On définit, pour (z,y) € R? fixé, g : R — R, t > g(t) = f(tz, ty).
Montrer que g est dérivable sur R, et calculer sa dérivée.
2. On suppose désormais que f(tx,ty) =tf(xz,y) pour tous z,y,t € R.
a) Montrer que pour tous z,y,t € R, on a f(z,y) = %(tm,ty]x + %{—r(tm,ty]y.
b) En déduire qu’il existe des réels a et 3 que I'on déterminera tels que, pour tous (z,y) € R2, on a
f(z,y) = azx + By.



Lidée est d'introduire une variable supplémentaire, afin de dissocier la borne d'intégration et le
parameétre a lintérieur de lintégrale. Pour (u,v) € I x J, on considere

F(u,v) = fuf(t,v}dt.

On va commencer par prouver que % existe sur I x J. Pour cela on fixe v € J, et on remarque que

t— f(t, U) est continue sur I. Par le théoréme fondamental du calcul intégral, IF existe et vaut pour
tout (u,v) € I x J

aF
—(u,v) = f(u,v).
u
Etudions maintenant l'existence de % Fixons alors u € I, avec par exemple a < wu. Alors, pour tout
t € |a,u], la fonction v > f(f,v) est dérivable sur [a, u] et sa dérivée est Ef D'autre part, la fonction

(t,v) %(t, v) est continue sur le compact [a, u| x K. Elle est donc bornée sur ce compact et il
existe M > 0 tel que, pour tout (£,v) € [a,u] x K,
‘ o

a(t,‘v} £ M.

Puisque la fonction constante égale 2 M est intégrable sur le segment [a, ul, il résulte du théoréme de

derivation des intégrales a parametres que % existe et vaut pour tout (u,v) € I x J,

oF v af
 (u,v)= [ =Z(t,v)dt.
" (o) f 7 (o)

Pour conclure, on remarque que, pour tout x € .J,
¢(z) = F(b(z),z).
D'apreés la régle de la chaine, ¢ est dérivable sur .J et pour tout z € J,

b=) gf

#(z) = ¥ (2) f(b(z), z) + f 7 (t, 2.



1. La fonction g est C'! comme composeée de fonctions de classe Cl.ona:

qg @)= ﬂfg(fﬂ:,ty) - y%(tmaty).

2.1. On peut alors écrire g(t) = tf(x, y), et le calcul de la dérivée de g donne
g'(t) = f(z,y). La comparaison avec l'expression obtenue & la question précédente donne le

résultat.
2.2. Il suffit d'appliquer la relation précédente pour t = 0. On a f(z,y) = az + By avec

a = ﬂ([I', 0)et 8= ﬁ(II],, 0). Réciproquement, on vérifie facilement qu'une fonction

dr dy
vérifiant f(z,y) = azx + Py vérifie également f(tz,ty) = tf(z,y).



Exercice 21 On pose f(z,y) =22 + y?> + zy + 1L et g(x,y) = 2% + y® + 4oy — 2.
1. Déterminer les points critiques de f, de g.
2. En reconnaissant le début du développement d’un carré, étudier les extrema locaux de f.

3. En étudiant les valeurs de g sur deux droites vectorielles bien choisies, étudier les extrema locaux de g.

Exercice 22 Déterminer les extrema locaux des fonctions f : R? — R suivantes :
1. f(z,y) =2 + zy + y? — 3z — 6y 3. flz,y) =2 +4¢°
2. flz,y) =2+ 2y — 22y — 2y + 1 4. f(z,y) = (- y)* + (z +y)*



1. On calcule les dérivees partielles de [ :

o o
_f(may)zzm+y1 _f(may)::l:+2y-
Oz dy

Si (x,y) est un point critique de f, il vérifie donc le systéme

{2;1:—|—y =
z+2y = 0

(0, 0) est donc le seul point critique de f. Un raisonnement tout a fait similaire montre que (0, 0)
est aussi le seul point critique de g.

2. Les extrema locaux d'une fonction différentiable ne pouvant étre atteints qu'en un point
critique, il suffit d'étudier si (0, 0) est un extrémum local.

y\? 3y’
fey) = (z+3) + - +1>1=£0,0).
Ainsi, (0, 0) est un extrémum local, et méme global, de f.
3. Ici aussi, il suffit de déterminer la nature de (0,0). On a g(0,0) = —2. On a également, pour
z #0, g(z,0) = z> — 2 > g(0,0) et g(z, —x) = —22% — 2 < g(0,0). Ainsi, aussi prés de
(0,0) quon veut, g prend des valeurs (strictement) supérieures et (strictement) inférieures &

g(0,0). Ainsi, (0,0) n'est pas un extrémum local de g. Comme (0, 0) est le seul point critique de g
, g n"admet pas d'extremum local.



1. On calcule les derivees partielles

0 o
_f(msy) =2z +y— 3, —f(:lt,y) —x + 2y — 6.
3;1: 3y

L'annulation simultanée de ces dérivees partielles donnent les points critiques. On trouve apres
résolution du systéeme que seul (0, 3) est un point critique de f. Posons u = z et v = y — 3 pour

se ramener en (0,0). Alors
flz,y) =’ +uv+v* —9 = (u+v/2)°+30°/4—9 > f(0,3).

Ainsi, (0, 3) est un minimum local, et méme global, de f.
2. On trouve cette fois (1, 1) comme unique point critique de f. En posantu = = — 1 et
v = y — 1 (toujours dans lidée de se ramener en (0,0)), on a

fz,y) = v + 20° — 2uv = (u —v)? +0* > f(1,1).

Ainsi, (1,1) est un minimum local, et méme global, de f.

3. Le seul point critique est (0,0). On a f(z,0) > 0= f(0,0)siz > O et

f(z,0) < 0= f(0,0) si x < 0. Ainsi, (0,0) n'est pas un extrémum local de f.

4. Posonsu =z —y,v==zx + yet g(u,v) = u? + v°. Etudier les extrema locaux de g revient,
modulo le changement de variables, a étudier les extrema locaux de f. (0, 0) est le seul point
critique de g, et puisque g(0,y) > 0siy > Oet g(0,y) < 0siy < 0, (0,0) n'est pas un
extrémum de g. Donc f n'admet pas d'extrémum local.



La suite des exercices est hors programme.



Exercice 23 Ecrire le développement limité a 'ordre 2 en a = (—1,2) de f : R? = R, (z,y) — x>



On va utiliser la formule de Taylor-Young. Pour cela, on commence par calculer les dérivées partielles :

of of

2, (&Y) = 2zy°, %(may) = 3z%y’
i —(z,y) = 2¢° o1 (z,y) = 6zy* 3_2_f($ y) = 62’y
Ox2 ’ Oz Oy ’ ’ oy ’ *

On évalue ces derivées partiellesen a :

of af B
3—(3‘:,y) ]'ﬁ'.l ay ('T' y) 12

o*f B of B d*f B
aa2 (@ ¥) =16, amay(m-,y)——ﬂ-ﬂl oy -5 (@ y) =12.

D'apres la formule de Taylor-Young, on a donc
f(z,y) = —16(z +1) +12(y — 2) + 8(z + 1)* — 24(z + 1)(y — 2) + 6(y — 2)* + o((z + 1)* + (y — 2)°)
ce quon peut aussi écrire

f(a+ h) = —16hy + 12hy + 8h% — 24h hy + 6h2 + o(h2 + h3).

Remarquez bien que les coefficients devant h% et hg sont la moitié des dérivées partielles respectives,
mais pas celui devant hyhs.



Pour résoudre les exercices suivants , vous avez besoin de ce théoreme :

Théoréme :Soit f : R2 —» R et a € R2.
@ si f est differentiable, et si f admet un extremum local en a, alors

af B af B
a(ﬂ.) =0et 3—y(ﬂ.) = 0.

On dit alors que a est un point stationnaire ou point critique de a.
@ si f est de classe C?, et si a est un point stationnaire de f, on pose

o o o
= @(‘1): s = 920y (a), t = 3—3,,#

(a).

r

On distingue les cas suivants :
@ Sirt — 52> 0etr >0, f admet un minimum relatif en a.
@ Sirt — s2 > 0etr <0, f admet un maximum relatif en a.

@ Sirt — 5?2 < 0, f n'admet pas d'extremum en a, on parle de point col, ou de
point selle.

@ Sirt — s> = 0, on ne peut pas conclure.



Exercice 24 Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes :

A 3, .3 4 .4 2
x — 7 — . ) . _ A — )2
1. f(xjy):y2_$2+?; 2. f(:l?y) +y 3xy; 3 f(:r:y] r+y 4(1 y)
Exercice 25 Déterminer les extrema locaux de f : R? — R, (z,v, 2) = 22 +y°+22+axy+zz+yz—4(z+y+z).
Exercice 26 Déterminer les extrema locaux et globaux des fonctions suivantes :
1. f(z,y) = 22° 4 6zy — 3y* + 2; 3. flz,y) =2 +y* —day;

2. f(z,y) = y(«* + (Iny)?) sur Rx]0, +oo[;

Exercice 27 Etudier les extrema locaux et globaux dans R? de la fonction f(z,y) = 2%y%(1 4+ = + 2y).



1. On commence par chercher les points critiques de f. Pour cela, on calcule les dérivees
partielles par rapportax eta y:

0 o
ﬂ—i{m,y} — 2z + 227 et af(:r,y} — 2.

Un point (z,y) est critique si et seulement s'il est solution du systéme

{—2;1:+2:1:3 = 0
2y = 0.

Les seules solutions de ce systéme sont (0,0), (1,0) et (—1,0). On a donc 3 points critiques et on
va étudier la nature de chacun. Pour cela, on calcule les derivees partielles dordre 2 :

i 92 o2
—f(:rﬁy}:_g_l_ﬁmﬂ E{('Tay)zz amgy

Oz2
En (0, 0), on obtient donc, avec les notations usuelles, r = —2, t = 2 et s = 0, soit

(;I!, y) = 0.

rt — 52 = —4 < (. Le point (0,0) est un point col, ce n'est pas un extrémum local de f. En (1,0)
,onar=4,t=2ets =0, soitrt — s> =8 > 0. Le point (1,0) est un extrémum local, c'est
méme un minimum local puisque r > 0. L'étude en (—1,0) donne exactement le méme résultat.



2. On procede exactement de la méme facon. Cette fois,

o 0
—f{:ﬂ: y) — 39—'?2 — 3y et —f(&!, y) — 3y2 — 3z.

Un point (z, ) est un point critique si et seulement s'il est solution du systéme

{ 22—y = 0

y?—z = 0.

Ce systeme implique * = z, soit £ = 0 ou x = 1. On en déduit facilement que les seuls points
critiques de f sont (0,0) et (1, 1). Les dérivées partielles du second ordre sont égales a

4

0% f 9% f 0% f
il — 6 -— 7 —6
22 (z,9) < By (z,9) Y dzdy

(;Eiy) = —3.

En (0,0),onar=0,t=0ets = —3, soit 7t — s> = —9 < 0. Le point (0, 0) est un point col,
ce n'est pas un extrémum local de f. En (1,1),onar =6,1t =6 et s = —3, soit
rt — 82 = 27 > 0. Puisque de plus r > 0, le point (1,1) est un minimum local de f.



3. Les dérivées partielles du premier ordre de f sont
of of
——(z,y) = 42° — 8(z — y) et ——(z,y) = 4" + 8(z — v).
ox Oy

Les points critiques sont solutions du systeme

{ 4z% = 8(z — y)

—4y’ = 8(z — y).

On en déduit que 2 = —y3 = (—y}3. La fonction cube etant injective, ceci donne encore

z = —y. Si on reporte ceci dans la premiére équation, on trouve 4z° = 16z, soit
2’ —dr =0 < z(z2* —4)=0 <= z(z —2)(z+2)=0.

On en déduit que les points critiques de f sont (0,0), (2, —2) et (—2, 2). Etudions maintenant la
nature de ces points critiques. Les derivees partielles du second ordre sont

92 f o2 f 2f
- — 1222 -8 — 1242 — 8 et
22 (z,y) T ' 9 (z,9) Y € dzdy

?
En (2, —2), avec les notations usuelles, on a 7 = 40, t = 40 et s = —8. Cette fois, 7t — 5% > 0
et r > 0, donc le point (2, —2) est un minimum local pour f. La conclusion est identique en
(—2,2).En(0,0),onar = —8,t = —8 et s = 8, soit rt — s2 = (). On ne peut donc pas
conclure directement. Mais, on remarque que f(z,0) = ! — 42? est négatif si x est petit, alors
que f(x,z) = 2z* est toujours positif. Ainsi, (0,0) n'est ni un maximum, ni un minimum puisque
aussi prés quon veut de (0, 0), on a des points (z,y) avec f(z,y) > f(0,0) et dautres points
(z,y) avec f(z,y) < f(0,0).

('Ta y) = 8.



On commence par rechercher les points critiques de f. Pour cela, on calcule les dérivées partielles et on
trouve, pour tout (&, y, 2) € R?,

ti) 0 0
a_i:{xryrz):2m+y+z_4r af{ﬂ:,y,z):2y+$+z—4,—{{x,y,z):2z+$+y—4.

On resout le systeme

2e+y+z—4 = 0
r+2y+z—4 = 0
r+y+2z—4 = 0.

En faisant (L1) — (L2) puis (L2) — (L3), on trouve £ = y = z, et finalement le seul point critique est
(1,1,1). Pour déterminer la nature de (1,1,1), on va étudier la matrice hessienne de f. Pour cela, on

observe que, pour tout (z,y,2) € ]E';?',
f _f &
5r2 dy? Y
823‘ 323‘ 32}'

= = — 1 -
ordy Oxzdz  Oyodz

La matrice hessienne de f en (1,1, 1) est donc

M=1{1
1 1 2

On cherche les valeurs propres de M. Un calcul simple donne
xu(A) = (A= 9)(A -1)%

Les valeurs propres de M sont strictement positives, donc M est définie positive, et f admet un
minimum local strict en (1,1,1).



1. On calcule les derivees partielles de f au premier ordre :

o 0

—f(:r:,y) — 6z + 6y et —f(:t:, y) = 6z — 6y.

Ox Oy
Un point critique (z,y) vérifie donc z = y et y = —x?, soit z2 + x = 0. On vérifie donc
facilement que les seuls points critiques sont (0, 0) et (—1, —1). On calcule ensuite les dérivées au
second ordre :

9? o f 9?2

—(z,y) =122 ——(z,y) = —6 x,y) = 6.

P ) oy (z,y) &nay( y)
En (0, 0), avec les notations usuelles, r = 0, t = —6 et s = 6, soit 7t — 52 < 0 : (0, 0) n'est pas
un extrémum local pour f. En (—1,—1),onar = —12,t = —6 et s = 6, soit 7t — s> > O et

r < 0: f admet un maximum local en (—1, —1). Ce maximum ne peut pas étre un maximum

global. En effet, f(z,0) = 22> tend vers +0o si z tend vers +00, et donc la fonction n'est pas
majoree. Par consequent, elle n'admet pas de maximum global.



2. On calcule les dérivées partielles de f au premier ordre :
o 7,
—f(if:y) = 2xy et —f(x,y) =z% 4 (Iny)® +2Iny.
oz ay

Un point critique (z, y) est solution du systeme

{ xy = 0
z? + (Iny)® +2lny = 0.

La premiere equation impose @ = 0 (puisqu'on sait que y > 0), la deuxieme equation donne
(Iny)? 4+ 2Iny = 0. Posant X = Iny, on obtient X 4+ 2X = 0 donc les solutions sont X = 0 et
X = —2. Revenant a y, on trouve y = 1 et y = e~ 2. f admet donc deux points critiques qui sont
(0,1) et (0, e~?). Etudions maintenant la nature de ces points critiques. Pour (0, 1), on peut
remarquer que f(0,1) = 0 alors que f(z,y) > 0 pour tout (z,y) € Rx]0, +oo[. Ainsi, on a
prouvé que (0, 1) est un minimum global de f. Pour (0, e~?), on calcule les dérivees partielles du
second ordre :

o*f o f 2 Iny 8%f
—(x,y) = 2 —(z,y) = — + 2 x,y) = 2.
922 (z,y) =2y % (z,9) y y  0z0y (z,9)
Avec les notations usuelles, en (0, e~2), on trouve rt — s2 = —4 et donc (0, e~2) n'est pas un

extremum local pour f.



3. On calcule les dérivées partielles de f au premier ordre :

af 5g Z2Y) =4z — Ay %{ﬂf,y} =4y’ — 4z.

Un point critique (&, y) est solution du systéme
yr = =z

On en déduit £ = z? soit £ = 0 ou 8 = 1. On en déduit que les points critiques sont (0,0), (1,1)
et (—1, —1). On calcule ensuite les dérivées partielles du second ordre :

9

Eh =12 —2 — 12y2 : = —
£Z, $ £ T
Avec les notations usuelles, en (0,0), onar =0,1 = 0 et 8 = —4 soit vt — §%2 = —16. (0,0) n'est

pas un extremum local. En (1,1),onar =12, = 12 et 8 = —4, dont vt — 2 >0etr>0:
(1, 1) est un minimum local, et il en est de méme de (—1, —1). Pour déterminer si ce sont des
minima globaux, on calcule

fle,y) — f(1,1) =2* +y* —day+ 2= (a* - 1)’ + (v - 1)* + 2(z —y)* > 0,

et donc (1, 1) est un minimum global. Il en est de méme de (—1, —1). On peut aussi utiliser une
autre méthode plus abstraite pour démontrer que f admet au moins un minimum global. En effet,
Hmy g ) —+400 £(2,y) = +00 (car |zy| < x? + y? par exemple). Ainsi, il existe M > 0 tel que
|(z,y)|| > M = f(x,y) > 0. Sur la boule fermée K = B(0, M), qui est un compact, la
fonction f est continue, donc elle admet un minimum sur K en (:I:u, y[].] € K. Ceci signifie que
pour tout (z,y) € K, on a f(z,y) > f(xo,yo). Puisque f(1,1) = —2 et que f(z,y) = 0 si
(z,y) & K, on sait que f(zo,yo0) < 0. Mais du fait que f est positive sur le complémentaire de K
, on en déduit que, pour tout (Z,Yy) € R2, on a f(z,y) = f(xo, yo)- Ainsi, f admet au moins un
minimum global. Maintenant, un minimum global est un minimum local, donc (I{], yo} doit étre
égala (1,1) oua (—1,—1). On conclut en remarquant que f(1,1) = f(—1,—1), et donc que ces
deux points sont un minimum global pour f.



Remarquons déja que f est de classe C'™, puis que f(z,1) = 23 + 3. En particulier f(z,1) — +oosi
x — 0o et f(x,1) - —00si * — —00. Ainsi, la fonction f n'est ni majorée, ni minorée, donc elle ne
peut pas admettre d'extrémum global. Etudions maintenant ses extrema locaux. On sait que

of

of
2 2
—(r — 24+3x+4 t —I(xr — i 14+ x4+ 3y).

On en déduit facilement que les points critiques de f sont les points du type (a,0), (0, b), avec a,b € R

et (—2/5, —1/5). D'autre part, les dérivées partielles du second ordre de f sont :

2

oxdy

2 f 8?

@{m,y] — 2% + 6zy® + 43°, 3—2;‘(1:, Y) = 2x2 + 22% + 122%y, (z,y) = dzy + 6z2y + 12xy>.

En (—2/5,—1/5), on trouve assez facilement que r = —6/125, s = —8/125 et £ = —24/125. Ainsi,
onart — 82 > 0avecr < 0, et donc f présente en (—2/5, —1/5) un maximum local.
Malheureusement, en les points du type (a,0) et (0,b), ona rt — 32 = 0, et on ne peut conclure

directement en appliquant le theoréme. Il faut faire une étude cas par cas. Commencons par les points du
type (a,0). Dans ce cas, on a

fla+ h, k) = K*a’(1 + a) + k%a(3ah + 2ak + 2h) + k2o(||(h, k)||?).

Sik=0, f(a+ h,k) = f(a,0) = 0. D'autre part, si k # 0, alors,si1l +a > 0, iea > —1,

fla+ h,k) = f(a,0) si h, k sont petits, et f présente en (@, 0) un minimum local. Si 1 + a < 0, clest
le contraire, et f présente un maximum local en (@, 0). Enfin, si @ = —1, le signe de 3ah + 2ak + 2h
pouvant étre positif ou négatif avec h, k petits, la fonction présente un point col en (@, 0). L'étude en les
points du type (0, b) est similaire. On écrit cette fois

F(R, b+ k) = h2b2(1 + 2b) + h2b(bh + 6bk + 2k) + h20(||(R, k)[|2).

Sib> —1/2, f présente en (0,b) un minimum local. Si b < —1/2, f présente en (0, b) un maximum
local. Le point (0, —1/2) est un point col.



Exercice 28 Soit f(z,y) =y?> — 2’y + 2% et D={(z,y) € R? 22 -1<y<1-—2?%}.
1. Représenter D et trouver une parameétrisation de I', le bord de D.

. Justifier que f admet un maximum et un minimum sur D.

. Déterminer les points critiques de f.

. Déterminer le minimum et le maximum de f sur I'.

U= W

. En déduire le minimum et le maximum de f sur D.



1. Le domaine D est délimité par les deux paraboles d'équation y = 1 — z? et Y= z2 — 1. Son

bord I' comporte deux parties : la partie "haute", paramétrée par y — 1 — :1:2, —1<z<1,etla
partie basse, paramétree par y = x? — 1, - 1<z <1.

2. Le domaine D) est borné; c'est trés clair si on se référe au dessin. Pour une preuve compléte, on
peut remarquer que si (&, y) € D, alors on doit avoir 2 —1<1— 2% etdonc

z? <1 < =z € [-1,1]. Cela impose ensuite y € [—1,1]. D est de plus clairement fermé.
C'est une partie compacte de R? et f est une fonction continue sur ). f admet donc un minimum

et un maximum sur I).



3. Pour déterminer les points critiques de f, on calcule d'abord les dérivées partielles du premier
ordre. On trouve :

Of o) — _ OF o ) — 9y — 2
am{mjy]_—ﬂmy—l—Em_Zm(l—y)etay(;[r,y}_Ey x°.

Un point (&, y) est un point critique si (z,y) = (0, 0) ou si (x, y) est solution du systéme

{l—y = 0
2y = z2

On en déduit assez facilement que f admet trois points critiques qui sont (0, 0), (—+/2,1) et

(v/2,1). Remarquons que seul (0, 0) est dans D.

4. On va etudier la paramétrisation du bord de IJ obtenue précédemment. Précisément, posons
g(z) = f(z,1 — z?), pour z € [—1,1] et h(z) = f(z, 2> — 1) pour = € [—1, 1]. Les études de g
et h vont nous permettre de déterminer les extrema de f sur I'. On a, aprés simplifications,

g(z) =1— 2z + 221
h(z) =1.

Il suffit donc d'étudier g, et par parité, on peut se restreindre a l'étudier sur [0, 1]. En calculant la
dérivée, on voit facilement que g est décroissante sur [0,1/4/2] et est croissante sur [1/4/2,1]. De
plus, g(0) = g(1) = 1 et g(1/+/2) = 1/2. On en déduit que le minimum de fsur I' est 1/2, et

son maximum est 1.

5. Les extrema de f sur D sont ou bien atteints sur le bord, ou bien atteints en un extrémum local
de f situé dans D, donc en un point critique de f dans D. Puisque f(0,0) = 0, on en déduit que
f admet 0 comme minimum sur IJ, et 1 comme maximum.



Exercice 29 Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 223 + 6zy — 3y° + 2.
1. f admet-elle des extrema locaux sur R2? Si oui, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R??

3. On pose K = [0, 1]2. Justifier que f admet un maximum global sur K et le déterminer.

Exercice 30 Pour chacun des exemples suivants, démontrer que f admet un maximum sur K, et déterminer
ce maximum.

1. f(z,y) =ay(l—z—y) et K = {(z,y) €R% 2,y >0, z+y < 1};
2. fz,y) =z —y+2>+yd et K=1[0,1] x[0,1];
3. f(z,y) =sinzsinysin(z + y) et K = [0,7/2]%.

Exercice 31 Pour p,n > 2, on note
Ky={z€[0,1)P: 214+ ---+ 1z, =1}
L,={z€]0,1[P: z1+---+ 2, =1}
fpl) =21 +---+ 2y, z € K.
1. Justifier que f, admet un minimum sur K.
Dans la suite, on notera m, = min{ fy(z) : = € Kp}.

1
2. Soit y € K, tel que f(y) = myp. Justifier que siy € Ly, alors y1 = --- =y, = —.

p

1
3. On se place dans le cas p = 2. Démontrer que mgy = (5)”
1

4. Démontrer par récurrence que pour tout p > 2, my, = (—=)".
5. Application : soit X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes, de méme loi, & valeurs dans {1,...,p}.

1
Démontrer que P(X; =--- = X,,) = (—)".
p



1. Déterminons les points critiques de f sur R*. On commence par calculer les dérivées partielles
de f.On a

0 a
a—i[m,y) — 6z + 6y et 3—::(2:,y) = bz — Gy.
Le point (&, y) est un point critique de f si et seulement si

6z +6y = 0 6z’ + 6z =
{ N = { v — (z,y) = (0,0) ou (z,y) = (-1, -1).

6z —6y = 0 r =

Etudions la nature de ces points critiques. On calcule les dérivées partielles d'ordre 2 :

a%f PLy 92 f
E(I: y) — 122’1 M(m: y) = ﬁ! @(m, y) = —6.

La matrice hessienne de f en (0, 0) est donc

6 2

Son déterminant est négatif, et f n'admet pas d'extrémum local en (0,0). La matrice hessienne de
fen(—1,—1)est
~12 6
6 -6

Son déterminant est 72 — 36 = 36 > 0, qui est positif. De plus, —12 < 0 et f admet un maximum
local en (—1, —1) qui vaut 3. C'est le seul extremum local de f.
2. Ona f(z,0) = 2z* 4 2 et donc lim, , o0 f(2,0) = +00 alors que lim,. , o f(,0) = —00.
Ainsi, f n'admet pas de maximum local ou de maximum global sur Rr2.
3. On observe que K, qui est une partie fermée et bornée de R? est un compact de R2. Puisque f
est continue, elle est bornée et atteint son minimum et son maximum sur K. Soit @ € K tel que f
atteint son maximum sur K en a. Alors si @ est dans l'intérieur de K, f admet un maximum local
(sur R?) en a@. Mais le seul point ot f admet un extrémum local, (—1, —1), n'est pas dans K. Donc
le maximum est atteint sur le bord de K. On partage le bord de K en quatre parties :
» sur le segment [0, 1] x {0}, on étudie f(z,0) = 2z* + 2 dont le maximum sur [0, 1] est
atteint en 1 et vaut 4.
» sur le segment [0, 1] x {1}, on étudie f(z,1) = 2z + 6z — 1 dont le maximum sur [0, 1]
est atteint en 1 et vaut 7.
« sur le segment {0} x [0, 1], on étudie F(0,3) = —3y? + 2 dont le maximum sur [0, 1] est
atteint en 0 et vaut 2.
» sur le segment {1} x [0, 1], on étudie f(1,y) = 4 + 6y — 3y dont le maximum sur [0, 1]
est atteint en 1 et vaut 7.
En conclusion f atteint son maximum sur K en (1,1) et ce maximum vaut 7.



1. K est un ensemble fermé et borné (c'est un triangle). C'est donc une partie compacte de ]Rg.
De plus, la fonction f étant polynomiale, elle est continue sur ce compact, donc elle y est majorée
et elle atteint sa borne supérieure. Le maximum peut étre atteint :

= ou bien en un point du bord de K;

= ou bien en un maximum local de f situé a l'intérieur de K.
Ici, on remarque que si (x, y) appartient a la frontiere de K, alors ou bien £ = 0, ou bien y = 0,
ou bien £ 4+ y = 1. Dans tous les cas, on a f(x,y) = 0 alors que f(1/4,1/4) > 0. Ainsi, le
maximum ne peut étre atteint qu'en un point a l'intérieur de K. On cherche donc les points
critiques de f. Pour cela, on calcule

of B of _
Bz &Y =41 =2z —y) et 2 (z,y) = 2(1 —z - 2y).

Un point critique situé a l'intérieur de K verifie

{I—Qm—y = 0
l1-z—-2y = 0.

Le seul point critique situé a lintérieur de K est donc (1/3,1/3). Comme un maximum local ne
peut étre atteint qu'en un point critique, c'est donc que f admet son maximum sur K en
(1/3,1/3). Ce maximum est égal a 1/27.

2. Le debut du raisonnement est tout a fait similaire. Ensuite, on remarque gque
d
—f(:r,y) =1+3z2 > 0.
ox

Ainsi, f ne peut pas admettre de point critique, et donc le maximum de f sur K ne peut étre
atteint qu'en un point du bord de K. Il suffit ensuite d'étudier le comportement de f sur le bord de

K. On a dune part f(z,0) = z + z* qui atteint son maximum en (1, 0), maximum valant 2. On a
ensuite f(x,1) = = + x3, qui atteint son maximum valant 2 en (1,1). On a ensuite
f0,y) = —y+y* <2siye[0,1], et f(1,y) =2 — y+ y* < 2. Ainsi, le maximum de f sur K

est egal a 2.



3. Le deébut du raisonnement est identique. On cherche ensuite les points critiques appartenant a
lintérieur de K, l'ouvert U =]0, 71'/'2[2 en remarquant que

af

0
a(z, y) = sinysin(2z + y) et a—;(ﬂ:, y) = sinz sin(z + 2y)

(on a utilisé la célébre formule sin(a + b) = sina cos b 4 sin bcos a). Un point (z, y) de U est
un point critique si et seulement si on a

{ sin2z+y) = 0
sin(z +2y) = 0.

Puisque T + 2y €]0, 37w/2], on a nécessairement

{ 2r+y = w
r+2y =
Ainsi, le point (m/3, w/3) est le seul point critique de f dans U. On a f(n/3,7/3) = % On

étudie maintenant f sur le bord de K, ie on étudie f(0,1), f(¢,0), f(w/2,t) et f(¢,n/2) pour
t € [0,7/2]. On remarque que f(0,¢) = f(¢,0) = O et par symétrie du role joué par T et ¥, on
peut se restreindre a l'étude de f(w/2,t). Mais,

f(n/2,t) = sintsin(t + w/2) = sintcost = %sin(ﬂ,‘t],

[a—y

3 L
dont le maximum pour ¢ € [0, /2] vaut 1/2. Comme 5 < on en déduit que f admet pour

2 — 87

3
maximum sur K la valeur Tﬂ'



1. On commence par remarquer que [0, 1]P est une partie fermée de RP. De plus,
Gp={zc0,1F: z+ -+, =1} = g;lf{l}}, avec gp(T) = T1 + - - - + Tp, est aussi
ferme, comme image réciproque d'un ferme par une application continue. Puisque

K, = [0,1]? N G}, est lintersection de deux fermés, c'est un fermé. D'autre part, K, est borné
dans l'espace vectoriel de dimension finie RY : ainsi, KF est une partie compacte. Comme fp est
continue sur K, a valeurs dans IR, elle est minorée et atteint son minimum.

2. Siy € Ly, alors la restriction de f, a L, admet un minimum local en y. De plus, pour tout

x €]0,1[P,ona Vg,(z) = (1,...,1) # 0. Par le théoréeme d'optimisation sous contraintes, il
existe A € R tel que, pouri =1,...,p,

of

}.3 A
33:1(3!] —{y) — ny = A

La fonction ¢ — nt™ ! étant injective (car strictement croissante) sur |0, 1], toutes les
coordonnées de y sont égales et puisque Y3 + - - - + Yp = 1, on doit avoir y; = 1/p pour
i=1,...,p.

3. Soity € Ko tel que fo(y) = ma.Siy € Lo,onay; =y = 1/2 et donc f(y) = 1/4. Si

y & Lo, alorsonay; =0etys =1louy; = 1etyy = 0. Dans les deux cas, fo(y) =1 > 1/4.
On a donc bien prouvé que fg atteint son minimum en (1/2,1/2) et que ma = 1/4.

4. Soit p > 3. Supposons le résultat démontre au rang p — 1 (il est vrai au rang 2) et prouvons-le
au rang p. Soit y € K, tel que fp(y) = mp.Siy € Lp,alorsyp =--- =yp = 1/pet

Tolyp) = (1/p)". Siy & Ly, alors un des y;, disons yp,, est égal a 0 ou 1. Mais si y, = 1, alors
foly) =1> (1/p)". siy, = 0, alors

fo(yr, - %) = fpa(yn, oo Up1) = my 1 > (1/p)"

puisque (Y1, ...,Yp-1) € Kp_1. Ainsi, f, ne peut pas atteindre son minimum sur le bord de K, et
on a bien m, = (1/p)".
5. Notons. pourz = 1..... 0. 7: = P(X: =1) icecinedépend pasde 7= f1.....n}. Alors on a



5. Notons, pouri =1,...,p, T; = P(X; = i) (ceci ne dépend pas de j € {1,...,n}. Alorson a

r

PXi=--=X,)=Y P(X;=---= X, =4)

M= 11

‘ P((Xi=in---Nn(Xn=1))

T

I
[u

P(X; =1i) x--- x P(X, = 1) (par indépendance)

M 14~

T
£

z)

avec T = (Z1,...,Tn) € Kp. D'aprés les résultats précédents,

Il
=7
—

P(X; = = X.) > (1/p)".



Exercice 32 On considére un polygone convexe a n co6tés inscrit dans le cercle unité du plan euclidien.

On note P son périmetre, et e'1, "2, ..., €' les affixes de ses sommets, avec 0 < a; < ay < -+ < a, < 2.

1. On pose, pour k € {1,...,n— 1}, t = %(akﬂ —ap) et t, = %(al + 27 — ap).

n
Montrer que P = 2 Z sin(tg).
k=1
2. Montrer que P est maximal lorsque le polygone est régulier.

Exercice 33 On désire fabriquer une boite ayant la forme d’un parallélépipede rectangle, sans couvercle
sur le dessus. Le volume de cette boite doit étre égal a 0,5m3 et pour optimiser la quantité de matiére utilisée, on
désire que la somme des aires des faces soit aussi petite que possible.

Quelles dimensions doit-on choisir pour fabriquer la boite ?

Exercice 34 Etudier les extrema de la fonction f : R? — R, (x,%) ~ exp(azy), a > 0 sous la contrainte
P +yd+r+y—4=0.

Exercice 35 Soit n >2et f:R" 5 R, (x1,...,2,) > T1--- Tn.
On note I' = {(z1,...,2n) €ERY; 214+~ + 25 = 1}

1. Démontrer que f admet un maximum global sur T" et le déterminer.
n

2. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique : pour tout (z1,...,z,) €ERY, ona H T
i=1

1/n




1. A rotation prés, il s'agit de calculer la longueur AB si A = 1 et B est le point d'affixe €, avec

8 )0, 27[. Il suffit de montrer que AB = 2sin(#/2). On peut le faire simplement en calculant
AB? — e — 1> = 4|sin(6/2)*.

Puisque 8/2 €]0, w[ et donc sin(#/2) > 0, on en déduit le résultat demandé en prenant la racine
carree.
2. Remarquons que t1 + - - - + t, = m. On doit donc maximiser P(t) sous la contrainte

t1+ -+t =wet (t1,...,t) €]0, w[™. Notons g(¢) =1 + - - - + 5. D'aprées le théoréme sur
les extrema liés, il existe A € IR tel que, pour touti = 1,...,n,
oP dg
2co8(t;) = — = A— = A
Puisque £; £ [':]',ﬂ'] et que la fonction cos est injective sur cet intervalle, tous les £; sont égaux, ce
qui revient a dire que le polygone est regulier.



Notons &, y et z les trois dimensions de la boite. Son volume est donc xyz = 0, 5. On desire minimiser la
fonction

f(z,y, z) = xy + 2z2 + 2yz

(on a enleve la face du dessus). Remplacant 2 par 1/2:1:;1,', on doit donc chercher le minimum de la
fonction de deux variables

(ey)—ay+ L4 ]
g(@y) =ay+ -+

sur louvert U =]0, 4+00[x]0, +00][. Les dérivees partielles de g sont

dg 1 A dg 1

—=y— —et —=x— —.

oz U 2 8y y?

On verifie alors sans peine que le seul point critique de g sur l'ouvert U est (1,1). Reste maintenant a
prouver que § admet bien un minimum global en (1, 1} sur U. Pour cela, on peut remarquer que

g(1,1) = 3. De plus, siz < 1/3 ouy < 1/3, alors g(z,y) > 3 = g(1,1). On en déduit que
inf{g(z,y); (z,y) € U} = inf{g(z,y); (z,y) € 4}

ou A = {(x,y) € R%; = > 1/3 et y > 1/3}. Mais de plus, si (z,y) € A vérifie £ > 3ouy > 3, alors
g(z,y) = 3 = g(1,1). On en déduit que

inf{g(z,y); (z,y) € U} = inf{g(z,y); (z,y) € K}

ou K = [1/3,3] x [1/3,3]. Or K est compact et g est continue sur K, donc on sait que g admet un
minimum sur K. Ce minimum sur K est aussi le minimum de g sur U. Or, g ne peut admettre qu'un
minimum en un point critique. Donc g admet un minimum en (1, 1]. Ceci signifie que les trois dimensions

sontz =1, y=1letz=1/2.



Notons g(z,y) = 2* + 1 + z+y—4et G = {(z,y) € R g(x,y) = 0}. On commence par calculer

les diverses derivees partielles :

0 7] 0 0
—f = ayexp(azy), 3_; = az exp(azxy), a—i —32% + 1et 3—3 — 3y + 1.

dxr

En un point (z,¥y) de G ou f atteint un extrémum (sur G), les différentielles sont proportionnelles. On
en deduit que

ayexp(azxy)  azexp(azy)
3x2 11 32 +1

ce qui entraine 3y3 +y= 33 + x. La fonction £ — 33 + t étant strictement croissante, on en deduit

que l'on a nécessairement T = y. Il vient %+ — 2 = 0, dont la seule racine réelle est x = 1.

Il faut maintenant etudier ce qui se passe en (1,1). Y-a-t-il un extrémum? Est-ce un minimum? Un
maximum? En fait, il suffit de remarquer qu'en les points de z? + y3 + z + y — 4 = 0 pour lesquels |.:|:|
est grand, alors |y| est grand lui aussi, mais T et y sont de signe opposés. Autrement dit,

lim f(z,y) =0.

(=) | —++o0,(zy)eG

Ainsi, par compacité, la fonction admet forcément un maximum qui est atteint en (1, 1).



1. On commence par remarquer que I' est compact. En effet, I' est clairement fermé. De plus
pour (Z1,...,Z,) € R}, ona |[(z1,...,Zn)|[1 =21+ --- + 2, < 1, et donc I est borné. Clest

une partie compacte de R" et f, qui est continue sur I', admet un maximum global sur I', atteint

en a. De plus, puisque f(x1,...,T,) sannule si un des ; est nul, il est clair que a €|

0, +o0|[™.

Posons g(z) = &1 + - - - + Ty Par le théoréme des extrema liés (ou d'optimisation sous

contraintes), il existe A € R tel que, pour tout ¢ € {1,...,n}, ona

of dg
9z (a) o, (a)
Or,

of fla)
9z, Y =,

Puisque f(a) # 0, on a A # 0 et tous les a; sont égaux (& f(a)/A). Mais, puisque

a1+ -+ -+ a, = 1, on en déduit que f atteint son maximum sur I' en le point (1/n,...

maximum vaut 1/n".

2. La question précedente prouve que, si {:.!‘:'11 - ,Iﬂ) (= [U, -I-DD[“ satisfait &y + - - -

alors

i n 1 L o
[ < L - Zm®
n

; —
. T
=1

Dans le cas géneral, on se ramene a ceci en posant

L
1 ! ?
2i1Ti
qui verifie :.!: 4+ .- 42 =1.De Ht 4z f”n < l , on déduit l'inegalitée demandee.

,1/n). ce

+z, =1,
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