Exercice 1
T

1. Soient m,n € Z* avec n > m. Calculer / |z ]|dr.

m
2

2. Ca.]culer/ x|x|dz.
—1

1
3. Calculer, pour tout a € R, I(a) :] min(x,a)dx.
0

Exercice 2

1. Démontrer que la fonction sin est lipschitzienne sur .

2. Soit f: [a,b] = R continue.

b
Démontrer que la fonction F' : R — R définie par F(x) = / f(t)sin(xt)dt est lipschitzienne.
]

Exercice 3 Soit f: R — R. Ecrire, avec des quantificateurs, que f n'est pas uniformément continue.
Exercice 4 Soit f une fonction uniformément continue sur une partie D de R.
Soient () et (y,) deux suites d’éléments de D telles que 113_1 (Tn — yn) = 0.
L o0

1. Démontrer que lim (f(x,)— fly,.)) =0.
n——4o0
2. Dire si les fonctions snivantes sont uniformément continues sur l'intervalle considére.

a) f(x) =£ sur [1, +o0f. b) f(x) = % sur 0, 1. c) f(x) =sin(a?) sur R.

Exercice 5 Soit f une fonction continue sur R admettant une période T'.
Prouver que f est uniformément continue.



1. Si p est un entier, alors

On en deduit que

[:Lmjdm - :fpwtmm

(n—m)(n+m—1)
2

(la derniere somme étant la somme d'une suite arithmétique).
2. On va, par la propriété de Chasles, faire la somme de lintégrale sur [—1, 0], puis sur [0, 2],

intervalles ol s'exprime facilement |z|. On obtient :

2 0 2
f m|m|dm:f m|m|d:r—|—f z|z|dz
-1 -1 0
0 2
:f —:1:2d:r:—l—f z’dx
-1 0
ENG,
31, 3 1o

7
3



3. Sia < 0, alors pour tout z € [0, 1], on a min(z,a) = a et donc

1
f min(z, a)dz = a.
0

Sia > 1, alors pour tout z € [0,1], on a min(z,a) = = et donc

1 1 1
f min(z, a)dz = f zde = —.
0 0 2

Si a € [0, 1], on découpe lintégrale en deux et on trouve par la relation de Chasles :

1 a 1
f min(z,a)dz = f zdx —I—f adz
0 0 a

2

%—i—a(]—a}



1. Ceci est une conséquence de linégalité des accroissements finis. Rappelons que (sin)’ = cos et
que | cos(z)| < 1 pour tout x € R. De linégalité des accroissements finis, on déduit directement

que, pour tous u,v € R, ona
| sin(u) — sin(v)| < |u — v|.

2. Soit x,y € . Alors d'aprés les propriétés de lintégrale

b
F(a) ~ F@)| = | [ 7(t)(sinat) — sin(ut))d

a

b
< f |f(#)| x |sin(zt) — sin(yt)|dt.

On utilise alors le résultat de la question précedente pour trouve

b
F(z) - F(y)| < f )] - |z — o] - ]t

b
< ( f Itf(t)ldt) F=rf

Ceci déemontre bien que F' est lipschitzienne.



Il suffit de nier la definition :
Jde - 01 Vﬂ} U& 3(:B,y] S 121|'T _y| E‘ :’?ﬁ'“ |f($) _ f(y)| > £,

le symbole A signifiant “et”.



1. Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe n > 0 tel que
lz—yl <n = |f(z) — f¥)| <e.
Puisque (z,, — y,) tend vers 0, il existe un entier IV tel que, pour n > N, on a
|Zn — yn| < 7.

Ainsi, pour n > N, on a

|f(Iﬂ) - f(yn)l < &,

ce qui est le résultat voulu.



2.1. On écrit, pour z,y > 1,

|z — g
|zy|

Ceci prouve que f est uniformément continue sur [1,+00]. Elle y est méme lipschitzienne.
2.2. Le raisonnement précédent ne fonctionne pas sur |0, 1] car si x et y sont petits, alors

Ty est tres petit, et peut étre beaucoup plus petit que x — y. Par exemple, prenons
Tpn =1/2nety, = 1/n. Alors

|7(z) — F(y)| =

< |z —y.

f(zn) — f(yn) = n — +oo0.

Ainsi, quelque soit 77 > 0, il est possible de trouver n assez grand tel que

|Tp — yn| = 1/2n < n, et pourtant |f(z,) — f(yn)| > €. La fonction f n'est pas
uniformément continue sur |0, 1].

2.3. On fait un raisonnement similaire, sachant que sin(nx) = 0 et sin(nr + 7/2) = +1.

Posons donc z, = /nm et y, = /nmw + 7/2. Alors | f(2n) — f(ya)| = 1, tandis que
nmw —nw — 7/2
— —
VT + \/mr + /2

Par le méme raisonnement qu'a la question précédente, f n'est pas uniformément continue

sur [R.

0.

Ln — Yn



Fixons £ > 0. Par le théoréme de Heine, f est uniformément continue sur le segment [—T', 2T :
>0, z,ye[-T,2T]et|z—y|<n — |f(z) —fly)<e

(on peut supposer 17 << T'). Prenons alors z et y dans R, avec |z — y| < 5. Il existe k € Z tel que
' =z + kT € [0,T]. Mais alors, onay’ =y + kT € [z’ — n,2" + 5] C [T, 2T). Remarquons enfin
que |z’ — 3’| < 1. On en déduit :

(=) — f)| = |f(") — f(&)| < e.

La fonction est uniformeément continue sur [R.



Exercice 6 Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que
un signe constant sur [a, b].

fé’f(t}dt‘ — f{_f |f(t)|dt. Montrer que f garde

Exercice 7 Soit f ]

1] — R une fonction continue.
1

Montrer que si / f(t)dt =
0

0,
1 . .
5 alors f admet au moins un point fixe dans [0, 1].

Exercice 8 Soit f : [a,b] — R, a < b, une fonction continue non identiquement nulle. On suppose qu’il

Xiste un entier n tel que, pour tout k < n. on a / : £k f(t)dt = 0. On souhaite prouver que, dans U'intervalle [a, b],
il existe au moins n + 1 points ou f s’annule en Cﬁangeant de signe.

1. Traiter le cas n = 0.

2. Traiter le cas n = 1.

On pourra supposer que f s’annule en un unique point ¢ et considérer la fonction g(x) = (x — ¢) f(x)
3. Traiter le cas général.



3 . b
Quitte & changer f en — f (ce qui ne change pas le probléme), on peut supposer que fﬂ f(t)dt > 0. Alors
on a

b b b
f (0] — (&) dt = f Ol — f Ft)dt = 0

d'aprés l'hypothése. Or, la fonction ¢ — |f(¢)| — f(%) est continue et positive, d'intégrale nulle. C'est
nécessairement la fonction nulle, donc f(¢) = |f(£)| pour tout £ > 0. Autrement dit, f est toujours
positive.



La cle est de remarquer que 1

7 = fnl xdz. L'hypothése nous dit donc que

1
j; (f(z) — z)dz = 0.

Ceci n'est pas possible si @ +— f[;l:} — &, qui est une fonction continue, est strictement positive ou
strictement négative sur [0, 1]. Ainsi, cette fonction doit s'annuler sur [0, 1] et la fonction doit avoir un
point fixe.



1. Si fj f(t)dt = 0 et s'il n'existe pas de points ou f s'annule en changeant de signe, alors on a
f > 0ou f < 0. Dans un cas comme dans l'autre, puisque f est continue, la condition

f: f(t)dt = 0 impose que f est identiquement nulle, ce qui n'est pas le cas. Donc f sannule en

changeant de signe en au moins un point.
2. Par la premiére question, on sait que f s'annule en changeant de signe en au moins un point c.

Supposons que c soit l'unique point ol f change de signe, et posons g(z) = (= — ¢) f(z). Alors g
est continue, elle garde un signe constant sur lintervalle [a, b] et, par hypothése et linéarité de

lintegrale, elle verifie
b
f g(t)dt = 0.
(1)

g est donc identiquement nulle. Ceci entraine que [ est nulle, sauf éventuellement en ¢. Mais par
continuité de f en ¢, f est identiquement nulle : contradiction.
3. On remarque d'abord que, par linearite de lintegrale, on a

f bP(t) f(t)dt = 0

pour tout polynome P. Supposons maintenant que f s'annule en changeant de signes en k points
ai,...,a, avec k < n+ 1. Alors la fonction

g(z) = (z —a1)...(z — az) f(=)

garde un signe constant, est continue, et verifie, par la remarque precedente, fﬂ g(a‘:]d&: —=0.g
est donc identiquement nulle, f aussi, ce qui contredit lhypothése de depart.



Exercice 9 Soit f : [a,b] — R continue.

. : - 1 b
1. Démontrer que sa valeur moyenne est atteinte, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 2 f f(t)dt.
b
2. En déduire I'inégalité de la moyenne : [ flt)dt| < |b— a| sup |f(t)]
a tea,bl
1
Exercice 10 Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour tout = € R, on pose g(xr) = f f(t)e*dt.
0
Démontrer que g est une fonction continue sur R.
b
Exercice 11 Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b]. On pose u, = f () sin(nz)dz.
a

Montrer que lim wu,, = 0. Montrer que cette propriété est conservée si ¢ est continue par morceaux sur |a., bl.
n T 1
n——4+oo

Exercice 12 Soit f : [a,b] — R et soit £ > 0.
1. On suppose que f est en escalier.
b b
Montrer qu'il existe g : [a,b] — R continue telle que f fg= f |fl —ecet|g] <1.
r} a

2. Reprendre la méme question si f est continue.

Exercice 13 Soit f : R — R une fonction de classe C' telle que f’ est T-périodique.
On suppose que f(T) # f(0).
1. Montrer que pour tout n > 1, f(nT) — f((n —1)T) = f(T) — f(0).

2. En déduire que f n’est pas périodique.



f étant continue sur le segment [ﬂ., b], elle y est bornee et elle y atteint son minimum et son maximum.
Soient 1, Ty € [a, b] tels que

f(z1) = I[Tz;.r]Lf et f(xa) = ﬂ[itllﬂéfif

Alors, puisque, pour tout Z € [a, b], on a

f(z1) < f(z) < f(x2),

on a en intégrant
b
- af@) < [ f@)ds < (b-a))
soit encore
1 b
flar) < 5= [ He)da < @),

Mais par le théoréme des valeurs intermédiaires, puisque f est continue sur [a, ﬁ], toute valeur comprise
entre f(x1) et f(xa) est prise par f. On en déduit qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

b
10 = 5= [ f@ys.



Fixons @ € IR et soit x € R. Nous allons prouver que g est continue en a. Pour cela, majorons

lg(z) — g(a)| :
1
< fn I£(2)] x |t — e=]dt.

1
l9(z) — g(a)| = ‘ fn F(t)(e” — e)dt

Puisque f est continue sur l'intervalle [0, 1], elle y est bornée. Soit M = Supyp,j) | f|- Alors on a

1
9(z) — gla)l < M [ et — ea|dt.
0

Plusieurs methodes sont alors possibles. Une des plus simples est calculer l'intégrale qui reste en separant
les cas & > a et £ < a. On va plutot utiliser la continuite de l'application exponentielle en 0 en mettant

en facteur €*®. On a en effet

|Etz - etul _ etﬂlet{:—u} - Eﬂ| < E|a||ef|::r—u] - El]|.

Fixons maintenant £ > 0 (c'est le moment de mettre les mains dans le cambouis!). Puisque la fonction
exponentielle est continue en 0, il existe § > 0 tel que, si |h| < 4, alors

le" — el < .
Si |z — a| < 4, alors pour tout ¢ € [0, 1], on a encore |t(z — a)| < d et donc

t(z—a)

e —e <e.

On en déduit que
1
o(z) — o(a)| < Mo [ ede = brekle.
0

Ceci prouve bien que g est continue en a.



Soit @ = ap < @1 < --- < ap = b une subdivision adaptée a ¢, et y; la valeur prise par ¢ sur ]a,i, a.g+1[.
Remarquons que :

p—1

Up = Z;/I;MI () sin(nz)dz

= j‘; - sin(nz)dz

i=0
1 2
= — ) yi(cos(na;) — cos(na;y)).
i—=0

Soit M la plus grande des valeurs des |y;|. On a :

| < —Z2M

On en déduit bien que {un_) tend vers 0. D'autre part, si ¢ est continue par morceaux sur [a, b], et si

2 pM

€ > 0 est fixé, il existe une fonction en escalier 1 telle que, pour tout = € [a, b], ona:

le(z) — ¥(z)| <e.

On a alors :

b b b
/ ¢(z) sin(nz)dz = / (¢(z) — ¥(z)) sin(nz)dz + f ¥(z) sin(nz)dz.



On en deduit :

< +

/ﬂbsﬂ(m)sin(ﬂm)dm /j(‘P(:r:] — (x)) sin(nz)dz /j'f,{!(m] sin(nz)dz

Maintenant, on choisit ng de sorte que pour n > ny, on ait :

< £.

/ﬂb YP(z) sin(nz)dz

Pour un tel n, on a encore :

b b
[ 0@ -~ b@)sinmaiz| < [*[(p(e) - b(a)) sinnz)|dz < (- ).

Ceci prouve que, pour n. = ng, ona:

b
f p(z) sin(nz)dz| < e+ (b — a)e.

La propriéte est conservée si @ est continue par morceaux.



1. Soitag < --- < @, une subdivision adaptée a f, ie f est constante sur chaque intervalle
lai, ait1]- Soit @ > O trés petit (au moins, 2a < min(a; ;1 — a@;)). On définit g de la fagon
suivante sur chaque intervalle [a;, a; 1] :
= Si f > Osur [a;,a;41], on définit g comme étant égale a 1 sur [a; + a, a;11 — a,
g(a;) = g(aiy1) = 0, et g est affine sur chaque intervalle [a;, a; + a] et [a;11 — @, @i 1]
(faire un dessin).
= Si f < Osur [a;, @it1], on définit g comme étant égale a —1 sur [a; + a, ai+1 — a,
g(a;) = g(ai+1) = 0, et g est affine sur chaque intervalle [a;, a; + a] et [a;11 — @, @iy]-
Alors, on a toujours fg > 0, et fg = |f| sur chaque intervalle [a; + a, @;;1 — @]. Notons
M = ||flloo = maxyiop |£(2)]. Alors on a

fjfy?z ':Z_::mey

fjlﬂ—g(f:ﬂlij::m)

b
> f |f| — 2nMa.

IV

Si c est choisi de sorte que & < =, la fonction g convient.

2. Soit § > 0 et soit © une fonction en escalier telle que f — d < p < f + 4. Alors, d'apres la
question précédente, on peut trouver g telle que

j;bsoyzflw—@-
f:.fy: f:(f—w)ngj:bsoy

b
> —(b—a)5+f o] — 6

Mais, on a alors

b
:_>2(b—a.)5—6—f Ifl.

Si d est choisi assez petit, la fonction g convient.



1. On ecrit
f(nT) — f((n— 1)T) = " f'(u)du = f'(u)du = f(T) — F(0),
( ) (( ) ) L—le () /; () ( ) ()

ou la deuxieme égalite est une conséquence du changement de variables u =t — (N — 1)T et du
fait que f' est T-périodique.
2. De la question preceédente, on deduit que

f(nT) — £(0) = n(f(T) — £(0)).

En particulier, la suite (|f(nT")|) tend vers +00. La fonction f ne peut donc pas étre périodique
(peu importe la période) puisqu'une fonction périodique définie sur R est bornée.



Exercice 14 Déterminer toutes les fonctions continues f : B — R vérifiant, pour tous (x,y) € R,

T+Yy

2f(e)= [ fitya

—H

Exercice 15 Soit f une fonction de classe C'!' réalisant une bijection de [0, +o0o[ sur [0, +ool.

1. Justifier que f est strictement croissante.

flx)
2. Montrer que, pour tout x € R*, on a zf(x f flt)dt + [ FL(t)dt.

3. En déduire que, pour tout (z,y) € [0, +oc[?, on a xy < / t)dt + f !

Dans quel cas a-t-on egalité?

Exercice 16 Soit f : [a,b] — R de classe C'! telle que f(a) =

&
1. Prouver que, pour tout x € [a,b], |f(z)]* < (z — a:lf | ()] dt.

2. En déduire quefhu" x)|*dr < (b [ |f'(x)|*dz.



z+1
r—1

et par composition, la fonction f est de classe C'!. Dérivons la relation 2y f(z) = f:__;_y f(t)dt par

Pour y = 1, la relation devient f(z) = % f(t)dt. Par le théoréme fondamental du calcul intégral,

rapport a . On obtient, pour tout (z,y) € R?
2f(z) = f(z +y) + f(z — y).
Redérivons ceci par rapport a 3. On obtient, pour tout (z,y) € R? :
0=f(z+y) - fllz—y).

Or, lapplication (z,y) — (z + y, T — y) est une bijection de R* dans R?. Ceci signifie que l'équation
précédente peut encore s'écrire, pour tout (z,y) € R?, f'(z) — f'(y) = 0. Autrement dit, f’ est
constante, et la fonction f est nécessairement une fonction affine. Réciproquement, on vérifie
facilement que toute fonction affine f(z) = ax + b est solution de ['équation.



1. f étant continue et injective sur lintervalle [ﬂ, +Dc|[, elle y est strictement monotone. 5i elle
était décroissante, on aurait f(x) < f(0) et donc les valeurs supérieures a f(0) ne seraient pas
atteintes. Remarquons aussi que f(0) = 0.

2. Posons

T f(=)
o@) —zf(@) - [ sy~ [ F 0

On va deriver ceci par rapport a . Ceci ne pose pas de difficultes, sauf pour la derniere partie.
Posant u(zx) = fu f 1(t)dt, on doit dériver u o f. On trouve donc

g'(z) = zf'(z) + f(z) - f(2) — f'(2)F ' (f(2) = zf'(2) — 2f'(2) =

Comme de plus g{U) = 0, g est identiquement nulle ce qui donne le résultat voulu.
3. Onfixe x € Ry, et on pose

T y
hy) = ay— [ fode— [0
h est dérivable et on a

h(y) =z —0—f'(y).

Or, f est strictement croissante, et donc f 1(y) < zssiy < f(z) et f Y(y) > zssiy > f(z).
La fonction h est donc strictement croissante sur [0, f(x)], et strictement décroissante sur

[f(x), +oo]. Comme h(f(z)) = 0 d'aprés la question précédente, on trouve bien que

z y
1
w< [ fdes [ @

avec égalité si et seulement si y = f(2).



1. Comme f(a) =0, on a

@)= [ TPt

Ecrivons f' = 1 x f’ et appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz. On trouve

2 T T b
1f(z)]” = gf |f’(t}|2dtxf lzdt*f_:(.t—u]f |7 (¢)|dt.

fz,f’(t} x 1dt

2. Il suffit d'intégrer l'inégalité précédente entre a et b.



Exercice 17

1. Soient I,.J des intervalles de R, soit a € I, soit h: I — R continue, u,v : J — I de classe C! et

v(@)
F(z) = / h(t)d.
u(x)

T
FExprimer F' en fonction de f : 2 +— / h(t)dt.
a

En déduire que F est C! et calculer sa dérivée
2
T

2. On considere la fonction F' définie sur J =]1, 4+o00| par F(z) = / . Etudier le sens de variation de

+ (Int)?

F sur J.
: 1
3. En utilisant la décroissance de la fonction t — ———= sur I =1, +oo[, déterminer lim F(x).
(Int)2 z—-+o0
4. En utilisant 'inégalité 0 < Int <t — 1 pour ¢t € I, déterminer linll+ F(x).
r—
: . 2z dt
Exercice 18 Soit f la fonction définie par f(x) =

z Vi+2+ 1

1. Quel est le domaine de définition de f7 Est-elle paire, impaire 7

2. Etudier les variations de f, puis l'existence de limites aux bornes de I'ensemble de définition.



Te JUIL W U SUSTHISTIL US o « Wi I WAWIL J i | — Jﬂ O\ U JULs W PSUL T SHIAT YU qus

v(z) u(z)
F(z) = f h(t)dt — f h()dt = f(v(z)) — F(u(z))-

Par composition, F est C! et
F'(z) = '(z) f'(v(z)) — ' (2)f'(u(z)) = v'(z)h(v(z)) — v'(z)h(u(z)).

2. On est tout a fait dans le cadre de la question précédente, avec u(z) = z, v(z) = z% et

h(t) = (lnlt)2 . I est donc de classe C! sur J et sa dérivée vaut

) — 2z - 1 _ z— 2
F(z) (In(=2))? (Inz)? 2(Inz)? |

On en déduit que F' est décroissante sur |1, 2|, puis croissante sur [2, +00].
1
(Int)>

3. Pourz € Jyonaz < z2. De plus, la fonction t — est décroissante sur lintervalle
[, 2%]. On en déduit que pour tout z € [z,z2%], ona
1 1 1

< < .
(Inz2)? ~ (Int)? ~ (lnz)

On intégre cette inégalité entre z et z2, et on trouve

2‘:2 — I 2?2 — I
< F(z) < .
na?e =~ L@ = e

Par croissance comparée du logarithme et des fonctions puissance, on en déduit que F' tend vers
+00 si  tend vers +00.
4, D'aprés linégalité indiquée par l'énoncé, on sait que, pour tout £ > 1, on a
1 1
> o
(Int)2 = (t— 1)

On intégre cette inégalité entre x et =2, pour z € I (remarquons qu'on a bien alors = < z2), et on
trouve
2
-1

o= [ -

T

22 -1

t—1

Puisque lim,, ,;+ z/(2? — 1) = +00, on en déduit que lim,, ,;+ F(z) = +oo.



1. Remarquons que, pour toutt € R, on a t4 + 12 + 1 > 0. Le domaine de définition de f est
donc IR tout entier. De plus, pour tout = € R,

—2z dt
f(-=) = f VETE T

2z d’u.
— f (en posant u = —t)
T A u? + u? +1
= — f(2).
La fonction f est donc impaire.

2. Posons Fi(z) = fﬂI ﬁ

dérivable sur R, avec F'(z) =

Alors, par le théoréme fondamental du calcul intégral, F' est

—1 —_— — » .
AT or, f(z) = F(2z) — F(z). On en déduit que f est

dérivable sur R avec

f'(z) = 2F'(2z) — F'(=)
2 1
Vbt 1 a2 11 Vet r 2 i1
2vz4 + 22 + 1 — /1624 + 422 + 1
V16z4 + 422 + 1y/z4 + 22 + 1
4(z* + 22 +1) — (162 + 422 + 1)
(2v/zt + 22+ 1+ /162 + 422 + 1)v/160* + 422 + 1ot + 22 + 1

qui est du signe de —12z* | 3. La fonction est donc croissante sur [—1/ V2, 1/ \/ﬁ] et
décroissante sur | —00, —1/+/2] et sur [1/+/2, +00|.

Calculons maintenant la limite de f en +00 (on sait déja que cette limite existe car la fonction est
positive et décroissante). Pour > 0, on a

&= dt < 2r — x
r VHE+£2+1  Vzt4+z2+1

ce qui donne lim, o, f(z) = 0. Par imparité de f, lim, , ., f(z) = 0.

0<



2z
Exercice 19 Pour x > 0, on note p(x) = £= et f(z) = [ w(t)dt.

I
I

—

. Justifier que f est bien définie sur |0, +o00.

2. Exprimer f en fonction d’une primitive ¢ de . En déduire que f est de classe C'' sur 10, 4+00[ et calculer
sa dérivée.

Etudier les variations de f sur 0, +00[.

Etablir que, pour tout x > 0, e **In(2) < f(r) < ¢ " In(2). En déduire la limite de f en 0 et en +o.

2
On pose, pour z €]0, 1], g(z) = f

-

T dt
+ Int’
Donner une relation entre f et g, et en déduire la limite de g en 1.

:.'..-T

2

L=
arcsin v/Tdt + f arceos \Edt.
1]

sin® T

Exercice 20 Etudier la fonction suivante sur R : f : x — f
0



1. Soit £ > 0. La fonction ¢ est continue sur R ;, en particulier sur le segment [z, 2z|. D'ol
2z
lexistence de [ p(t)dt.

2. Par le théoréme fondamental du calcul intégral, on a f(z) = ¢(2x) — @(x). Puisque ¢ est de

classe C! (et méme de classe C™), on en déduit que f est Cl, et que sa dérivée vérifie pour tout
Tz >0,

2€—ﬂ‘z e T E—ﬂz — e T
f'(z) = 2p(22) —p(2) = 55— — — =

3. Puisque la fonction t — e est décroissante sur I, pour tout £ > 0, on a e & __p7 < 0et
donc f'(z) < 0. La fonction f est décroissante sur |0, +00|.

—t
4. Soitz > 0. Pourt € [z,2z],0onal < % < % et donc 0 < p(t) < = puisque et >0.0n

intégre cette inégalité entre T et 2T et on trouve

_t -z E—Ez

2r
ogf(m}gf E?dtze

I

Par le théoréme des gendarmes, on trouve que lim,,_, o, f(z) = 0.
5. Remarquons que pour tout ¢ € [Z, 2z] on a l'encadrement e 2 < et < e ®. On en déduit, en

—2z —t —T
multipliant par 1/¢ > 0, que ET < ET < ET pour t € [z, 2Z]. On intégre cette inégalité entre

2r _9; 2r g
/ € dtgf(z}i:f ETdt.

t

T et 2 et on trouve

Ceci donne finalement
e ®In2< f(z) <e*In2.

Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que lim,_ g f(z) = In2.



6. Effectuons le changement de variables u — — In# dans l'intégrale définissant g. Remarquons
que In réalise une bijection de [z, z] sur [In(z?),In(z)] (attention, z € [0,1] et on a 22 < ) et

que du = % soit dt = —e “du. On trouve
~In(z%) g-ugy,
o(z) = [ ~ f(~Ina).
—In=x T

Lorsque T tend vers 1, — In  tend vers 0 et, par composition des limites, g tend vers In(2).



Commencons par remarquer que f est w-périodique, car Siﬂz(ﬂ +z) = Siﬂﬂ(z) et

cos®(w + x) = cos?(z). Il suffit donc d'étudier f sur [0, 7]. De plus, on a également f(r — x) = f(z)
et donc il suffit d'étudier f sur [0, 7/2].Soit u(z) = f[}: arcsin \/tdt et v(x) = fnr arccos v/tdt. Puisque
les fonctions arcsin et arccos sont continues sur [0, 1], u et v sont de classe C* sur [0, 1], avec

u'(z) = arcsin \/Z et v'(z) = arccos /. De plus, f(z) = u(sin® z) + v(cos? z). Par composition, f
est de classe C'! sur [0, /2], par conséquent sur R, et sa dérivée est

f'(z) = 2sinx cos x arcsin v/ sin’ ¢ — 2 sin z cos T arccos y’cnsi T

On peut se restreindre a & dans l'intervalle [0, 7r/2], et pour & dans cet intervalle, tout se passe bien, a
savoir v/sin? z = sinz, y/cos? 2 = cos z et arcsin(sin x) = x, arccos(cos x) = x. Il vient :

f'(z) = 2zsinzcosz — 2rsinz cosx
= 0.

Ainsi, la fonction f est constante sur IR. De plus, on a, pour tout € R,

/
f(z) = f(=x/4) = Llﬁﬂ(arcms \/t + arcsin \/t)dt = fu] : % = %,

puisque l'on sait que pour tout € [—1, 1], arcsin(z) + arccos(z) = 3.



Exercice 21 Calculer la limite des suites suivantes :

1/ (7 (2w - {nT
1. -u.n:E sin -~ + sin — + .-+ 4 sin - i

1 1
> :”<W++W)
\/’I+x/§+---+wﬂ—1_

3. Uy =

- F . » . 1
Exercice 22 Déterminer la limite de v, = —
" =1
2n
. , : .. 1
Exercice 23 Deéterminer la limite de S,, = E —.

p=n P

n
H k-i—n lfn.



1. On a directement l'écriture sous la forme d'une somme de Riemann :
1
. 2
Up — sin(wz)dr = —.
0 ™

2. On écrit d'abord :

1 1 1
”“‘E(H?TE?+"“+E?¥EF)'

On a donc :
| P 1 1t 1
— —ar = | — — .
7 e (Ut z)e 1tz), 2
3. Ona:
1 1 n—1
Up=— 4=+ :
n 1 !
et donc :
1 2
un—>[ VAT = —.
0 3
4. Ona:

2| =

e (m(10 (1)) ¢ (1 (2))).

Par composition des limites, ceci converge vers :

ex 1 3:2 L
p(ﬁ.hﬂ+ ydz |.

Lintégrale se calcule a l'aide d'une intégration par parties :

9
dzx

1 1
In(1 + z2)dz = [z1n(1 + 21-2[
fl:l ( —|—:E)‘.I? [iE ( m}I]l] 0 1—|—.’E2

1.2
+1-1
—lm@)-2[ T da
0 r“+1
T

=In(2) -2+ 5



On va se ramener a une somme de Riemann en utilisant la fonction exponentielle. On ecrit donc

l n
— = H{Ic +n)l/m
g

- oo Ltk s m)

= %exp(%(]n{l—l—n] —I—----l—ln(n—i—n)))

:%exp(%(]n(n (1+%))+- n(n(1+2
:%exp(% (nlnnJrln(lJr%) +(1+ 2
_ %exp(lun)exp(% (]n(l—l— %) +oo (14 %)))
:exp(% (ln(l—i— %) +oo+In(14 %)))

On pose f(z) = In(x), fonction continue sur [1, 2], et on considére S,(f) la n-ieme somme de Riemann
de fentre1et2.Ona

v, = exp(S,(f)).
Par le theoreme des sommes de Riemann, on a

2 2
Su(f) — .[1 F(t)dt = ﬁ In(z)dz.

Or,
2
f In(z)dz = [rlnz — z|? =2In2 - 1.
1

Par le theoreme de composition des limites, on trouve finalement que {‘Un} converge vers

exp(2In2 — 1) = 4/e.



On va interpreter cette somme comme une somme de Riemann. Ce n'est pas tout a fait immediat, l'astuce
consiste ici a écrire p = n + k avec k dans 0,...,n. On a donc

T 1 1 & 1
Sn: = — —.l:'
otk nig14k

On reconnait alors une somme de Riemann de la fonction continue & +— ﬁ sur lintervalle [0, 1]. On en
deduit que

4
Sn—}f dr = In 2.
0 1+I
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