ARITHMETIQUE

Dans ce chapitre les variables a, b, ¢, d, m, q et r représentent a
priori des entiers relatifs.

L’anneau des entiers relatifs

Les propriétés de ’anneau des entiers

Anneau commutatif

e L’ensemble Z = {0,+1,£2,43,+4,---} des entiers relatifs est
construit a partir de I’ensemble N des entiers naturels.
Tout entier naturel correspond a un entier relatif positif : N=7Z,..
L’addition + et la multiplication x sur Z sont des lois de composition
interne qui étendent de facon usuelle 'addition et la multiplication
sur N.
e L’ensemble Z des entiers relatifs est un anneau commutatif ; ceci
signifie que pour les opérations + et x, tout triplet (a,b,c) € Z3
vérifie ces propositions :
+ est une loi de composition interne : a + beZ
Associativité (a+b)+c=a+(b+c)
Elément neutre 0O+a=a+0=a
L’élément neutre de + est noté 0€Z
et est appelé élément nul ou zéro.
Elément symétrique (—a) +a=a + (—a) =0
Le symétrique de a €7 est noté —a et appelé opposé.
Commutativité a+b=b+a
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X est une loi de composition interne : a X b€Z

Associativité (axb)xc=ax(bxc)
Distributivité (a+b) xec=(axc)+(bxc)
ax (b+c)=(axb)+ (axc)

Elément neutre lxa=ax1l=a
L’élément neutre de X est noté 1€7Z,
est appelé élément unité, et 1 £ 0.
Commutativité axb=bxa

e L’anneau (Z,+, x) est dit commutatif car la multiplication x est
commutative. La définition méme des anneaux impose que 'addition
soit commutative.

Anneau totalement ordonné

e L’anneau (Z,+, x) est ordonnée pour la relation d’ordre total <,
car tout triplet (a,b, c) €73 vérifie ces propositions :

Réflexive a<a

Anti-symétrique (a<bET(b<a)=a=0b
Transitive (a<DET(b<c¢)=a<c
Ordre total (@ <b)OU (b<a)

Compatibilité avec + a<b=a+c<b+c
Compatibilité avec x 0<a)ET(0<b) = 0<ab

e [’anneau Z est discret, autrement dit :
V(a,b)eZ a<b=a+1<D

e La construction de Z a partir de N aboutit a ces propriétés sur Z
a partir des propriétés équivalentes vérifiées par N.
e Les régles des signes et les propriétés usuelles des inégalités se
déduisent des propositions ci-dessous, par exemple :
a<b<=0<b—a<= -b< —a
(a <L)ET (0 <¢) = ac < bc

e Les deux démonstrations reposent sur la compatibilité de la rela-
tion d’ordre < avec l'addition et la multiplication ; la premiére opére
par implications circulaires :
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a<b=— 0=a—a <b—-a
= —-b=0-0 <(b—-a)—b=—a
= a=(a+b)—b<(a+b)—a=b
(a<b)ET(0<¢)=(0<b—0a)ET(0<¢)
= 0<(b—a)c=bc—ac
—ac < be
e La valeur absolue |e| sur Z est définie ainsi :

o . { a sia>0
la] =max(a,—a) =1 _4 sinon
La définition |a| = max(a, —a) € Z; = N suppose que la relation
d’ordre < est totale pour permettre la comparaison de a et de —a.

e Les propriétés usuelles des valeurs absolues se déduisent des pro-
priétés précédentes :

|abl = [a[ [b]  |a+b] < |a| + [0]
e [’anneau commutatif (Z, +, x) est dit integre car il vérifie ces deux
propositions équivalentes :

(V(a,)€Z* axb=0= (a=0)OU(b=0))
<:><V(a,b)622 VeeZ* axeszcﬁa:b)

Toute égalité d’entiers dans laquelle apparait un méme facteur ¢ non
nul est simplifiable, ou dit autrement, tout entier non nul est régulier
pour la multiplication.

e La construction méme de entiers naturels justifie que le produits
de deux entiers naturels non nuls est non nul, la régle des signes
étend cette propriété a Z.
e Réciproquement tout a €Z vérifie a x 0 =0 x a = 0.
Cette propriété est commune a tous les anneaux.

Eléments inversibles

e Les seuls éléments inversibles de Z sont =+1 :
V(u,v)€Z w=1<=(u=v=1)0U(u=v=-1)

U(z) = {UEZ/EIUEZ uv = vu = 1} ={-1,1}

e Dans le cas ou u et v sont positifs ; la contraposée de I'implication
v =0 = uv = 0 justifie ces implications car N est discret :
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w=1=uv #0
= v#0
= v >0
— v >1
Pour la méme raison u > 1 car le produit uv = vu est commutatif.
Ces produits justifient 'inégalité réciproque :
0<1<uw)ET(1<v)=1lxu=u<uxv=1
—u<l
De méme v < 1 par symétrie. En conclusion ces quatre inégalités
démontrent © = v = 1 lorsque u et v sont positifs.
Dans le cas général ol (u,v) €Z?, les propriétés des valeurs absolues
prouvent le résultat recherché :
w = 1= |uv| = |u| |v] =1
= |ul =Jv[ =1
= (u==£1) ET (v = =£1)
Une derniere vérification de ces quatre possibilités démontre que
seuls les deux cas u =v =1 et u = v = —1 sont possibles.
Les égalités 12 = (—1)? = 1 justifient l'inclusion {—1,1} C U(Z).
Des deux propriétés montrent 'égalité U(Z) = {—1,1}.

La division euclidienne

e Tout sous-ensemble E non vide et majoré de Z admet un plus
grand élément noté max F :
max K ekl VeeFE z<maxF

e Cette propriété est directement issue des trois propriétés caracté-
ristiques de N :
toute partie non vide majorée de N a un plus grand élément
ET toute partie non vide de N possede un plus petit élément
ET N n’a pas de plus grand élément

e Le quotient et le reste de la division de a € Z par b€ Z* est I'unique
couple (g, r) défini ainsi :

YaeZ YbeZ* I (q,r)eZ® a=bg+r ET0<r < |
e Cette propriété suppose b # 0 et affirme I'existence et I'unicité du

quotient et du reste de la division.
Le reste est par définition positif et strictement inférieur a |b| pour
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tenir compte du cas b < 0.

e La preuve de 'existence de (g, ) et celle de 'unicité sont distinctes.
La démonstration de ’existence commence par le cas b > 0, le cas
b < 0 s’en déduit.

Supposons b > 0, donc b > 1; le sous-ensemble £ de Z est non vide
et majoré par |a| :

E={peZ [a—-bp>0} CN
a+lalb=la|(£1+b) >0 —la|€eE
p>lal=a—-bp<a-—lalb=|a|(£1-b) <0

—a—bp<0
= p¢FE |a| majore E
En conséquence E possede un plus grand élément noté ¢ = max F,
et g+ 1¢FE car g+ 1> max F :
(a—bg>0)ET (a—(¢g+1)b) <0<= (a—bg > 0)ET (a — bg <b)
<~ 0<a—qgb<d
r=a—bge0,b—1]
La division euclidienne de a par b < 0 se déduit de la division eucli-
dienne par —b > 0 :
a=(=bjg+r=0(—q) +r 0<r<|b
Le reste est le méme et le quotient 'opposé du quotient initial.
L’unicité du couple (q,r) provient de cet encadrement obtenu par
différence :
a=bg+r=0+r"= —|b| <blg—¢)=r—1"<|b
= 1-b <blg—¢)=r—1" < |p| -1
ba—q)EVZA[-b+ Lol -1 ={0} q=¢ r=r

e Le tableau ci-dessous énumere quelques exemples de divisions :
a b ‘ q T ‘ a= bxgq +r
101 5 20 1 101= 5x20 +1
101 —-5|—-20 1 101=-5x(—20)+ 1
—101 51-21 4| -101= 5x(-21)+4
—101 -5 21 4| —-101=-5x21 +14
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Divisibilité
e Les conditions équivalentes suivantes définissent que « a divise b » :
a|b<= beaZ <= b est un multiple de a
< dke€Z b=ka
<= le reste de la division de b par a est nul  lorsque a # 0.
o Les diviseurs de 72 et de 64 sont les suivants :
72: £1, 42, £3, +4, 16, £8, £9, £12, £18, £24, £36, £72
64:+1,+2,+4,+8 +16,+32, +64

e L’arithmétique étudie les propriétés de divisibilité des entiers, pour
cette raison les notations a | b et b = ka ou k €Z sont préférables a la
notation fractionnaire b/a qui peut représenter un nombre rationnel
non entier.

Formulaire de divisibilité

e Ce formulaire récapitule les principales propriétés de la divisibi-

lité :

lla al0 ala a|lb<=(—a)|b<=a|(-b) < |a| | |b|
(a|D)ET(b|c) =alc (a|D)ET (a|c)=a|(b£c)
(a|b)ET(b|a)=|a|=|b] ie.a=+b all<=|a]=1
(a]|b)ET (b#0) = |a|] < |b] alb=albc

(c#0)ET (ac| bc) =>a | b a|b=ac|bc

e Ces appartenances a aZ des multiples justifie les premieres pro-
priétés :
a=1xa€lZ=72 <=1]a

0=0xa€aZ <=al0

a=1xa€aZ <= ala
Les égalités bZ = (—b)Z = |b|Z et la propriété a € (—b)Z <= —a € bZ
justifient ces équivalence :

a|b<=al(=b) <= (=a)|b<=la||[0]
Si b= ap€aZ est un multiple de a et ¢ = bq € bZ est un multiple de
b alors ¢ = (ap)q = a(pq) € aZ est un multiple de a :
(a|)ET (b|c)=a]c

La définition méme de la divisibilité justifie ’existence de p € Z et
q €7 vérifiant ces égalités :
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alb b=apecaZ alc c=aqea’
btc=ap+taqg=a(p+q)€aZ al|(b£tc)
be = a(pc) € aZ a | be bec = (ac)p€acZ ac | be
Si ¢ # 0 la réciproque repose sur bc = acp = b = ap, donc a | b.
La démonstration de I’équivalence entre (a | b) ET (b | a) et |a| = |b]
se fait par deux implications.
L’hypothese |a| = |b| entraine a = £b donc a est un multiple de b et
b un multiple de a, ainsi a | bet b | a.
La démonstration réciproque distingue le cas a = 0 et a # 0.
Si @ = 0 alors par hypothese 0 | b et b€ 0Z = {0}, donc b = 0 et
|a] = [b].
Supposons au contraire a # 0, les hypotheses a | b et b | a signi-
fient que b est de la forme b = pa et a = gb ou (p,q) € Z*. Ainsi
a = gb = pga. L’hypotheése a # 0 entraine pg = 1, donc |p| = |¢| =1
et |a] = [0].
En particulier a | 1 entraine |a| = 1 car 1 | a est vérifié pour tout
a€l.
Sia|betb#0alorsb=paoupeZetpF#0,ainsi [p| > 1 et
6] = |al.
e [’étude des restes de a et b par 7 justifient cette implication :
7| (a®+b%) = (7]a) ET (7| b)

o Les entiers a et b sont de la forme 7q+7 et 7¢'+7" ou (r,r") €0, 7]]2,
'expression a®+b? est la suivante et elle est divisible par 7 en fonction
de r? + 1%
a® + b= (Tq+71)° + (7¢ +r')?

=7(7¢* + 2qr + 7¢* 4 2¢'7") + r* 4 1"

7| (a® +b?) = 7| (r* +17?)
Les 49 cas possibles sont donc les suivants ou 1’abscisse correspond
a r et ordonnée & 1’ :
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0|12 3 |4|5]|6
0]0|1]4]9]16|25)|36
11125 10|17]26 |37
2141581312029 40
31910131825 |34 |45
4116|1720 |25|32]|41 |52
5125(26(29|34|41|50]61
6]36|37|40 45|52 |61 |72

Le seul multiple de 7 de ce tableau est obtenu pour r =1 =0 :
7] (a® 4+ b?) = 7| (r* +17?)

—=rP4r? =0

<~ (r=0)ET (+"=0)

< (7]|a)ET(7]0)
e Cette équivalence définit les congruences :

a=b [ <=c|(b—a) ou ce N~

Ainsi les restes des divisions de a et de b par ¢ sont les mémes si et
seulement si a = b [c].

e La relation e|e est une relation d’ordre partielle sur N car elle est
réflexive, anti-symétrique et transitive :

Réflexive VaeN ala
Anti-symétrique V¥ (a,b)eN* (a |b)ET (b|a)=a=1b>0
Transitive V(a,b,c)eN? (a|b)ET(b|c)=a|c

La relation d’ordre e |e est partielle et n’est pas totale car 6 et 10
par exemple ne peuvent pas étre comparé : ni 6 | 10 ni 10 | 6.
L’entier 1 est le plus petit des entiers pour la relation de divisibilité
car 1 | a pour tout a € N. L’entier 0 est le plus grand car a | 0 pour
tout a €N.

L’anti-symétrie n’est pas vérifiée par la divisibilité sur Z pour une
raison de signe :

(a[b)ET (b]a) < la| = [b]
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L’algorithme d’Euclide et ses conséquences

Lemme d’Euclide

e L’entier d€Z est un diviseur commun a a et a b si et seulement si
d est un diviseur commun a b et a r =a — bq :

a=bg+r r=a-bg (d|a)ET(d|b) <= (d|b)ET(d|r)

e Cette propriété est valable pour tous les entiers a, b et ¢, et s’ap-
plique le plus souvent lorsque ¢ et r sont le quotient et le reste de la
division euclidienne.

e Des sommes et les différences de multiples de d justifient I’équiva-
lence :
(d]a)ET(d]|b) = a) ET (d | b) ET (d | bq)
(a—bq)) ET (d | )
ET (d|0)

—
—
(d|D)ET(d]|r) = d|bq) ET (d|r)
—
—

Algorithme d’Euclide

e L’algorithme d’Fuclide appliqué a a et a b consiste a construire
les suites (ag)y, (bk);, et (ry); des restes successifs de divisions eucli-
diennes :
apg = a b() =b
pour tout k€N tel que by # 0,
ri est le reste de la division euclidienne de a; par by
puis agy1 = by et Ojebgr1 = i < by
pged(a, b) = |ap| €N lorsque b, = 0.

Ces suites ne comportent qu'un nombre fini, noté p, de termes, car
la famille d’entiers positifs (by),, est strictement décroissante & partir
du rang 1; elle comporte au maximum |b| + 1 termes et le dernier
terme b, = 0 est nécessairement nul.

Le résultat de l'algorithme d’Euclide, noté pged(a, b), est le dernier
reste non nul : pged(a,b) = |ap| = [bp—1| = rp—2 > 0.

Des que lalgorithme d’Euclide effectue au moins deux divisions, le
résultat a, est le reste de la division d’ordre p —2 et est donc positif.
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La valeur absolue du résultat sert uniquement dans le cas ou le pre-
mier ou le second reste est nul, par exemple si b | a et a < 0.

e Si b =0 alors bg = 0 et le résultat de l'algorithme d’Euclide est
jaol = lal.

En particulier 'algorithme a pour résultat pged(0,0) = 0.

De méme si a = 0 et b # 0 alors le reste rg = 0 est nul, et ainsi
a; = b, by = 0 et le résultat de l'algorithme d’Euclide est b; = |a].

Plus grand commun diviseur

e Les diviseurs communs a 72 et 64 sont +1, +2, +4 et +8.

e Le résultat pged(a,b) de lalgorithme d’Euclide est le plus grand
diviseur commun a a et a b, d’otl son nom :

pged(a,b) [a pged(a,b) [ b
pged(a,b) €N est un diviseur commun & a et a b.
pged(a, b) est le plus grand diviseur de a et de b si (a,b) # (0,0).
e Le lemme d’Euclide sur la divisibilité prouve que pged(a,b) divise
tous les termes aj et by, donc divise a et b; plus précisément no-
tons d = pged(a,b) = |by—1|, le lemme d’Euclide appliqué a chaque
équation démontre d | a et d | b :

ap—1 = bpfl dp—1 + T'p—1 = bp,1 dp—1 car rp—1 = 0
d | ap—1 ap—-1 = bp,Q d | bp,1 bp,1 = Tp-2
ap—2 =bp_2qp—2+rp—2
d | ap_z ap_z = bp_g d | bp_z bp_g = Tp_g
a1 =biqi+m
d]al a1:b0 d’bl 51:7"0
a = ag = by qo+ 1o =bgo + 10
d’ao apg = a d’bo b[):b

En conclusion pged(a, b) divise a et b.

Réciproquement montrons que pged(a,b) est le plus grand diviseur
de a et de b dans le cas général ou a et b ne sont pas simultanément
nuls.

Si d est un diviseur commun a a et a b alors d | a et d | b, puis
d | aj et d| by en appliquant le lemme d’Euclide & a = gy b + 79 ou
alzbozbet blzro.

Une construction par récurrence justifie ensuite d | ay, et d | by pour
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des valeurs croissantes de I'indice k. En dernier lieu d | ay, c’est-a-dire

d | pged(a, b).

Les entiers a et b ne sont pas simultanément nuls par hypothese,

donc la relation d | pged(a, b) entraine d < pged(a, b).

o [’exemple suivant illustre ’algorithme d’Euclide :
a=11221222|122|100 |22 |12 |10
b= 1222|122|100| 22|12 |10
r=1,1221100| 22| 1210 2| O
q= 0 1 1 41 1] 1| 5

pged(122,222) = 2

o Cette propriété fondamentale caractérise le pged :
(d]a)ET (d]|b) < d| pged(a,d)

e La démonstration précédente justifie le sens direct de cette équi-
valence.
La démonstration de 'implication réciproque provient de la transiti-
vité de la divisibilité : d | pged(a, b) et pged(a,b) | a entrainent d | a,
de méme d | b.
e Le pged est commutatif et les calculs de pged privilégient les entiers
positifs, ce qui explique la convention pged(a,0) = |al.
pged(a,+1) =1 pged(a,a) = |a| = pged(a, 0)

pged(a, b) = pged(b, a) = pged(—a,b) = pged(a, —b) = pged(lal, [b])
Ainsi pged(0,0) = 0 méme si tout entier positif divise 0, dans ce seul
cas particulier le nom pgcd semble trompeur.
e Les preuves reposent sur la définition méme de plus grand diviseur
commun.
En particulier les diviseurs communs a a et a b ne dépendent pas de
l'ordre d’énumération de a et b et sont les mémes que ceux de +a et
de =£b.
e Ces propriétés sont une conséquence de la propriété fondamentale :

pged(ca, cb) = [¢] pged(a,b)  |a| = pged(a,b) <= a | b
e La premiere égalité se ramene a 0 = 0 si ¢ = 0, la suite de la dé-
monstration suppose ¢ # 0. Justifier ces deux relations de divisibilité
démontre I'égalité :

|c| pged(a,b) | pged(ca, cb) pged(ca, eb) | |c| pged(a, b)

Ces propositions démontrent la premiere relation :
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d = pged(a, b) d|a cd | ca d|b cd | cb
cd | pged(ca, cb) |c| d = |c| pged(a,b) | pged(ca, cb)
La justification de la seconde exploite 'hypotheése ¢ # 0 et note
k = pged(ca, cb)/c€Z car ¢ | ca et ¢ | ¢b donc ¢ | pged(ca, be) -
pged(ca, cb) = ck | ca kla pged(ca, cb) = ck | ¢b kb
k | pged(a,b) ck = pged(ca, cd) | |c| pged(a,d)
La preuve du sens direct de 1’équivalence provient de pged(a, b) | b.
Réciproquement 'hypotheése a | b associée a a | a justifie la di-
visibilité a | pged(a,b); par ailleurs pged(a,b) | a; en conclusion
pged(a, b) = |al.
e Deux entiers a et b sont premiers entre eux lorsque pged(a,b) = 1.
e Le pged est associatif, d’ou cette définition de pged(a,b,c) et la
propriété caractéristique qui en découle :
ngd(a’ b, C) = ngd(a’ ngd(b’ C)) = ngd(ngd(a’ b)’ C)
d | pged(a,b,c) <= d | aETd|DETd|c
e Ces équivalences reposent sur la propriété fondamentale des pged :
d | pged(apged(b, ¢)) <= (d | a) ET (d | pged(b, ¢))
<= (d]a)ET(d|b)ET (d]¢)
<= (d | pgeda,b)) ET (d | ¢)
<= d | pged(pged(a, b), c))
Appliquer ces équivalences d’une part & d = pged(a, pged(b,c)) et
d’autre part & d = pged(pged(a,b),c) justifient cette égalité par
deux criteres de divisibilité :
pged(a, pged(b, ¢)) | pged(pged(a, b), c)
pged(pged(a, b), ¢) | pged(a, pged(b, ¢))
pged(a, pged(b, ¢)) = pged(pged(a, b), ¢)
e Les propositions « les entiers (a, b, ¢) sont premiers entre eux deux
a deux » et «les entiers (a,b,c) sont premiers entre eux dans leur
ensemble » ne sont pas équivalentes :
pged (6,10, 15) = pged(pged (6, 10),15) = pged(2,15) =1
pged(6,10) = 2 pged(10,15) =5 pged(6,15) =3
Aucun des entiers (6, 10, 15) ne sont premiers entre eux deux & deux.
Les entiers (6,10, 15) sont premiers entre eux dans leur ensemble.

e Le pged vérifie pged(a, b) = pged(b, r) lorsque r est le reste de la
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division euclidienne de a par b.

e La premicre implication provient du lemme d’Euclide et de la pro-
priété fondamentale du pged :
(pged(a; b) | a) ET (pged(a, b) | b)
= (pged(a, b) [ 0) ET (pged(a, b) [ )
= pged(a, b) | pged(b, r)
(pged(b, ) [ b) ET (pged (b, 7) | 7)
= (pged(b, 7) | a) ET (pged(b, ) | b)
= pged(b, r) | pged(a, b)
La démonstration est similaire pour 'autre relation de divisibilité :
(pged(a, b) | pged(b, ) ET (pged(b, 7) | pged(b, 7))
= pged(a, b) = pged(b, )
e Pour la relation d’ordre partiel o |e sur N, l'entier pged(a,b) est
plus grand que tous les diviseurs commun de a et b car d | pged(a, b).
En outre pged(a,b) est un diviseur commun a a et a b. Ainsi

pged(a,b) est le plus grand des diviseurs de a et de b pour la re-
lation d’ordre partiel o | e.

Théorémes d’arithmétique

Théoreme de Bezout et ses conséquences

Equation de Bezout

e L’algorithme d’Euclide construit une solution entiere a 1’équation
au+bv = pged(a, b) d’inconnues (u,v) € Z* par substitutions succes-
sives des restes des divisions euclidiennes a partir de la derniere :

I (u,v)€Z* au+ bv = pged(a, b)

e L’exemple ci-dessous illustre la résolution de 24u + 17v =1 :
24=17x1+7 pged(24,17) = pged(17,7)

17=7x2+3 = pged(7, 3)
7T=3x2+1 = pged(3,1)
3=1x3+0 =1

1=7-3x2=7-(17-2x7)x2=Tx5-17x2
=(24-17)x5-17Tx2=24x5-1Tx7  (u,v) = (5,-7)
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e La méthode précédente de résolution de ’équation de Bezout est
en fait générale et s’adapte a n’importe quel couple (a,b) € 72

Théoréeme de Bezout

e Le théoréeme de Bezout énonce cette équivalence :
pged(a,b) =1 < (EI (u,v)€Z* au+bv = 1)
e Le sens direct est démontré par I’équation de Bezout.
Réciproquement s'il existe (u,v) € Z* vérifiant au + bv = 1 alors ces
régles de divisibilité justifient que pged(a,b) =1 :
pged(a,b) | a pged(a,b) | au
pged(a,b) | b pged(a,bd) | bu
pged(a,b) | 1 pged(a,b) =1
e Cette propriété est une conséquence du théoreme de Bezout :
(pged(a,b) = 1) ET (pged(a, c) = 1) = pged(a, be) =1

} = pged(a,b) | au+ b

e Le produit des deux équations de Bezout associées a (a,b) et &
(a, c) justifie pged(a, be) = 1 en appliquant 1’équivalence énoncée par
le théoreme de Bezout :
(au+bv=1)ET (au' + ' =1)
—1 = (au + bv)(av’ + cv') = a®
= a(auu’ + bu'v + cuv”) + (be)(vv') =1

! ! / /
uu + abu'v 4+ acuv’ 4 bevv

e L’existence d’une solution a ’équation de Bezout pour (a,bc)
prouve la réciproque du théoréme précédent :

pged(a,be) = 1= 1 = au + (bc)v = au + b(cv)

= pged(a,b) =1

La symétrie de la formule justifie pged(a,c) = 1.
e Les puissances d’entiers premiers entre eux sont aussi premiers
entre eux :
pged(a,b) = 1 = pged(a™,b") =1 pour tout couple (m,n)eN?

e Une étape intermédiaire de la démonstration justifie par récurrence
pged(a, b™) = 1 a partir de la propriété précédente :
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pged(a,b) =1
pged(a,b™) =1
Le résultat final consiste a appliquer de nouveau le résultat précédent

a b ala place de a, a” a la place de b, m a la place de n :
pged(a,b”) = 1 = pged(a™,b") =1

} — pged(a, ") =1

Théoreme de (Gauss et ses conséquences

o Le Théoréme de Gauss énonce cette implication :
(pged(a,b) = 1) ET (a | bc) = a| ¢
e La démonstration découle du produit par ¢ de ’équation de Bezout
associée a (a,b) de solution (u,v)€Z?, en notant k = be/a€Z :
au+bv=1= acu+bcv =c
= acu + akv = a(cu + kv) = ¢
= alc
e Cette proposition est une conséquence du théoréme de Gauss :
(pged(a,b) =1)ET (a| ) ET (b|c) = ab | c
e La démonstration consiste a appliquer le théoreme de Gauss au
quotient entier k = c/a€Z :
(pged(a,b) =1)ET (b| ¢) ET (¢ =ka)=b | k
= ab | ak
= ab|c

Ensemble des solutions de I’équation de Bezout

Dans cette partie le couple (a,b) €N? vérifie pged(a,b) =1, a > 2 et
b > 2, et Iéquation de Bezout B d’inconnues (u,v) € Z* est définie
par au + bv = 1.
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Construction d’une solution

o Les familles (ag), (bx), (qk), (rk), (ur) et (vg) sont définies ainsi :
apg = a b():b UO:O U():l U1:1 V1 = —qo
Pour tout k£ € N tel que by # 0, qr et r; sont respectivement le
quotient et le reste de la division euclidienne de ay, par by, a1 = by

et bpyr1 =71% ¢
Uk4+1 = Ug—1 — Gk Uk Vk41 = Ug—1 — qr v~ pour k >1
Les familles (ay) et (bg) sont construites a partir de lalgorithme
d’Euclide, ces familles sont finies et le dernier terme est noté b, = 0.
e Tout k€ [0,p] vérifie I'égalité suivante, et en particulie ces suites
construisent un couple solution a I’équation de Bezout :
Tk = QU1 + bUk+1 pged(a,b) =rp_o = up_1a +v,_1b
e Une démonstration par récurrence justifie cette derniere égalité.
Cette égalité est vérifiée pour k =0et k=1
aup +buvi=a—qb=ro ur=-q ve=14+qq
aug +bva=—qra+ (1+qq)b=>—qla—qb) =ar —qri=r.
Les deux premiers termes sont bien vérifiés, cette démonstration par
récurrence suppose 1’égalité vérifiée aux rangs k et k + 1 et la dé-
montre au rang k + 2 :
AUpy1 + bvg41 = 7g
AUgy2 + bUk42 = TEy1
aug43 + boggz = a(Up1 — Qo2 Ukr2 + b(Ver1 — Qo2 Qer2Vir2)
= aups1 + bug g1 — qrg2(aupro + bug o)
=Tk = Qk+2 Th1 = Q42 — Qht2 Dpy2 = T2

Ensemble des solutions

e L’ensemble S des couples (u,v) solutions de 1’équation de Bezout
au + bv = 1 ou pged(a,b) = 1 est construit a partir d’une solution
particuliere (u/,v') €Z? :
S ={(u +kbv' — ka) | keZ}
e Une simple vérification justifie une inclusion :
a(u + kb) +b(v — ka) = au' + b0’ +ab(k —k)=1+0=1
{( +kb,o' —ka) [ keZ} C S

Réciproquement soit (u,v) €S la différence des deux équations abou-
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tit au théoreme de Gauss :
au+bv =1 av' + b’ =1
a(u’ —u) +b(v' —v) =0 a(u’ —u) =blv—2')€VZ
(b | a(u’ —u)) ET (pged(a,b) =1) = b | (v — u)

Notons k = (u' — u)/b € Z, ainsi u = u' + kb, substituer u dans
I’équation initiale démontre v = v’ — kb :
bv=1—au = (au' + ') — a(u' + kb) = bv" — kab = b(v' — ka)
v=20 —ka
Cette égalité termine la preuve de l'inclusion vérifiée par S.

Une solution particuliére

e Lorsque a et b sont des entiers premiers entre eux supérieurs a 2,
il existe une unique solution (&, v) vérifiant en plus ces inégalités :

V(a,b)eN*? 3, 0)e[l,b—1] x [1,a —1] ati—bv =1

e L’algorithme d’Euclide construit une solution a 1’équation de Be-
zout, la propriété précédente énumere toutes les solutions. Notons
(u,v) est une solution quelconque de I’équation de Bezout, et g et r
le quotient et le reste de la division de u par b. Ainsi 0 < r < b, et
vérifions que (@,v) = (u — gb, —v — qga) vérifie toutes les propriétés
recherchées.
Le couple (@,v) est bien solution de 1’équation au — bv = 1, et
0<u<hb.
Par ailleurs @ = 0 est impossible car bv # 1 du fait que b > 2, ainsi
uAOetl <u<b-1.
Il reste a vérifier que 1 <o < a a partir de ’égalité bv = 1 + au.
0<u<b-—1=1<bv=14au<l+(b—1)a

= 1<bv<ba—a+1<ba

= 0<bv < ba

= 0<7<a

= 1<v<a-1
Cette méthode a partir d’une division euclidienne construit bien un
couple-solution (u, ).
La preuve de I'unicité se fait par différence de équations associées
a deux couples-solutions; le théoreme de Gauss et un encadrement
terminent la démonstration :
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au —bv =1 au —bv =1
a(u—u)—b(®—-0)=0 a(u—u) =b(v—0)
(pged(a,b) =1)ET (b a(u —u)) = b | (u— 1)
1<u<b-—1 1<u<b-1 —b<2-b<u—-u<b—-2<d
(G- GEbZ)ET (~b<ti—a<b) = G —1=0

En conclusion 4 = %, puis a(v —0) =0 et v = 0.

Plus petit commun multiple

e Les multiples de 6 et de 8 sont les suivants :
6:0,+6,+12, £18, £24, £30, £36, £42, +48, +54, - - -
8:0,+8,+16, 24, £32, £40, £48, £56, - - -

Ainsi 0, £24, +48 sont des multiples communs a 6 et a 8.

e Le plus petit commun multiple strictement positif de a et b lorsque
ab # 0 est défini ainsi :

ppcm(a, b) = min {mEN* / a|mETDH| m} eN*
ppcem(a, 0) = ppem(0,a) = ppem(0,0) =0 par convention

e Le sous-ensemble précédent de N est non vide car il contient |ab|,
il possede donc un plus petit élément et le ppcm est donc bien défini
comme étant le plus petit élément d’un sous-ensemble non vide de
N.

e Le ppcm est commutatif et ses premieres propriétés sont les sui-

vantes :

ppcem(a, £1) = ppem(a, a) = |a| a | ppem(a,b) b | ppem(a,bd)
ppcm(a, b) = ppem(b, a) = ppem(+a, £b) = ppem(|al, b])

e Les preuves reposent sur la définition méme de plus petit multiple
strictement positif commun.

En particulier les multiples communs a a et a b sont les mémes que
ceux de £a et de £b.

o Cette équivalence fondamentale caractérise le ppcm :

(a | m)ET (b | m) <= ppcm(a,b) | m
e La propriété est vérifiée si a = 0 ou b = 0, les deux propositions
sont vraies si m = 0 et fausses sinon.

La suite de la démonstration suppose a # 0 et b # 0.
La démonstration du sens direct de I'implication suppose a | m et
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b | m et prouve ppcm(a,b) | m. Notons ¢ et r le quotient et le reste
de la division euclidienne de m par ppcm(a, b) :

m = ¢ ppcm(a, b) +r r =m — q ppcm(a, b) € [0, ppem(a, b) — 1]
Ainsi a | m et a | ppem(a,b), donc a | 7, et pour une raison symé-
trique b | 7, donc r est un multiple commun & a et a b et par ailleurs
ce reste vérifie 0 < r < ppem(a, b).

L’hypothese r # 0 aboutit & une contradiction car r est d’une part
un multiple commun & a et & b qui vérifie donc r > ppem(a, b) par
définition du ppcm, et d’autre part r < ppcm(a, b) comme tout reste
de division euclidienne. En conclusion r # 0 est impossible, donc
r =0, et ppcm(a, b) | m.

La preuve de la réciproque associe ’hypotheése ppem(a,b) | m a la
propriété a | ppcm(a,b) et justifie par transitivité a | m; la raison
pour laquelle b | m est similaire.

e Ces deux propriétés sont des conséquences directes de la précé-

dente :
ppem(ca, cb) = |¢| ppem(a, b) a | b<= ppcm(a,b) = |b]

e La méthode de démonstration est comparable a celle des propriétés
analogues sur les pged.
La premiere égalité est vérifiée si ¢ = 0. La suite de la démonstration
suppose ¢ # 0, et k est un entier :
a | ppem(a,b) ca | ¢ ppem(a,b)
b | ppem(a,b) ¢b | c ppem(a,b) ppem(ca, b) | ¢ ppem(a, b)
c|ca ca | ppem(ac, be) ¢ | ppem(ac, be)
il existe k€Z tel que ppem(ac, be) = ke
ca | ck alk
cb | ck b k:} ppem(a, b) | k ¢ ppem(a, b) | ck
¢ ppem(a, b) | ppem(ca, cb)
Ces deux dernieres relations de divisibilité justifient I’égalité recher-
chée |c| ppcm(a, b) = ppem(ca, cb).
Par construction a | ppcm(a, b), donc ppem(a, b) = |b| entraine a | b.
Pour démontrer 'implication réciproque supposons a | b. Dans tous
les cas b | bet a | b par hypothese, ainsi ppcm(a, b) | b par la propriété
fondamentale.
Réciproquement b | ppcm(a, b), ainsi |b| = ppem(a, b).
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e Le pged et le ppem sont reliés par cette égalité :
pged(a, b) ppem(a, b) = |ab|
e La démonstration s’effectue en deux étapes; dans le premier cas si
pged(a, b) = 1, alors une conséquence du théoréme de Gauss prouve
ppcem(a, b) = |ab| :
pged(a,b) =1
ET a|ppcem(a,b) p = ab | ppcm(a, b)
ET b |ppcem(a,bd)
Réciproquement a | ab et b | ab donc ppem(a,b) | ab; ces deux
relations de divisibilité prouvent ppem(a, b) = |ab|.
La démonstration dans le cas général applique cette propriété a
a = a/d et b = b/d on d = pged(a,b); avec ces notations a’ et
b’ sont premiers entre eux :
pged(a, b) = pged(da’, db') = d pged(a’, V) = d
peed(ad’, b)) =1
ppem(a, b) = ppem(da’, db') = d ppem(a’,b') = da't/
ppem(a’,b') = 't/
peged(a,b) ppem(a, b) = d(da'b") = (da')(db') = ab
e Un pged est nul si et seulement si ses deux arguments sont nuls,
alors que le ppcm est nul dés que I'un des deux arguments est nul. Ces
équivalences décrivent difféntess facon de présenter ces conditions :
pged(a,b) =0<= (a =0) ET (b = 0) < (a,b) = (0,0)
< |a| +1b >0
pged(a,b) # 0<= (a # 0) OU (b # 0) <= (a,b) # (0,0)
<= la| +1b >0
ppem(a,b) =0<= (a=0)0U (b=0) <= ab=0
ppem(a, b) # 0<= (a # 0) ET (b # 0) <= (a,b) eR*?
< ab# 0 < |ab] >0
e Le ppem est associatif, d’ou cette définition de ppem(a, b, c) et la
propriété fondamentale qui s’en déduit :
ppem(a, b, ¢) = ppem(a, ppem(b, ¢)) = ppem(ppem(a, b), ¢)
(a | m)ET (b|m)ET (¢pidm) <= ppem(a, b,c) | m

e Ces équivalences reposent sur la propriété fondamentale des ppcm :
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d | pged(apged(b, ¢)) <= (a | m) ET (ppem(b, ¢) | m)
<= (a|m)ET (b| m)ET (c| m)
< (ppcm(a,b) | m) ET (¢ | m)
<= ppcm(ppem(a, b), c) | m)
La méthode est la méme que pour le pged, elle consiste & appliquer
ces équivalences d'une part a m = ppcem(a, ppem(b, c)) et d’autre
part & m’ = ppem(ppem(a, b), ¢) pour justifier cette égalité par deux
critéres de divisibilité :
ppem(a, ppem(b, ¢)) | ppem(ppem(a, b), ¢)
ppem(ppem(a, b), ¢) | ppem(a, ppem(b, ¢))
ppem(a, ppem(b, ¢)) = ppem(ppem(a, b), ¢)

e Le pged et le ppem vérifient ces égalités :
pged(a,a + b) = pged(a, b) pged(a + b, ppem(a, b)) = pged(a, b)
e (Ces divisibilités démontrent la premiere égalité :
pged(a,b) | a pged(a,b) | b pged(a,b) | (a + b)
pged(a,b) | pged(a,a + b)
pged(a,a +0) | a pged(a,a+0b) |a+b
pged(a,a+b) | (a+b—a) pged(a,a +b) | pged(a,b)
La preuve de la seconde égalité commence par traiter le cas particu-
lier pged(a,b) = 1, donc ppem(a, b) = ab. Cette relations de divisibi-
lité fait intervenir la précédente sur a, b et a + b et une conséquence
du théoreme de Bezout.
pged(a +b,a) =1
pged(a+b,0) =1 pged(a + byab) =1
pged(a,b) =1
Le cas général découle de ce cas particulier, en notant d = pged(a, b),
a=da et b=db :
peged(a,b) = pged(da, db) = d pged(a’, V') =d
pged(a’,b) =1 ppem(a’, V) = 't/
ppem(a, b) = ppem(da’, db’) = d ppem(d’, V') = da'V/
pged(a + b, ppem(a, b)) = pged(da’ + db’, da'b')
=d pged(a +V,ad't) =1
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Les nombres premiers

e Un entier positif p est un nombre premier si et seulement s’il pos-
sede exactement deux diviseurs strictement positifs : 1 et lui-méme.
d|p=>(ld| =1)OU (|d] = p)

e L’entier 1 n’est pas premier ; il posséde un unique diviseur positif.
e Cette condition caractérise les entiers a € N* non premiers :

JF(u,v)eEN? (1<u<a)ET(1<v<a)ET (uw=a)

Tout entier est premier ou est un produit de deux entiers autres que
1.

e Tout entier a > 2 a au moins un diviseur premier.

e La démonstration s’effectue par récurrence. L’entier 2 est un
nombre premier, et est divisible par 2.

Supposons que tous les entiers inférieurs ou égaux a a vérifient cette
propriété. Deux cas sont possibles pour a + 1 : soit a + 1 est premier
et est divisible par lui-méme, soit a + 1 est de la forme a +1 = uv
oul <u<aetl < v < a. Dans ce second cas ’hypotheése de
récurrence appliquée a u justifie que u posséde un diviseur premier
p, et donc p divise a + 1 = uw.

En conclusion, tout entier ¢ > 2 a au moins un diviseur premier.

e L’ensemble P C N des nombres premiers est infini et n’est pas
majoré :

P ={2,3,57,11,13,---}

e Tout sous-ensemble E de N est majoré si et seulement si I’ensemble
FE est fini. « Ne pas étre majoré» et «étre infini » sont donc deux
caractéristiques équivalentes de I’ensemble des nombres premiers.

Une démonstration par I'absurde suppose que I’ensemble P de tous
les nombres premiers est fini; dans ce casn =1+ H p possede un

peEP
facteur premier g. Ce facteur premier g n’est pas dans P puisque par

construction n est de la forme n = 1 + gk et le reste de la division
de n par g > 2 est 1; ainsi il existe un facteur premier ¢ P, d’ou la
contradiction.

e Les propriétés élémentaires d’un nombre premier p sont les sui-
vantes :
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si a
peed(a.p) = {§ 37

plab= (p|a)OU(p|b) pla® = p|a lorsque neN*

e Le pged(a, p) est un diviseur positif de p. Deux valeurs sont donc
possibles pged(a, p) = p ou pged(a, p) = 1. La condition p | p permet
justifie donc ces équivalences :

p | a<= pged(a,p) =p

p f a<= pged(a,p) # p <= pged(a,p) =1
Deux cas sont possibles pged(a,p) = p ou pged(a,p) = 1; dans le
premier cas pged(a,p) = p et p | a, et dans le second le théoreme de
Gauss affirme que p | b.
La derniére démonstration repose sur la contraposée de cette impli-
cation :

Petit théoreme de Fermat

e Le nombre premier p divise le coefficient du binéme (Z) si

1<k<p.
e La condition 1;ek < p évite k€ pZ et donc pged(k,p) =1 :

P pt  _p (-1
(k) o=k k=D ki

' (@ Pk —(]f)!_(;)!_ BT (i _ 1) epN
(p1k (Z) ) ET (pged(p. k) = 1) = p | (Z)

Cette proposition n’est pas valable si p n’est pas un nombre premier,

par exemple (3) = 6 et 4 ne divise pas 6.

e Tout nombre premier p vérifie la proposition suivante :
VneN p|nP—n
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e La démonstration s’effectue par récurrence. La proposition est va-
lable pour n =0et n =1 car p | 0.

Supposons la proposition vérifiée a I’ordre n et montrons la a I'ordre
n + 1 par la formule du binéme :

(n+1)p—(n+1):zp:<i>nk—n—1

Le terme n? —n et tous ces coefficients du binéme sont des multiples
de p. En conclusion p | n” — n pour tout entier n.

e Si Pentier p est premier et pged(n,p) = 1 alors p | n?~1 — 1.
e La propriété précédente et le théoreme de Gauss aboutissent a ce

résultat :
(p | n(npfl — 1)) ET (pged(p,n) =1) = p| (npfl ~1)

Factorisation des entiers

e Tout nombre entier a € N* posséde une factorisation unique, a

I’ordre pres des facteurs, sous la forme de produits de puissances de

nombres premiers différents deux a deux :

a=p{py* - pe ol p; < pg < --+ < ps sont s nombres premiers
et (ex);_, sont s entiers strictements positifs

e Une récurrence distinguant si a est premier ou non prouve 'exis-
tence de cette factorisation.

Les factorisations de 2 = 2!, 3 = 3! et 4 = 22 existent bien; la facto-
risation de 1 est constituée d’une produit vide de nombres premiers
de valeur I’élément unité 1.

Supposons que cette factorisation existe jusqu’a l'ordre a > 1. Deux
cas sont possibles a + 1 est un nombre premier ou a + 1 n’est pas
premier et se factorise sous la forme a+1 =wv ou 1 < u < a et
1<ov<a.

Dans le premier cas la factorisation (a + 1) de la forme recherchée.
Dans l'autre cas le produit des factorisations de u et de v est bien un
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produit de nombres premiers, qu’il suffit de réordonner en ordre crois-
sant en regroupant les facteurs premiers identiques p® x pf = p*7.
Prouvons 'unicité de la factorisation a partir de ces notations :

a=pps-pi =al'af’ ol

Si un nombre premier q est différent de tous les p; intervenant dans
la factorisation de a, alors pged(q,pr) = 1, et la conséquence du
théoréeme de Bezout prouve par produit pged(g,a) = 1, donc ¢ ne
divise pas a.

La contraposée de cette implication justifie que g est 'un des
nombres premiers p; car ¢; divise a, ainsi la famille (qk)fg:1 est in-
cluse dans la famille (pg);_;.

Par symétrie des réles des nombres premiers pi et g, les entiers
pr appartiennent donc a la famille (qk)zzl, et les deux familles de
facteurs premiers sont égales.

La factorisation de a est donc de la forme suivante et il reste a
montrer ’égalité des exposants er = fi. Quitte a échanger les deux
factorisations supposons e; < fi :

a=pi oy pf =pl ol ok

d =a/p* =p3- p?:pfl “pltpl

Les facteurs premiers des deux décompositions de a’ sont les mémes.
Par construction le nombre premier p; n’intervient pas dans la
premiere décomposition de a’ et son exposant dans le second est
fi—e >0.

Le début de cette démonstration a justifié que ces deux décomposi-
tions ont les mémes facteurs premiers, donc p; n’intervient pas dans
la deuxiéme décomposition de a’, f1 —e; = 0 et f1 = e;.

Cette méthode est valable pour tous les facteurs premiers py. Les
exposants ep = fr sont donc tous égaux, et la factorisation de a est
unique.

e Si les familles des facteurs premiers de a et de b sont disjointes
alors a et b sont premiers entre eux :
a=piipsps b=ql'qf " peed(a,b) =1
{po/1<k<sin {qk/1s1~c3t}=®

e Les facteurs premiers de a et de b sont distincts; la conséquence
du théoréme de Bezout rappelée en premier justifie ces pged par
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produits et puissances :
(pged(u, w) = 1) ET (pged(v, w) = 1) = pged(uv, w)
pged(pi, ;) = 1= pged(pi, q )
= pged(ps, )
= pged(pi’,b) =1
= pged(a,b) =1
e Les factorisations de pged(a,b) et de ppcm(a, b) sont les suivantes

lorsque les factorisations de a et de b comportent les mémes nombres
premiers, avec des exposants e, ou f éventuellements nuls :

a=p{ps - ES_HP
b— . fr
p1 p2 Hp

pged(a, b) = m1n(e1,f1) pgmn(ez,h) . 'pgnin(es,fs) _ ﬁ pzﬁn(ek,fk)
k=1

ppem(a, b) = max(e1,f1)p12nax(e2,f2) . prsnax(es,fs) _ ﬁpzlax(ek,fk)
k=1
ou p; < p2 < --- < ps sont s nombres premiers

et (ex)r_y et (fx)r_, sont des entiers positifs ou nuls

e La démonstration dans le cas général se déduit de la propriété
préliminaire appliquée & ' = a/d et b’ =b/d :

d— prlnin(ehh) pgnin(fiz,fz) ., min(es,fs)

"DPs

o — a/d = pfil—min(ehfl) pgz min(ez,f2) .pzsfmin(es,fs) eN*

Y = b/d = p{1—min(€1,f1) pgz—min(ez,fz) » ~p£5_min(es’fs) cN*
Les familles des facteurs premiers de a’ et de b’ sont disjointes car
I'un au moins des deux exposants positifs e, — min(ek, fr) € N ou
fr — min(eg, fr) €N est nul. La propriété précédente s’applique a a’
et a b, et ainsi :
pged(a’, b)) =1
pged(a, b) = pged(da’, db') = d pged(a’, V') = d

min(er,f1)  min(ez,f2) min(es,fs)

:pl p2 ps
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Ces égalités permettent d’aboutir & ppcm(a, b) ; la premiére est aussi
bien valable si e, < fr. que si e > fi :
ek + fr = min(eg, f) + max (e, fx)
ab= pged(a,b) ppcm(a,b)
ppem(a, b) = ab/ pged(a, b)

_ p§1+f1*min(€1,f1) pngrfzfmin(@z,fz) .

Ilnax(el»fl) pglax(€27f2) .. 'pgnax(es,fs)

pgs +fs 7min(es 7fs)

e Cette méthode est efficace lorque la factorisation en produits de
facteurs premiers de a et de b est connue.

Si cette factorisation n’est pas connue ’algorithme d’Fuclide de di-
visions successives demande moins de calculs que de rechercher tous
les facteurs premiers de a et b.
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