LES POLYNOMES

Dans ce chapitre K est un corps comme Q, R ou C, (a,b, )\)EK3 et
(k,m,n)eN>.

Opérations sur les polynémes

Définition de ’anneau des polyndomes

e Un polyndéme P de variable X a coefficients dans K est une com-
binaison linéaire de monomes X* de degré k < n ot (az,)}_, K" :

n
P(X)=P=> axX"=aoX" + a1 X'+ aX*+--- +a, X"
k=0
Cette somme comporte nécessairement un nombre fini de monoémes
dont les coefficients ne sont pas nuls. Ainsi, par définition pour tout
polynome, il existe un tel indice n qui dépend de ce polynome.

*x Les mondmes de coefficient nul ne sont généralement pas écrits.
Les conventions 1X" = X", X! = X et X" = 1 simplifient ’écriture
des polyndmes et sont compatibles avec les régles de calcul ci-dessous.

o L’ensemble support du polynéome P est le sous-ensemble des in-
dices des coefficients non nuls; il est nécessairement fini :

supp P = {keN/ak#OK} CN

x Le support est fini est équivalent a dire que le support est majoré :
supp P est fini <= supp P est majoré

*x Deux polyndémes P et () quelconques peuvent étre représentés avec
tous les deux des indices compris entre 0 et le méme indice limite n,
quitte & ajouter des mondmes de la forme 0X* & I'un des deux :

P=> aX* Q=) bX"
k=0 k=0

e Deux polyndmes sont égaux si et seulement si les coefficients de
chaque monome X* sont égaux. Ainsi avec les notations précédentes :
P=Q <<= (Vke]0,n] ar=bg)
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L’ensemble des polynoémes & coefficients dans K est noté K[X].
* Le polynome nul Og[x] est le polyndme dont tous les coefficients
sont nuls ; ainsi supp Ogx) = 0.
e La somme P + () est définie de la maniére suivante :
n n n
P=> aX* Q=) uX" P+Q=> (ar+0by)X"
k=0 k=0 k=0
Ces notations signifie supp P C [0,n] et supp @ C [0,n].

e Le produit de deux polyndémes P et () est défini ainsi; ces quatre
notations sont équivalentes :

P=>Y aqx* Q=) bpx*
k=0

k=0 =
PQ

= agbo X + aphi X1 + agba X + - - + agbp_1 X" 4+ agb, X"
+ a1bo Xt + ayby X2 + a1bo X3 + -+ 4+ a1by 1 X" + arb, X"
+ agho X2 + aobi X3 + agho X4 + - 4+ agbp 1 X" + agh, X2
+ ambo X™ + anbi X 4 by X2 4 4 b X

= by X 4 (am_1bp + amby ) X
+ (@m—2bn + Gm—1bn_1 + amby_ ) X2 4.
-+ (agbg + arby + agbo) X + (aob1 + a1bg) X + aobo

m—+n m—+n
=Y (X ab)xt =Y axt
k=0 0<i,j k=0 min(m,k)
i+j=k .
ou ¢ = Z a; bj = Z a; bk—i
0<i,j i=max(0,k—n)
i+j=k

Le premiere définition du produit correspond a la régle habituelle
de distributivité dans les expressions algébriques et la deuxieme re-
groupe les termes de méme degré.

* Cette définition suppose uniquement ces inclusions, sans ’hypo-
these m =n :
supp P C [0,m]  supp Q C [0,n]

* Le produit d’un polynéme par une constante A € K correspond a
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la fois au produit par le polynéme AX" et & un calcul coefficient par

coefficient :
n

P=>Y aqX"* AP=(0AX")P =) (Aap)X"
k=0 k=0
n

P= ()P =Y ()Xt
k=0
Le polynéme —P = (—1)P est le polynéme opposé et vérifie
PP =0y

¢ Les opérations + et x sont des lois de composition internes. Les
résultats de ces opérations sont bien des polynoémes car les supports
d’une somme et d’'un produit vérifient ces inclusions et sont donc
finis :

supp (P + Q) C supp PUsupp @ supp (PQ) C supp P + supp @

* L’addition et la multiplication des polynémes sont donc des lois de
composition interne qui reposent sur les regles du calcul algébrique :

aX" +bX" = (a+b)X" aX™ x bX" = (ab) X"

*x Un polynoéme constant est de la forme a X Y les calculs sur les po-
lynomes constants aX® de K[X] correspondent & ceux sur a dans K,
et ceci justifie donc la notation X° = 1.

m [’addition des polyndémes est associative et commutative ; le poly-
nome nul Og ] dont les coefficients sont tous nuls est I’élément neutre
de l'addition. L’'opposé d’un polyndéme P, noté —P, est obtenu en
prenant le polynéme dont tous les coefficients sont les opposés de
ceux de P.

La multiplication des polynémes est commutative, associative et dis-
tributive par rapport & ’addition. L’élément unité pour le produit
est le polynoéme constant 1x X° = Igx] # Ok(x)-

Ces propriétés vérifies pour tout (P,Q,R) € K[X]® définissent la
structure d’anneau de K[X] :
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P+Q=Q+P PQ=QP
P+(Q@+R)=(P+Q)+R (PQ)R= P(QR)
P+OK[X]:OK[X]+P:P P x 1]K[X]:1]K[X] xP=P
—-P=(-1)P 1)4-(—fﬂ1:<P-—})::—J)%-f)::OKhy
Px(Q+R)=PQ+PR (P+Q) x R=PR+QR

Autres définitions

Puissance et composition de polynomes

e Par définition la puissance entiere d’un polynoéme est définie par
récurrence & partir du produit avec la convention P° = Igx) = 1X 0
habituelle dans tout anneau :

P =lgx; P"™'=P"P=PP™  pour tout meN

e La composition de P €K[X] par Q € K[X] est le polynéme Qo P :

Q= an XFeK[X] QoP=Q(PX)) = zn: bP* € K[X]
k=0 k=0

Application polynomiale

e L’application polynoémiale f associée au polyndéme P est définie
par substitution d’une valeur a X :

" fiK—K
P=> aXxFeKXx -
,;) F X] x»—>P(x):k§:0akxk

Lorsque le corps K est Q, R ou C, les fonctions polynomiales et les
polynoémes peuvent étre identifiés : a toute application polynomiale
est associé un et un seul polynoéme, et réciproquement.

* Dans le cas ou K est le corps C ou un sous-corps de C comme
R ou Q les fonctions polynomiales et les polynémes peuvent étre
identifiés : a toute application polynomiale est associé un et un seul
polynoéme.

En revanche la connaissance des valeurs prises par une application
polynomiale sur un corps fini K ne permet pas de déterminer un seul
polynome, par exemple d’autres polynémes que le polynéme nul sont
a valeur constante égale a zéro pour tous les scalaires d’un corps fini
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Polynomes constants

e Un polynéme de la forme aX® ot a € K est appelé polynéme
constant.

* Aux notations pres, les opérations sur les polynémes constants et
sur les scalaires de K aboutissent aux mémes résultats par I'intermé-
diaire de I’application injective j :
j: K — K[X] 7 (0k) = Ok[x] J(1lk) = 1kx
ar— aX’ jla+b)=j(a)+ ) j(ab)=j(a);j(b)
Pour cette raison le monome X° peut étre sous-entendu dans D’écri-
ture d’un polynome, par exemple :
aX?+bX'+cX% =aX? +bX +c
X"-Xx'=X"-1 KX°=K

x Ces propriétés caractérisent les polyndmes constants :
PeK<«<=degP <0 PeK* <= degP =0
P=0<«<=degP <0

Polynoémes a plusieurs variables

e Un polynéme P(X) de K[X] est donc une somme finie de monomes
en X ; sur le méme principe un polynéme Q(X,Y’) & deux variables
X et Y est une somme finie de termes en a; ;. X ‘Y7 appelés mondmes,
ou ¢ et j sont des indices entiers positifs, et a; ; €K est un scalaire :

n
P(X) =Y aX"eKX] QX,Y)= > a;X'VIeK[X,Y]
k=0 0<i,j<n
e La multiplication des monoémes est définie ainsi, et la notion de
degré distingue le degré selon les variables et le degré total :
Xmy"r XPy® = xmiryntd
degx (XY™ =m degy (X"Y™) =n deg(X™Y")=m+n
e L’ensemble K[X, Y] des polynomes & deux variables X et Y muni
des opérations usuelles est une algebre commutative unitaire car il

a la structure d’un espace vectoriel et celle d’'un anneau commutatif
unitaire.
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e Ces définitions et propriétés s’étendent aux polynémes ayant un
nombre quelconque de variables, qui sont par définition constituées
d’une somme finie de mondémes.

Dérivée d’un polynéme

e Le polynéme dérivé P’ d’un polyndéme P est définie algébrique-
ment, il coincide avec la définition analytique des dérivées :

n n n—1
P=>Y aX* P'=> kay X" =Y (k+1)apq XF
k=0 k=1 k=0

(X% =0 (X*Y =kX* pour k>0

x La dérivée diminue le degré et I'inégalité est stricte uniquement
pour les polynémes de degré 0, c’est-a-dire constants et non nuls :

deg P’ < degP —1 deg P’ < degP — 1 <= PcK"*

x La dérivée P’ ne fait intervenir en aucune maniére le terme
constant ap X" de P, d’olt ces indices.

Un calcul de dérivée doit distinguer les cas k = 0 et kK € N* dans la
dérivation de X*.

La formule générale appliquée & X contredit le fait que la dérivée
d’un polynoéme est un polyndéme car le résultat obtenu est la fraction
rationnelle 0X 1 = 0/X.

m Les propriétés usuelles des dérivées des polyndémes définies algé-
briquement sont similaires a celles des fonctions en analyse réelle :
(P+Q) =P +@Q (AP) =P
(PQ)=PQ+PQ  (P")=mP™' simeN
QoP=(Q oP)P

¢ La linéarité de la dérivation des polynoémes provient directement
de la définition des sommes de polynoémes; il en est de méme pour
le produit par une constante.

La dérivée d’un produit repose sur la linéarité et ces égalités :
(XY = (i + )X =i Xx7IXT 4 X' X770 sii>letj>1
La démonstration de la dérivée d’une puissance se fait par récurrence
a partir du produit, et celle de la composition par linéarité a partir

de la puissance.
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Toutes ces vérifications emploient uniquement des méthodes algé-
briques, sans faire intervenir des notions de limites et d’analyse.

o Les dérivées itérées d’un polyndéme P sont définies par récurrence :

pO=p pO—p  pmt) _ (pmy — (p)m

* Les dérivées successives de X" et leur valeur en 0 sont les sui-
vantes :

|

n(n—l)“‘(n—m—l-l)X”_m:i( n )'X”_m

n—m)!
(Xn)(m) = sim<n
n! sim=n
0 sim>n
ny(m) _ 0 sim#n _J0 sim#n
(X") /() = m’"n!_{n! sim=n OU(Sm’”_{l sim=n

* Les coefficients a; d'un polyndéme P peuvent étre obtenus a partir
des dérivées successives de P en 0 :

n
P:Zaka Qg
k=0

_ P
k!

En particulier le coefficient constant ag de P est ag = P(0).
Degré d’un polynoéme

e Le degré d’un polynéme est le plus grand des degrés des mondémes
dont les coefficients sont non nuls, avec cette convention pour le
polynoéme nul :

n
P=> apX* deg0 = —o0
k=0

deg P = max(supp P) = max {kEN / ay # O} <n

m Les propriétés usuelles du degré des polyndmes sont les suivantes :
deg(PQ) = deg P + deg @ deg X" =n
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q)
deg P # deg Q = deg(P + Q) = max(deg P, deg Q)
deg(Q o P) = deg @ deg P
deg P’ < degP —1 degP>1=degP' =degP —1
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0 SidegP = m et deg@ = n alors les coefficients a,, et b, de P
et ( sont non nuls, et le coefficient du monéme de plus haut degré
XM du produit PQ est apby, # 0 :

P=>Y ax* Q=) btX" an#0 b, #0
k=0 k=0

PQ:amanm+n+"'+GObO deg(PQ):m+n
Ces démonstrations traitent a part le cas du polynéme nul.

* Les conditions ci-dessous sont équivalentes :
P est un polynéme constant <= deg P < 0 <= P' =0
P=0<=degP <0<=degP =—©

o La valuation d’'un polynéme est le plus petit des degrés des mo-
nomes dont les coefficients sont non nuls :

P=> ax" val 0 = 400
k=0
val P = min(supp P) = min {kEN / ay # 0}

o Ce tableau récapitule les propriétés des valuations :
val(PQ) = val P + val val X" =n
val(P + Q) > min(val P,val Q)
val P # val Q = val(P + Q) = min(val P, val Q)
P#0= valP <degP

¢ Les méthodes de démonstration sont similaires a celles employées
pour justifier le formulaire sur les degrés.
* Tout polynéme P non nul peut donc s’écrire ainsi :

deg P

P= Y ap X" ageg P 7 0 ayalp # 0
k—val P

o Un polynoéme est unitaire si et seulement si son coefficient de plus
haut degré est 1, ageg p = 1 avec les notations précédentes.

o Un monéme M est un polynéme de la forme AX™ avec A\ # 0.
L’égalité deg M = val M caractérise les mondmes.
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Division euclidienne de polynoémes

m La division euclidienne du polynéme A par le polynéme non nul B
énonce qu’il existe un unique couple (@, R) de polynoémes appelés
quotient et reste vérifiant ces deux conditions :

31(Q,R)eK[X]> A=BQ+RET degR < deg B

¢ La méthode décrite ci-dessous, valable pour tout couple de poly-
némes (A, B) ou B # 0, justifie I'existence du couple (@, R).
Un argument sur les degrés prouve I'unicité :

{ A=BQ1+ R =BQ2+ Ry

ETdeg R; < deg BET deg Ry < deg B

:>B(Q2 — Ql) =R — Ry ET

deg B(Q2—Q1) = deg(R1 — Rs) < max(deg Ry,deg Ry) < deg B
=—>deg B + deg(Q2 — Q1) < deg B
:>deg(Q2 — Ql) <0
= @2—-Q1=0
En conclusion Ql = QQ puis R1 =A- BQl =A- BQQ = RQ.
x Ce résultat fonde 'arithmétique sur les polynémes comme la divi-
sion euclidienne des entiers est a la base de I'arithmétique sur Z.

x L’algorithme de la division euclidienne simplifie de proche en
proche le terme de plus haut degré de A : il construit la suite fi-
nie (Ay)ieA=de BT g¢finie par récurrence o ay, est le coefficient
de X deg‘ﬁ_ de A et 8 # 0 le coefficient de X987 de B le dernier
terme de cette famille finie est le reste :

Ag=A Appy = Ag — %XdegA*degB*kB deg A < deg A — k

n
Qk rdeg A—deg B—k
Q = Z FX 8 8 R= Adeg A—deg B+1
k=0
A chaque étape A = B Z —% xdegA—degB—k | A
=0 P

* La présentation d’une division de polynémes est similaire a celle
d’une division entiere :
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A=Ap= X°+ X*+ X+ X’+ X+1 |B=X%-1
—(X° - X?)
A = X4y X342X%24+ X41 |Q=X2+X+1
- (x* - X)
X3 42X% 42X +1
Ay = —-(x? —1)
R=As;= 2X2 42X +2

Arithmétique des polynémes

Intégrité de anneau des polyndémes

m L’anneau (K[X], +, x) est inteégre, i.e. il vérifie cette proposition :
V(A,B)EK[X]? AB=0= A=00UB=0

o Le produit PQ de deux polyndémes P et Q non nuls est non nul.

¢ Un argument sur le degré le justifie :
P#A0ET Q#0=degP >0ET deg@ >0
= deg(PQ) = deg P +deg@ >0
= PQ #0

¢ La contraposée de I'implication énonce la propriété recherchée :
P#A0ETQ#0= PQ#0 AB=0=A=00UB=0

o Tout élément non nul de 'anneau integre K[X] est régulier pour
la multiplication :
V(A,B,C)eK[X]? (AB=AC ET A#0)=— B=C

¢ La démonstration repose sur la définition précédente de I’anneau
integre appliquée & AB — AC = A(B — C).

Polynémes inversibles

m L’ensemble des polynomes inversibles est celui des polynoémes de
degré nul :
UK[X])) = {PeK[X] / IQeK[X] PQ =1y} =KX’=K"

¢ L’étude de I’équation PQ = 1 repose sur les degrés des polyndémes
produits a valeurs dans NU {—oo} et aboutit a ces deux inclusions :
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PQ =1= deg(PQ) =deg P +deg@ =0
—>deg P =deg@ =0
— PcK*=K*X° U(K[X]) c K*

1
AeK* = (AX?) x XXO =1
= A e UK[X]) K* ¢ U(K[X])
Divisibilité
e Le polynéme B divise le polynéome A si et seulement s’il existe
Q € K[X] vérifiant A = QB cette proposition est notée B|A et
signifie que A est un multiple de B.
Lorsque B # 0 la proposition B|A est équivalente au fait que le reste
de la division de A par B est nul.
A | B<= Be AK[X] <= B est un multiple de A
< 3JQeK[X] B=QA
<= le reste de la division de B par A est nul, pour A # 0.

La divisibilité d’un polynéme A par un polynéme B est a analogue
a la divisibilité sur les entiers.
m Les propriétés élémentaires de la divisibilité des polynémes sont
comparables & celle des entiers, en replacant la multiplication
par +1 € U(Z) par la multiplication par un scalaire non nul
AeK* = UK[X]) :

1A AlO Al A A| AB

A|B < (M) | B < A|(AB)

A|BETB|C = A|C A|BETA|C = A|(B+0O)
A|BETB|A += (XeK* A=AB) A|l + AeK"
A| B < AC | BC lorsque C # 0 A|B= A|BC

x La divisibilité de polynémes est invariante par des multiplications
par des constantes non nulles de K* = U(K[X]).

Cette propriété est analogue au fait que la divisibilité sur Z ne dé-
pend pas du signe des entiers : une multiplication par un élément de
U(z) = {+1,-1}.
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Algorithme d’Euclide

Lemme d’Fuclide

e Le polyndéme D € K[X] est un diviseur commun aux polynomes
A et B si et seulement si D est un diviseur commun a D et a
R=A—-BQou QeK[X]:
A=BQ+R R=A-BQ
(D|AETD|B) <= (D|BETD|R)

o Cette propriété est valable pour tous les polynémes A, B et @) de
K[X], et s’applique le plus souvent lorsque @ et R sont le quotient
et le reste de la division euclidienne de A par B.

Algorithme d’Fuclide

o L’algorithme d’Fuclide appliqué a A et a B consiste a construire,
exactement comme pour les entiers, les suites (Ay),, (Br); et (Ri)
des restes successifs de divisions euclidiennes :
Ag=A By=B
pour tout k€N tel que By # 0,

Ry est le reste de la division euclidienne de Ay par By

puis A1 = By et Bryi1 = Ry deg By11 = deg Ry, < deg By,
pged(4, B) = A, lorsque By, = 0.
Ces familles ne comportent qu'un nombre fini, noté p, de termes,
car les degrés des polynémes By, sont a valeurs entieres, positives et
strictement décroissants ; I'indice p est ainsi défini par B), = 0.
Le résultat de lalgorithme d’Euclide, noté pged(A, B), est en fait
éventuellement multiplié par une constante non nul de fagon a obte-
nir un polynéme unitaire :

Ap = Bp,1 = RP,Q Bp = Rp,1 =0 ngd(A, B) = )\Ap A 75 0
e [’exemple suivant illustre l'algorithme d’Euclide d'un calcul de
pged :

X0 1=Xx"(xX"4+1)-X"-1

X941=-X3(-X"-1)-X?+1
X 1=(X"+ X+ X)(-X*+1)-X -1
X2 4 1=(X-1)(-X -1)+0 pged(X"®—-1,X+1)=X+1

Le dernier reste non nul de l'algorithme d’Euclide est — X — 1, il
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est multiplié par —1 pour représenter le pged sous la forme d’un
polynéme unitaire.

Plus grand commun diviseur

e Le résultat pged(A, B) de l'algorithme d’Euclide est un diviseur
commun & A et a B de plus haut degré, d’ot son nom :
pged(4,B) | A pged(A, B) | B
(D| AET D | B) < D | pged(A, B)

e Ces propriétés sont directement issues, comme pour les entiers, du
lemme d’Euclide.

e Les plus grands communs diviseurs d’entiers sont définis au signe
pres, c’est-a-dire a partir d’'une multiplication par un élément inver-
sible 1 €U(Z). De la méme fagon le pged de polynémes est défini a
une constante multiplicative pres de K* = U(K[X]).

La représentation sous la forme d’un polynoéme unitaire du pged est
donc unique et évite ainsi toute ambiguité due a une multipliation
par une constante.

Les polynémes unitaires de K[X] jouent le réle des entiers positifs
de Z.

e Ces propriétés élémentaires du pged découlent de I’algorithme
d’Euclide : par la définition du pged :
pged(A,1) =1 pged(A, A) = A = pged(A4,0)
pged(A, B) = pged(B, A) = pged(M\A, B) = pged(A, AB)

e En toute rigueur pged(A, A) est un polynéme unitaire de la forme
AA.

La notation pged(A, A) = A sous-entend la constante multiplicative
A, sur le méme principe que les égalités de primitives ne sont valables
qu’a une constante additive pres.

Par ailleurs la propriété pged(A, B) = pged(AA, B) permet de ré-
duire les calculs intermédiaires de I'algorithme d’Euclide de facon a
simplifier les coefficients des polynémes intermédiaires.

e Par convention pged(0,0) = 0 méme si tout polynoéme divise 0,
dans ce seul cas particulier le nom pged semble trompeur.

e Deux polynoémes A et B vérifiant pged(A, B) = 1 sont dits pre-
miers entre eux.
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Propriété fondamentale du pged et conséquences
La propriété fondamentale du pged est celle-ci :
D|AETD | B <= D |pgcd(4, B)

e Ces deux propriétés découlent de la propriété fondamentale ci-

dessus :
pged(CA,CB) = C pged(A, B) A=pgcd(A,B) <= A|B

e Ces propriétés sont justifiées de la méme fagon que celle sur les

entiers.

e Le pged est associatif, d’ou la définition de pged(A, B,C) :
pged(4, B, C) = pged(4, pged(B, C)) = pged(pged(4, B), C)

Théorémes de Bezout et de Gauss

Equation de Bezout

e L’algorithme d’Euclide construit un couple-solution (U, V') € K[X]?
a l’équation AU+ BV = pged(A, B) par substitutions successives des
restes des divisions euclidiennes a partir de la derniéere :

(U, V)eK[X]* pged(A, B) = AU + BV

e [’exemple ci-dessous reprend le calcul précédent du pged pour
déterminer une solution de I’équation de Bezout :

X+1=-X2+ D)X+ X3+ 1)+ (X" +1)
=X+ DX+ X+ X)) - (XT+1D)(XT+ X+ X3 —1)
(X2 +1)(X° + X* 4+ X)
~ (XX 1) - X)X X+ X 1)
= (XY _D)(XT+X°+X3-1)
(XXM + XL X0 - XT - X - XP - X)

Théoréeme de Bezout

o Le Théoréme de Bezout énonce cette équivalence :
pged(A,B) =1 <= 3(U,V)eK[X])? AU +BV =1

e Plus précisément lorsque pged(A, B) = 1, 'ensemble S des solu-
tions de I’équation de Bezout possede cette structure :
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31Uy, Vo) eK[X]> AUy + BVy = 1ET degUp < deg B
ETdegVph < deg A

S={Us+QB,Vo — QA) / QeK[X]}
Conséquences du théoréme de Bezout

o Cette propriété est une conséquence du théoréme de Bezout :
pged(A4, B) = 1 ET pged(A,C) = 1 <= pged(4, BC) =1

e Le produit des équations de Bezout associées a (A, B) et a (A,C)
justifie ce résultat.

e Une récurrence prouve cette implication pour tout (m,n)€ N2 .
pged(A, B) =1 = pged(A™,B") =1
e Les polyndémes du premier degré sont premiers entre eux des que
a#b:
1
pged(X —a, X —b) =1 — X —a)+ —(X-b)=1
b—a a—b
pged((X —a)™, (X = b)") =1
Théoréeme de Gauss

o Le théoréme de Gauss sur les polynomes est formellement le méme
que celui sur les entiers :
pged(A,B)=1ET A|BC=A|C
pged(A,B)=1ET A|C ET B|C= AB|C

e La démonstration est la méme que pour les entiers.
Une analogie avec les entiers

e La démonstration de 1’égalité suivante illustre le parallele entre
Parithmétique sur les entiers et celle sur les polyndémes

pged(X™ — 1, X" — 1) = xpeedimn) _q pour tout (m,n)€N?
e Lorsque ¢ et r sont le quotient de la division entiere de m par n,

ce produit remarquable énonce que le reste polynomial de la division
de X™ —1par X" —1est X" —1:
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m=qn+r 0<r<n
X" =X = (X" - 1)X"+ X"~ 1
=(X"MI-DX"+X" -1
q—1
= (X" - DX" Y (X)F 4 X" -1
k=0
De proche en proche le lemme d’Euclide appliqué d’une part aux
entiers m et n et d’autre part aux polynomes X — 1 et X" — 1
aboutit respectivement a pged(m,n) et a pged(X™ — 1, X" —1).
A chaque étape le reste de la division polynomial de X™ — 1 par
X" —T1est X" —1, d’ou ’égalité demandée.

Plus petit commun multiple

e Le plus petit commun multiple strictement positif de A et B est,
lorsque AB # 0, un polynéme multiple commun de A et de B de
plus petit degré, par convention ce polyndéme est multiplié par une
constante non nulle pour étre unitaire sans modifier ses propriétés
de divisibilité :
deg(ppem(A, B)) = min {deg P / P #0 ET A| P ET B| P}
A | ppem(A, B) B | ppem(A, B)
ppem(A, 0) = ppem(0, A) = ppem(0,0) =0

e Ces propriétés découlent de la définition quand Ae K* :
ppem(A,+1) = ppem(A, A) = A
ppem(A, B) = ppem(B, A) = ppem(AA, B) = ppem(A4, AB)
e Cette équivalence est la propriété fondamentale du ppcm :
A|PET B|P <= ppcm(A4,B) | P

e Les conséquences sont les suivantes, et les éventuelles constantes
multiplicatives ne sont pas représentées :

A| B <= ppcm(4,B) =B ppem(CA,CB) = C ppcm(A4, B)

point Cette égalité générale relie le pged et le ppem :
pged(A, B) ppem(4, B) = AB

e La démonstration se fait comme pour les entiers, par la consé-
quence du le théoreme de Gauss lorsque les polynémes sont premiers
entre eux : alors le théoreme de Gauss prouve cette égalité :
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pged(A, B) = 1 = AB|ppcm(A, B)
Par ailleurs ppem(A, B) divise A et B, donc ppcm(A, B) = AB, a
une constante multiplicative pres.
Une factorisation par pged(A, B) termine la démonstration dans le
cas général.
e Le ppem est associatif, d’ou cette définition de ppem(A, B, C) :
ppem(A, B, C) = ppem(A, ppem(B, €)) = ppem(ppem(4, B), C)

Racines et factorisation des polynomes

Dans ce paragraphe K est nécessairement un corps qui est un sous-
ensemble de C : généralement C, R ou Q.

Racines simples et multiples

o La condition suivante caractérise le fait que le monéme X™ di-
vise P :
P(0)=P(0)=---=P"mD(0)=0

¢ Cette propriété provient du lien entre les coefficients d’un poly-
noéme et les valeurs de ses dérivées successives en zéro. Le reste de la
division de P par X™ est R :

m—1

P:Zaka Zaka—l-XmZaka m
k=0 = k=m
m—1 (k)) 0
R = Z aka ap = k'( )
k=0
XMP <= R=0<= P0)=P(0)=---=P™D0)=0

m La divisibilité de P par (X —r)™ est équivalente a ces égalités qui
définissent r comme racine d’ordre au moins m du polynoéme supposé
généralement non nul P :

P(T) = Pl(r) e P(m_l) (7”) -0

¢ La dérivation de polyndémes composés justifient ces égalités :
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Q(X) = P(X +7) P(X)=Q(X —r)

Q'(X)=P(X +7) P(X)=Q'(X —r)

Q"(X)=P"(X +r) PI(X)=Q"(X —r)
QWX)=PP(X +r)  PYX)=QW(X -1

Les égalités suivantes en découlent :
Q(0) = P(r) Q'(0)= P'(r)
Q"(0)=P"(r)  Q®(0)=PW(r)
Les implications suivantes démontrent 1’équivalence finale :
P(X) = (X = )" B(X)
=QRX)=(X—-r+r)"B(X+7r)=X"B(X +7r)
= X"Q(X)
Q(X) =X"C(X)
—=PX)=QX—-r)=(X-r)"C(X —r)
= (X — )" P(X)
(X —r)™ [ P(X)

—= X" Q(X)
—=Q0)=Q0)=-=Q" V0 =0
= Pr)=P((r)=--= p(mfl)(T) -0

* Une racine multiple est une racine d’ordre m > 2.

Une racine simple est une racine d’ordre exactement un.

En particulier X — r divise P si et seulement si r est une racine de
P.

»> Recherche de n € N* tel que P, = (X —1)" — X" 4+ 1 € C[X]
possede une racine double.

> Si P et P’ possédent une racine commune r € C alors r vérifie
cette premiére relation obtenue & partir de P, (r) =0 :

P =nX-1)"t—nx*t (-1 t=pr"1
Cette équation aboutit & (r — 1)/r est une racine (n — 1)-éme de 1
lorsque n > 1. Sin =1 alors le polynébme P, = X —1—-X+4+1=0
est nul.
Dans la suite n # 1 et (r — 1)1 =71
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(r—1D"=@r-Dr-0"1t=@r-1)r""
Py(r)=(r—1)r" 1t —r"+1
=" 1(7"—1—7")—1—1— n=1 41
— 1\n—1
(—) =1 @-pt=1
r
Cette égalité énonce que r et » — 1 sont des racines de 1 d’ordre
n—1;ainsi [r| = [r—1] = 1 et r est de la forme r = e'? on

9—2k7r/(n—1) |—m, m :
1= 6119/2(619/2 - 6_19/2) = 21 sin (g) /2
|619 _ 1| _ ‘619/2(619/2 — @719/2)‘ = ‘2 sin (g)

Cette condition aboutit & sin(6/2) = £1/2 et ces quatre mesures de

=1

0 correspondent en fait aux deux nombres complexes etim/3
0 0 5w 5w
——i OU——i— H—i OUf==+—
2 6 3

Par ailleurs 6 = 2k7r/(n — 1) entraine (n — 1) = +6k et n = 6k + 1.
Ainsi il existe une éventuelle racine double lorsque n€6N + 1, et les
seules racines possibles sont eFim/3,

> Réciproquement si n est de la forme 6m + 1 avec m € N alors
P! (r) = P,(r) = 0 pour r = etin/3 pour ces raisons :
r—1= eiiﬂ’/?) 1= eiiﬂ/ﬁ(eiiﬂ’/6 o eqiiﬂ’/6)

= 2i sin (+ %) etin/6
(r=1)"'=(r—1)" = (2i sin (+ %) eEim/6)6m
= 07 ()OI = (1) (1) = 1
P (r)=n(r—-1)"" Vel = —net?im™ =
P(r)=(r-1)"=r"+1=(r — 1)6’”+1 —pbmtl
=r-10)"r-1)—-r"r+1=r—1-r+1=0
En conclusion P, possede au moins une racine double si et seulement

si n€6N+1; dans ce cas les deux racines doubles sont les conjugués
eF1™/3 ot P, est divisible par ce polynome :

(X o €i7r/3)2(X o e*iﬂ'/?})Q _ (X2 — X+ 1)2
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Formule de Taylor sur les polynémes

o La dérivée algébrique des polynémes vérifient ces propositions si-
milaires aux propriétés issues de ’analyse :

(PQ) =PQ+PQ  (QoP)=(QPPX)) =(QoP)xP

e Les dérivées successives de X" vérifient ces égalités :

n! .
(Xn)(p) _ WX p pour p S n
0 pourn<p
n!
(n—p)!

e La valeur en 0 du monome (X™)® notée (X™)® /(0) la suivante :

=nn—1)---(n—p+1) (X”)(n):n!onn!

. 1 sin=p
(X )(p)/(o) = Oppn! avec dnp = { 0 sinon

e Par linéarité de la dérivation, tout polynéme P peut donc s’écrire
de I'une et l'autre fagon suivante des que n > deg P :

degP n (k)
P
= Z ( =Y k:‘(O) (X —r)*  pour n>degP

k=0
e La formule de Taylor sur les polynémes énonce cette égalité :

degP n (k)
PYi(r
P = E —r)k = E k!( )(X—r)k pour n > deg P

k=0
e La démonstration repose sur la formule précédente valable en 0
appliquée & Q(X) = P(X +7) et & P(X) = Q(X —r); les dérivées
successives vérifient Q™ (0) = P (7).

Racine et divisibilité
e Une racine r € K du polynéme P est définie par I'une de ces pro-
positions équivalentes :
X—-r|P <+ 3QcKX|] P=(X-1r)Q
<= le reste de la division de P par X — r est nul
< P(r)=0
e Une racine r €K du polyndéme P d’ordre au moins m € N* est défi-

nie par I'une de ces propositions équivalentes fondées sur la formule
de Taylor :
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(X —r)"|P+<=3QeK[X] P=(X—-1)"Q
<= le reste de la division de P par (X — )" est nul
<= P(r)=P(r)=-=PmV(r)=0
e Une racine r €K est exactement d’ordre m si et seulement si r est
d’ordre au moins m et r n’est pas d’ordre m + 1 :
(X—r)" | PET (X —r)™ fP
= P(r)=P(r)=---=P™ V() =0+ PM(r)
e Un polynéme de degré inférieur ou égal a n ayant n + 1 ou plus
racines est la polynéme nul.

Un polyndéme ayant une famille infinie de racines est le polyndéme
nul.

e Un polynéme P est scindé lorsqu’il posséde une factorisation en
produit de facteurs du premiers degré, & une constante multiplicative
non nulle pres :

X% —1=(X —1)(X +1) est scindé dans R[X] et C[X]
X% 4+ 1= (X —1)(X +1) est scindé dans C[X]
X2 41 n’est pas scindé dans R[X] car n’a pas de racines réelles
e Tout polynéme P # 0 de degré n = deg P qui posséde n racines

(rk)p—, comptées avec leur ordre de multiplicité est scindé :

n
P=2X H (X —rg) A =1 pour un polynéme unitaire
k=1

Factorisation des polynémes a coefficients complexes

Théoréeme de d’Alembert-Gauss

m Tout polynéme non nul P de C[X] se factorise de fagon unique a
lordre pres de ses facteurs sous la forme suivante ou A € C* est le
coefficient de plus haut degré de P, la famille (ry);_, € C* définit les
s € N racines complexes de P supposées distinctes deux a deux, et
er €N* est ordre de multiplicité de r € C lorsque ke {1--- s} :

S S
P=2 H(X — 1))k ainsi Z e = deg P
k=1 k=1

0 Ce théoréme, dit d’Alembert-Gauss, est admis. Les outils d’analyse
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mis en ceuvre dans sa démonstration ne font pas partie de ce cours
sur les méthodes de calcul.

* Ce théoréme occupe une place centrale en algebre et en analyse.

x Tout polynéme P # 0 a coefficients complexes possede exactement
deg P racines, comptées avec leur ordre de multiplicité.

* Le théoreme de Gauss prouve que cette factorisation est unique a
lordre prés des racines.

Deux polydmes de C[X] sont sans facteur commun si et seulement
s’ils n’ont pas de racines communes.

* Plus précisément il est possible de factoriser explicitement a ’aide
de racines complexes tous les polynoémes de degré 1 par un calcul
direct, de degré 2 a partir des racines du discriminant, de degré 3
par les formules de Cardan ou de degré 4 avec les formules de Ferrari.
La théorie de Galois démontre en revanche que pour un polynéme
quelconque de degré supérieur ou égal a 5, il n’existe généralement
pas de formules explicites des racines sauf dans certains cas excep-
tionnels.

Un exemple particulierement simple peut étre obtenu & partir
des racines complexes de I'unité; les racines %exp(Qik:Tr/G) avec
ke{0---5} du polynéme 2% — 2 s’expriment & l'aide de radicaux :

14
s o HEVEes

* L’égalité du polynome développé et du polynoéme factorisé fournit
des relations entre les racines. Ainsi les racines complexes u, v et w
d’un polynéme du troisiéme degré vérifie ces relations :
(X —u)(X —0)(X —w) = X2+ asX? + a1 X + ag
=X — (u+v+wX?+ (w + vw + uw) X — uvw

U+v+w= —a
{uv—i—vw—i—uw:al
UVW = —ay

* La somme et le produit des racines de polyndémes du second degré
obéissent au méme principe.
La méthode est la méme pour les polynémes de degré supérieur.

»> Détermination des complexes u, v et w vérifiant ces trois équa-

22 FMy le 3/1/2015



tions :
u+v+w=2 Wt +uw?=6 uvw = —2

> La méthode consiste a rechercher le polynéme P de degré trois
ayant ces trois racines u, v et w :

{ utvtw=2 2(uv 4+ vw + uw)

2 2. 2
u vt w _62 =u+v+w)?— (W +0*+uw?)= -2

P(X)=X%-2X? - X +4+2=(X-1)(X?-X -2
=X-1DX+1)(X-2) {u,v,w} ={-1,1,2}

La seule solution possible est celle-ci, la vérification que ces valeurs
conviennent est immédiate.

Factorisation des polyndémes a coefficients réels

m Tout polynéme non nul P de R[X] se factorise de fagon unique a
Pordre preés des facteurs sous la forme suivante ott A€ R* est le coeffi-
cient de plus haut degré de P, les (r);_, € R® sont les racines réelles
de P supposées distinctes deux a deux, e est I’ordre de multiplicité
de i pour k€ {l---s}, les t €N couples (uk,vk)};:l de R? vérifiant
u% — 4v, < 0 sont différents deux a deux, et f;, € N* est I'ordre de
multiplicité de ces facteurs du second degré :

s t
P:)\H(X—rk)e’“H(X2+uk.X+vk)f’“ up — 4vp <0
= k=1

¢ Ce théoreme, admis dans ce cours, est une conséquence du théo-
reme de d’Alembert-Gauss.

Tout polynome & coefficients dans R peut aussi étre considéré comme
un polyndéme a coefficients dans C.

x Le passage d’une factorisation a ’autre consiste a regrouper les
racines complexes conjuguées des facteurs X2 4 u X + vy, de seconde
espece de discriminant négatif : A = uj — 4v, < 0.

* Deux polynémes de R[X]| peuvent avoir un facteur commun sans
avoir de racines réelles communes :
X' —1=(X-D(X+1)(X?+1)
=X -DE + DX - )X +1)
X 42X? +1=(X?+1)2 = (X —1)? (X +1)?
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* Tout polynéme P # 0 a coefficients réels se factorise en produit de
polynoémes du premier ou du deuxiéme degré et possede au maximum
deg P racines réelles.

Autres propriétés des polynémes réels et complexes

* Tout polynéme P # 0 a coefficients complexes possede exactement
deg P racines, comptées avec leur ordre de multiplicité.

Tout polynéme P # 0 a coefficients réels se factorise en produit de
polynoémes du premier ou du deuxieme degré et possede au contraire
au maximum deg P racines réelles.

* Tout polynéme réel ou complexe de degré inférieur ou égal a n
ayant n + 1 ou plus racines est la polynéme nul.

Tout polynéme ayant une famille infinie de racines est le polynoéme
nul.

Tout polynéme s’annulant sur un intervalle ni vide ni réduit & un
point est le polyndéme nul.

* Deux polydémes de C[X] sont sans facteur commun si et seulement
s’ils n’ont pas de racines communes.
Deux polynémes de R[X] peuvent avoir un facteur commun sans
avoir de racines réelles communes :
X —1=(X-DX+1)(X?+1)
= X-1DX+D(X-1)(X+1)
X1 42X +1=(X?4+1)2= (X —1)? (X +1)?

* La continuité et les limites en +0co prouvent que toute fonction
polynomiale de degré impair possede au moins une racine réelle r,
c’est-a-dire que r vérifie P(r) = 0.

Exemples de factorisation

» Factorisations dans R[X] et dans C[X] de X* —1 et X* +4 :

> Cette factorisation repose sur des produits remarquables, deux
méthodes sont possibles pour le second polynéme :

X' - 1=(X-DX+D)(X?+D) = (X = DX +1)(X —i)(X +1)
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Xt 4= (X?-2i)(X?+2i)
:(X2—(\/_ 17r/4) )(XQ—(\/§63“T/4)2)
= (X - ff)(X+fe%)(X—ﬂe“T”)(X+ﬂe“T”)
=(x - 1+1)(X —))(X = (=141)) (X = (1-1))
= ((X=(+1)) (X =(1=1)) ) (X = (~1+1)) (X =(=1-1)))
:(X2—2X+2)(X2+2X+2)

X4 4+4= (X422 —4X?= (X? - 2X +2)(X? +2X +2)

= (X = (14+1) (X = (1-1)) (X = (-1+1)) (X = (-1—1))
Le premiére méthode appliquée au second polynoéme fournit d’abord
quatre racines complexes qui regroupées par conjugaison aboutissent
a la factorisation réelle.
La seconde méthode aboutit d’abord a la factorisation réelle avec
un discriminent A = —4 négatif dans les deux facteurs, avant d’en
déduire la factorisation complexe.

»> Les factorisations et les racines complexes des deux derniers po-
lynoémes se déduisent du premier :

X2 —-2cosOX +1 XY —2cosOX>+1 X0 92 cosOX3+1

> Le discriminant A = 4(0089 —1) = 4 sin? @ du premier polynéme
est de racine carrée +i sin . Ses racines en coordonnées polaires sont
donc cosf + i sinf = 19

Les racines des deux autres polyndémes s’en déduisent par les change-
ments de variables Y = X2 et Z = X3 et sont les racines carrées ou
troisitmes de e immédiates & exprimer en coordonnées polaires :

X2 -2cosfX +1 de racines e*1?
X4 —2cos0X%+1 de racines +e*19/2
X6 —2cosf X341 de racines eT1(0+2FM)/3 qyec ke{0,1,2}

X2 _2cos0X +1=(X—ef) X —e 19

X4 —2cos0X%2+1
—(X - 616/2)(X _ 6—10/2)(X —l—eie/z)(X _|_6—10/2)
:(X2—2cos<g>X+1)<X2+2cos(g)X—i-l)

x Les n racines n-éme de 'unité sont les racines de X™ — 1, d’ou la
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factorisation dans C[X] :

"=1<=z=e2P" avec ke{0---n—1}
n—1 .
X" —1= ] (x —e*)
k=0

x Les factorisations suivantes s’effectuent de la méme facon :

n—1 (2k41)in n—1 1(9+2k7r))

X"+1= H (X—eﬁ) X"—rel? = H ( —re =

k=0 k=0
»> Factorisations dans R[X] de X** — 1 et de X*" 1 +1.

> Les racines réelles de X?® — 1 sont 1 = e*™/ (") ot —1 = "™/ (2n)
Les autres racines sont complexes, conjuguées et de module 1. La
racine conjuguée de e21F7/(2) egt ¢ =21R7/(20) o8 _p 41 < —k <0
desque 0 <k <n-—1.
Les factorisations réelles regroupent les racines conjuguées :
(X —e (X —el)=X2—2cosf X +1
n
X2 1= H (X—e%ff)
k=—n-+1

— (X—1)(X+1) ﬂ(X2—2cos(l%T>X—|—1)

La méthode est similaire pour le second polyn6éme ou la seule racine

réelle est —1 = 21 (2nHD™/(2n+1) . Jog racines conjuguées sont notées
Q21 @k+D)T/(2n+1) o4 o 21 (2n+1)7/(2n+1) ot 0 < k < n.

n

X2+l 4= H (X _ 67(221}31”)
k=—n

—1

_ (XH)kH (X_e“éiil‘")k 0( _€<2§:i>1‘")
=—n =

D[ (X - <2';:i>;">”*1( _
k= k=0

+
:(X—l)kl;[(X2—2cos((2 Dl ) 1)

» Factorisation dans R[X] du polynéme X* + X2 +1.

> Ce polyndme ne possede pas de racines réelles, car ses valeurs
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sont supérieures a 1; sa factorisation comporte nécessairement deux
polynomes réels du second degré :

X'+ X2+ 1=(X?4+aX +b0)(X?+cX +d)
=X+ (a+e)X®+ (b+ac+d)X?*+ (ad + be) X + bd

1 1
a+C:0 cC= —a d:E CcC= —a d:E
b+ac+d=1 1 1
ad +bc=0 b—a2—|—E:1 a(g—b)zo
bd=1 a 1
- — b: — 2 — =
b a b a—i—b 1

L’équation a(1/b—0b) = 0 aboutit & trois possibilités : a =0ou b =1
oub=—1 car b= 1/b est équivalent & b*> — 1 = 0.

Le cas a = 0 est impossible car 'équation b — a? + 1 /b =1 devient
> —b+1 =0 qui a un discriminant 1 — 4 < 0 et n’a donc pas de
racines réelles.

Le cas b = —1 n’est pas possible car b — a® + 1/b = 1 entraine
—a? — 2 =1 qui n’a pas de solution réelle.

Ainsi b = 1 est la seule possibilité et implique 2 — a® = 1, a® = 1,
a==x1l,c=-aetd=1.

Les deux possibilités a = 1 et a = —1 sont symétriques 'une de

l'autre et intervertissent l'ordre des deux polynémes de la factori-
sation. La seule factorisation possible a 'ordre pres des facteurs est

donc la suivante :
XA+ X 4+1=(X P+ X+ 1)(X2 =X +1)

Le théoréme de factorisation justifie I’existence de cette factorisation,
la seule possible. Il n’est donc pas nécessaire — sauf pour détecter
des éventuelles erreurs de calculs — de vérifier effectivement le pro-
duit obtenu, méme si ce raisonnement n’est pas constitué d’une suite
d’équivalence.

= Une autre méthode de factorisation de X* + X2 + 1. commence
par un produit remarquable :

X X241 =(X24+1)? - X2 = (X2 4+ X+ 1)(X?-X +1)

= Il est aussi possible de rechercher les racines complexes j et j de
Y24+Y +1ouY = X2 puis de calculer en coordonnées polaires
leurs racines carrées; j = e217m/3 o pour racines carrées +ei™/ 3, et j
a pour racines carrées e~ /3. La factorisation dans R[X] s’obtient
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en regroupant les racines conjuguées :

X' X2 H1=Y2 4 Y 1= (V)Y =T) = (X*—j)(X*~])
= (X - ei7r/3)(X +eiw/3)(X _ e—i7r/3)(X + 6i7r/3)
= (X = ™)X =YX + )X + )
= (X2—2cos(g>X+1)(X2+2cos(%)X—i—l)
=(X?-X+D(X2+X+1)

x Ces différents exemples récapitulent les principales méthodes de
factorisation des polyndmes a coefficients réels ou complexes.

»> Développer le produit suivant consiste a énumérer les deux choix
possibles X et r; pour les n facteurs. La formule développée com-

porte 2" termes dont un de degré n et un de degré O :
n

H(X—Tk):(X—Tl)(X—TQ)"'(X—Tn)

k=1
=X"— (Zn:rk)X+---+(—1)” K2

k=0
En déduire la somme des carrés des racines du polynéme unitaire en
fonction des coefficients de sa formule développée.

> L’identification des formes développées et factorisées d’un poly-
noéme P unitaire et scindé de degré n > 0 aboutit a des relations

entre ses coefficients et ses racines :
n

n
P(X) = Zaka = H(X —r,) aveca, =1 degP=n
k=0 k=1

n
Ap—1= — Z Tk ap—2 = Z 7Ty
k=1

1<i<j<n

n
(p_3= Z TiriTk ap= (—1)" H Tk
k=1

1<i<j<k<n

n
a; = (-1)"! ST
k=1 1<i<n
itk

= (—1)n_1(r2r3 T +T1T3 T + e +r1r2 . 'Tnfl)
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Ainsi la somme des carrés des racines du polyndéme unitaire P est
donc la suivante des que deg P > 2 :

n n 9 n
n1==> T ai—lz(zrk) :ZTJ%‘F?ZWH
k=1 "

n
2 2
(p—2= Z T Z TR =a,_1 — 2ap—2
k=1

1<i<j<n

x Des transformations algébriques permettent de déterminer de fa-
con similaire cette somme des puissances troisiemes des racines, et
celle des puissances d’ordre m € N*,

La somme et le produit des deux racines d’'un polynéme du second
degré est un cas particulier de ces expressions :

P:X2+bX+C:(X—Tl)(X—T‘Q):XQ—(T1+T2)X+T‘1T2
b= —(r1+19) c=17TTe

»> Déterminer les solutions complexes u, v et w de ce systeme
consiste & rechercher un polynéme X2 + a3 X? 4+ a1 X + a¢ ayant
ces trois racines, puis & déterminer ces racines qui sont évidentes sur
cet exemple :

ut+v+z=1
uvw = —4
1 1 1
R T

U v W
1 1 1_uv—|—vw+uw uv + vw + uw

l=—4+-+— =
u o v w uVW —4

(X —u)(X —v)(X —w)
=X? — (utv+w)X? + (w+vw+uw) X — uvow
X3 - X? 4X +4=(X -1)(X?2+0X —4)
=X-D(X-2)(X+2)
{u,v,w} ={-2,1,2}

Application a la divisibilité et a ’arithmétique
Dans ce paragraphe les polynomes P et ) sont scindés et factorisés
de la maniére suivante ot e, ou fi peuvent étre éventuellement nuls.

P=XA[[(X—=rm)* Q=p[[(X=r) X#£0 p#0
k=1 k=1

29 FMy le 3/1/2015

e De fagon analogue aux nombres entiers, le polynéme P divise le
polynoéme @) si et seulement si les exposants de () sont inférieurs a
ceux de P :

P | Q <— (VkE{l"'S} e < fk)

e Le plus grand communs diviseur et le plus petit commun multiple

de deux polynomes factorisés sont ceux-ci :
S

peged(P, Q) = H (X — Tk)min(ek,fk)
k=1
S

ppem(P, Q) = [T (X — ry)maxtenss)
k=1

e La démonstration est comparable a celle de la propriété similaire
sur les entiers; le role des polyndmes du premier degré X — r est
analogue a celui des nombres premiers dans Z, et une multiplication
par A€ K* = U(K[X] dans 'anneau des polynémes correspond & un
produit par £1€U(Z).
e Deux polynomes P et () de C[X] sans racines complexes communes
sont premier entre eux : pged(P, Q) = 1.
e Sauf pour les polynémes déja factorisés, ’algorithme d’Euclide est
généralement plus efficace pour calculer le pged de deux polyndmes
car il évite la recherche des racines des polynémes.
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