STRUCTURES ALGEBRIQUES

Lois de composition internes

Dans ce paragraphe E est un ensemble non vide, et (z,vy,2) € E3.

o Une loi de composition interne * aussi notée lci sur E est une
application ¢ de E' x E dans F notée o(z,y) = x * y.

x L’addition + et le produit x sont des lci sur N, Z, Q, R et C.
La multiplication est une lci sur RY et sur {—1,1}.
La composition o d’applications sur un ensemble est une lci.

* La soustraction n’est pas une lci sur N car il existe des entiers
naturels dont la différence n’est pas un entier naturel :
J(z,y)eN? x —y n’est pas défini dans N
par exemple 4 — 5 n’est pas un entier naturel.
La division n’est pas une lci sur Q car un quotient par 0 n’est pas
défini.
La multiplication n’est pas une lci sur R_ car le produit de deux
nombres négatifs est positif, par exemple (—1) x (=2) = +2¢R_.
o Caractérisation d’une loi de composition interne x :
Associativité : V(z,y,2)eE® (zxy)*xz=1a*(y*2)
Commutatitivité : V(z,y)€E* zxy=yx*zx
e€ F est élément neutre : Vz€EE exrx=zx*xe==zx
Lorsque e € E est élément neutre, z a un symétrique =’ € F :
zxx =1’ xx=c¢
u€ F est un élément régulier :
VY (z,y) € B THRU=Y*xu=—T =1y
ETuxz=urxy=z=y
a est élément absorbant : Vz€eFE xxa=axx=a
La loi x est réguliere si et seulement si tout élément de E est régulier.
* L’addition + des nombres et la composition o des applications sur

un ensemble sont des lci associatives.
L’addition + et la multiplication x sont commutatives.
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% La soustraction — et la puissance ne sont pas des lci associatives ;
il existe des nombres pour lesquels 1’égalité n’est pas vérifiée :
9—(7-1)=9-6=3 9-7—-1=2-1=1+#3

(23)2 —82—64=26 93° =96 =99 _ 198 £ 64

* La puissance des nombres n’est pas commutative :

23 =8 32=9

* Le nombre 0 est élément neutre pour 'addition +.
Le nombre 1 est élément neutre pour la multiplication x.
L’application Id est élément neutre pour la composition o.

* —x est le symétrique du nombre x pour l'addition et est appelé
opposé, et 1/x est le symétrique de = supposé non nul pour la mul-
tiplication, il est appelé inverse.

L’application réciproque d’une application bijective f sur un en-
semble E est le symétrique de f pour la composition :

foft=f"lof=1dg
* L’addition + est réguliere sur les ensembles de nombre, le nombre

0 n’est pas régulier et est un élément absorbant pour la multiplication
X.

»> La composition des applications sur tout ensemble FE ayant au
moins deux éléments n’est pas commutative.

> Notons a et b # a deux éléments différents de F, et f: F — F
et g : F — FE les applications définies ainsi :

fla)=a gla)=1>
fb)=a gb)=a
flx)=a sizF#aetx#b glx)=a six#aetx#b

(go f)b) =gla) =b  (fog)(b)=fla)=a#b  fog#gof
Les applications go f et f o g sont définies de F dans FE.

Il existe donc un élément v = a de E pour lequel les images sont
différentes, les applications sont donc différentes :
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gof=fog:E— E«s (VacE (gof)(x)=(fog)())
gof# foge=NON(gof=fog)
<= NON (Vz€E (go f)(z)=(fog)(z))
< JueE (go f)(u)# (fog)(u)

La lci o n’est pas commutative sur 'ensemble E¥ des applications
de FE dans F. Il existe en effet deux applications f et g telles que

gof#/fog
»> La loi de composition o des applications sur les ensembles a un
élément est commutative.

> Si I’ensemble F a un seul élément a alors I’ensemble des appli-
cations sur £ = {a} comporte uniquement l’application identité
Idg,y @ — a. Dans ce cas la loi de composition o est commutative
sur {a}.

FE = {a} {a}{a} = {Id{a}} Id{a} a—a Id{a} OId{a} = Id{a}
Distributivité

o La loi % est distributive par rapport a la loi L si et seulement si
elle vérifie ces deux propositions :

Y (z,y,z) € A3 xx(yLlz) = (xxy)L(xxz)
ET(xly)xz=(x*2)L(y*xz)

Ce deux égalités sont équivalentes lorsque la lci x est commutative.
*x La multiplication x est distributive par rapport a 'addition + :
x(y+z) =xy+zz (x+y)z=zz+yz
x La puissance est distributive a droite par rapport a la multiplica-

tion et n’est pas distributive a gauche :
V(w,y)ERi2 VzeR (x xy)® =a° xy* [et 2¥* = 2V x 27]
JzeR: I(y,2)eR? W) £ oY x 2*
par exemple 2372 = 20 = 128 £ 23 x 22 = 2° = 32

o Sila loi L est réguliere, d’élément neutre n, et distributive par
rapport a la loi x alors ’élément n est absorbant pour la loi * :
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xa)ln=n*a=(nln)xa= (nxa)l(nxa)
n)ln=axn=ax(nln)=(axn)L(axn)
n=nxa=n=a*n

Les groupes

Dans ce paragraphe G est un ensemble et x est une lci sur G.

Définition des groupes

e (G, *) est un groupe si et seulement si la lci * vérifie ces propriétés :
* est associative V(z,y,2)€E® (xHy)*z=a*(y*2)
ET x possede un élément neutre e £ VaxeE xxe=exxr ==z

ET tout élément x de E possede un symétrique
VeeE 3I2'€eE zxa'=2'xx=c¢

o Le groupe est dit commutatif si et seulement si la loi *x est com-
mutative.

* L’associativité de la loi x permet d’omettre les parenthéses dans
I’écriture des produits.

Un groupe quelconque n’est généralement pas commutatif et les pro-
duits x xy et y x x sont a priori différents.

Premiéres propriétés des groupes

m [’élément neutre d’un groupe est unique, il est généralement noté

€.

Le symétrique d’un élément z est unique et généralement noté =

¢ La définition des éléments neutres justifie que des éléments neutres
e et € de (G,*) sont nécessairement égaux :
VueG uxe=exu=u VYvEG exv=vxe =v
d=exe =¢
La premiére égalité correspond & u = €’ et la seconde & v = e.
¢ La méthode de démonstration de l'unicité du symétrique repose

sur l'associativité. L’élément neutre de GG est noté e. Soit x€G, et T
et T et T deux symétriques de x :
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Trr=x*T=c¢e Trr=x*xT=c¢e
TxrxT=(Trxx)*T=e*xT =1
=ITx(x*xT)=Txe=1T

x L’élément neutre des lois d’addition + et de multiplication x est
généralement noté 0 ou 1, et le symétrique appelé opposé et noté

—x, ou inverse et noté 1/x =z~ L.

m [’élément neutre e et les symétriques vérifient ces propriétés :

el=e (a:_l)i1 =z (xxy) L=y tuat

Autrement dit le symétrique d’un produit, est écrit dans I’autre sens,
le produit des symétriques.

¢ La définition de I’élément neutre justifie en particulier e x e = e.
1 1

Cette égalité e x e = e traduit la définition zxx~ " =2~ " *x =e du

symétrique z 7' de z avec z =z ! =e. Ainsi e ! = e.

L’associativité justifie la derniere égalité :

(xxy)x(y xz N=ax(yry DN al=zxrexzs =z =e¢
1 1 1 1 1

(yixaz Hx@cy) =y tx@xa)xy=y trexy=y ley=ce¢

x L’associativité de la loi * généralise la formule reliant l'inverse
d’un produit et, écrit dans 'autre sens, le produit des inverses, par
exemple (zxyx2) 1 =2 1wy txat:

clhaytar hvarwyrz =2y i x (@ xa) xy K 2
=zl x(y oy kz=z2"txz=¢

Txykzhz Txy ixr  =zayx(zhz )y taa?
=rx(yxy HNxxl=zxxl=e¢

* Tout groupe est non vide car il contient un élément neutre.
o Tout élément u d’un groupe (G, *) est régulier.

o Un produit par ™! justifie la propriété :

TH U=Y*xU TxU=Y*xU
:>:U*u*u71:y*u*u71 :>x*u*u71:y*u*u71

o Si deux éléments x et y d'un groupe d’élément neutre e vérifie

zxy=ecalorsc=y lety=a "
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o Des produits par & gauche par ' ou a droite par y~! justifient

les deux égalités :

s xzxy=(z txax)xy=exy=y
-1 1

Tk (rxy) =a !

*xe=xT

1:x*(y*y71) =r*xe=x

=(zxy)ry t=exy =y

TxY*xy

Exemples de groupes

* Les structures suivantes sont des groupes commutatifs :
(Zv+) (Q7+) (R) +) ((C’+) ({1)_1}7 X)
@ %) [R,x)  (@,x)  [REL,x)  (C)x)

* Ces structures ne sont pas des groupes :

— (N, +) n’est pas un groupe car 1 n’a pas d’opposé dans N.
— (Z\ {0}, x) car 2 n’a pas d’inverse entier.

— (Q, x) car 0 n’a pas d’inverse dans Q.

* La structure (Sg, o) est un groupe, ou Sg 'ensemble des bijections
d’un ensemble F dans F.

L’élément neutre est 'application Idg et la définition méme de ’ap-
plication réciproque est celle du symétrique :

(Idg, f)€SE  foldp=Idgof=f fof'=f"lof=1dg

* Le groupe (Sg, o) n’est pas commutatif dés que 'ensemble E a au
moins trois éléments.

+ L’ensemble E¥ des applications sur un ensemble E ayant au moins
deux éléments n’est pas un groupe car une application constante
n’est pas bijective, et ne possede donc pas de symétrique, c’est-a-
dire d’application réciproque.

I nest valable

% La propriété z «y = e entraine z = y ' et y = 2~
que dans les groupes.
Dans l’ensemble des applications sur N, les applications f et g ci-
dessous vérifient g o f = Idy sans que g et f soient bijectives, ni
réciproques 'une de n’autre :

fin—n+1 g :n— max(n — 1,0) go f=Idy

(fog)(0)=1 fog#ldy
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L’application f n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédents ; 'ap-
plication g n’est pas injective car g(0) = g(1).
L’ensemble NV des applications sur N n’est pas un groupe.

Présentation des sous-groupes

Dans cette partie (G, *) est un groupe d’élément neutre e.

e Le sous-ensemble H C G est dit stable pour la loi x lorsqu’il vérifie
les conditions équivalentes ci-dessous :
V(z,y)€eH? zxycH
«H+HCH onHxH={zxy/ (x,y)cH}
* :HxH—H
— s est une application bien définie
(@,y) — z*y

<:>*/H2 est une lci sur H.

o De méme un sous-ensemble H est stable par symétrique si et seule-
ment s’il vérifie cette proprosition :

VeeH 2 'eH

e Un sous-groupe H de (G, ) est un sous-ensemble de G qui a une
structure de groupe pour la restriction de la loi x a H 2,

o Tout sous-groupe H de (G, *) est stable par produit et par inverse,
et contient 1’élément neutre de G :
ecH (V(a:,y)EH2 x*yEH) (Va:EH a:fleH)

¢ La restriction de la loi *x a H x H est une lci sur H, ainsi tout
couple (a,b) € H? vérifie axbe H.
¢ Par définition le sous-groupe H possede un élément neutre noté
¢’ € H, la restriction du produit & H vérifie ¢’ x ¢/ = ¢’. Par ailleurs
tout élément de H est élément de G et la loi * sur G vérifie €/ xe = €’
par définition de 1’élément neutre de G :

d=exdcHCG

= xecCG par régularité e’ = e.

0 Soit x € H, notons 2’ € H est le symétrique de = pour la structure
de groupe H et 27! € G le symétrique de z dans le groupe G. La
démonstration précédente a prouvé que I’élément neutre est le méme
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dans G et dans H :
e=xxx €eHCG

=zxz leG par régularité «’ =z 'e H

Propriétés caractéristiques des sous-groupes

m Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
H est un sous-groupe de (G, *)

= HCGET eeH
ET H est stable par produit ET H est stable par inverse

< HCGET H#0)ET (V(w,y)€H2 x*y_IGH)

* Autrement dit un sous-groupe de (G, ) est un sous-ensemble non
vide de G stable par produit et par calcul du symétrique.

¢ La démonstration opeére par implications circulaires.

0 Si H est un sous-groupe de (G,x) alors la définition des sous-
groupes énonce que H C G et que H est stable par produit, et la
propriété du paragraphe précédente affirme que e€ H et que H est
stable par inverse.

¢ La deuxiéme proposition entraine la troisieme car e € H implique
H # (), et la combinaison de la stabilité par produit et inverse énonce
la stabilité par la derniere opération :
YV (x,y) € H? y~leH stabilité par inverse
puis zxy '€H stabilité par produit.

¢ Il reste & démontrer que la troisiéme proposition suffit pour que
H soit un sous-groupe.

Si H # () alors H contient un élément u et donc v =y = ue H
vérifie zxy ! = uxu"! = ec H L’élément neutre de G est dans H :

eecH VveH vxe=exv=veEH

Soit ue H,doncu ' =z+y ' =exu 'eHpourz=cety=u;

ainsi le sous-ensemble H est stable par inverse :

VoeH v ieHETvxv '=vlxv=cecH
Enfin si (u,v) € H? alors v™' € H car H est stable par inverse et
uxv=1xxy=ux(v 1)t pourz =uety=ov", donc H est stable
par produit :
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Y (u,v)eH? uxveH
Ainsi x /H2 est une lci sur H, e€ H et H est stable par inverse. Pour
montrer que H est un groupe il reste & montrer que la restriction
*/ F2 est une associative :

Y (u,v,w)EH? (u*v)*w=ux(vsw)
Cette égalité est valable pour tout triplet (u, v, w) de G3, et est donc
vérifiée pour tout triplet de H® car H C G.
Le sous-ensemble H de G vérifie bien la définition des groupes pour
la restriction de la loi *.

* Dans ces propositions les conditions H # () et e € H sont équiva-
lentes.

Si H est un sous-groupe alors il contient nécessairement e.
Réciproquement si e€ H alors H # ().

x La proposition la plus élémentaire a rédiger est souvent la
deuxieme, et la proposition dont la rédaction est la plus concise est
la derniere.

Exemples et intersection de sous-groupes

»> L’ensemble nZ des multiples de n € Z est un sous-groupe de
(Z,+).
> L’inclusion nZ C 7Z est vérifiée pour tout n € Z.
L’ensemble nZ n’est pas vide car 0 = n x 0€nZ.
Soient (u,v) € (nZ)? alors il existe (a,b) € Z* tel que u = na et
v = nv. L’opération x du groupe est ici 'addition, et le symétrique
correspond a ’opposé :

u—v=na—nb=mn(a—0b)enZ
Donc nZ est un sous-groupe additif de Z.

» L’ensemble U, des n € N* racines complexes de 'unité a une
structure de groupe multiplicatif : U, est un sous-groupe de (C*, x).

> Les racines complexes de 1'unité sont de module un, donc non
nulles et U,, C C*.

Le nombre 1 est racine n-¢me de 1, ainsi 1€U,, et U, # 0.

Soit (w,() € U2, donc w" = ¢" = 1 et w/¢ € U,, pour la raison
suivante :
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(W= (W) =w"(" =1
En conclusion U,, est un sous-groupe multiplicatif de C*.
* Le sous-ensemble {eg} de G est un sous-groupe de (G, *) car il
vérifie la propriété caractéristique :
rxy = eg*eal =eg€i{eqg}
* Le sous-ensemble G C G est un sous-groupe du groupe (G, x).

* L’ensemble vide n’est pas un sous-groupe de G, car il ne contient
par 1’élément neutre.

m L’intersection de sous-groupes d’un méme groupe est un sous-
groupe.

¢ Suposons que H et K soient des sous-groupes d'un groupe (G, *)
d’élément neutre e€ G.

Démontrons que H N G est un sous-groupe en vérifiant la propriété
caractéristique des sous-groupes.

Les sous-ensembles H et K sont des sous-groupes, d’ou ces inclu-

sions :
HNKCHCG

Ces sous-groupes contiennent I’élément neutre e :
ecH ecK eeHNK HNK#0)

Ces implications terminent la démonstration que H N K est un sous-
groupe. Soit (a,b) € (H N K)?* :
(a,b)eH? axb 'eH

-1
(a,b) € K* a*b_IGK}:a*b cHNK

Les anneaux

Dans ce paragraphe A est un ensemble muni des lois de composition
internes x et L, et (x,y,z)€A>.

Definition et premieres propriété des anneaux

e La structure (A, L, *) est un anneau si et seulement si les lois de
composition internes | et x vérifient ces propriétés :
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(A, 1) est un groupe commutatif d’élément neutre noté Oy .
ET x est associative
ET x est distributive par rapport a L
ET % posséde un élément neutre 15 # 0y autre que Og

L’anneau A est dit commutatif lorsque la loi * est commutative.

x Ces structures sont des anneaux commutatifs :
(Z,+, %) (Q,+, %) (R, +, x) (C,+, %)

La structure d’anneau traduit les propriétés de l'addition et de la
multiplication des nombres, dans la suite les lois 1 et x sont no-
tées + et X ; les notations employées appliquent les régles algébriques
usuelles de priorité de la multiplication sur ’addition et de ’'omition
éventuelle du signe produit X.

o L’élément neutre pour la loi + est appelé élément nul et noté 04.
Le symétrique de x pour la loi + est noté —x et appelé opposé de x.
L’élément neutre pour la loi X d’un anneau est appelé élément unité
et est noté 1 # 04.

L’éventuel symétrique de x pour la loi x est noté z7! et appelé
inverse.

« Un anneau (A, +, x) est en particulier un groupe additif et possede
les propriétés des groupes commutatifs :
—04 =04
—(z+y)=(—y)+ (—x) = (—z) + (—y) aussi noté —x —y
o Dans tout anneau A, I’élément neutre 04 est absorbant pour la loi

x et la regle des signes énonce ces égalités :
X 0p=0pxXx=04

—(xy)=(z)xy=wx(-y) —w=(-la)xz

¢ La démonstration de la regle des signes dans 'anneau A est iden-
tique a celle effectuée dans les ensembles de nombres :

(zy) + (=(zy)) = 04 = 04 x y = (z + (—2))y = (zy) + ((=2)y)
(zy) + (=(zy)) = 0a = 2 x 04 = z(y + (—y)) = (zy) + (z(=y))
—(zxy) = (-2) Xy =2x(-y)
La derniére égalité est un cas particulier de facteur —1, :
—T = —(1&) X T
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Produit par un entier et puissance

o Le produit m - x est défini ainsi pour meZ :
x4+x+---+x m fois lorsque m > 0
m'x:{—(x+x+---+x):(—m)-(—x) —m fois si m < 0
cx =0y sim=0

0 Cette définition doit justifier 'égalité (—m) - (—x) = —(—m) - x
lorsque m < 0 pour étre cohérente.
Cette preuve se fait par récurrence sur p = —m € N. Ces égalités

traduisent la condition initiale de la récurrence :
0-(—2)=04=—-(0-2)
1-(—x)=—2z=—(1-2)

la deuxieme égalité démontre I'implication de récurrence a partir de

I’hypothéese de récurrence a ordre peN

p-(=z)=—(p-x)

(p+1) - (~2)
=p-(—z)+ (—x) par définition de 'opération -
=—(p-x)+ (-2 a partir de ’hypothéese de récurrence
=—(p-z+2) a partir de —(u +v) = —u—v
=—((p+1) -2 par définition de l'opération -

o Le produit par un entier vérifie ces propriétés du fait de ’associa-
tivité et de la commutativité de la loi + lorsque (m,n)€Z? :
m-x4+n-z=m+n)-x m-(n-z)=(mn)-x m-0y =04
m-x+m-y=m-(x+y) m-(xxy)=m- z)xy=xx(m-y)
—(m-z)=(-m)-z=m-(—x) l-z=2 —x=-1-2

¢ Ces manipulations de sommes illustrent ces propriétés a partir
de l'associativité, de la commutativité ou de la distributivité, par
exemple :
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par associativité : m-xr+mn-x= Z T+ Z T
k=1

m+n

—Zx: m+mn) -

par commutativité : m-x+m-y= Z T+ Z Y
k=1

=> (z+y) = (x+y)

X (m-y) —xx(Zy)

(Ixy)Zm'(Ixy)

par distributivité :

NER

k
Ces égalités se limitent au cas des coefficients (m, n)€N? positifs et
admettent implicitement les manipulations précédentes des sommes
finies.

Il
—

¢ Une démonstration complete doit distinguer les cas m > 0 et
m < 0, et opérer par récurrence sur m ou n pour appliquer la défi-
nition stricto sensu de l'associativité, la commutativité ou la distri-
butivité.
A titre d’exemple les égalités ci-dessous correspondent a Dinitialisa-
tion de la récurrence démontrant z x (m-y) =m - (z X y) :
X (0-y)=axx0,=04=0-(z xvy)
rx(l-yy=zxy=1-(x xy)
L’égalité suivante démontre la relation a l'ordre m + 1 a partir de
1’hypothése de récurrence a 'ordre meN :

X (m-y) =m- (& xy)

C(m D) -3)
=z x(m-y+y) par définition de 'opération -
=z x(m-y)+ (z xy) par distributivité
=m-(zxXy)+(x xy) par hypothése de récurrence
=(m+1)(zxvy) par définition de 'opération -

La fin de la démonstration pour m < 0 repose de méme sur la défi-
nition de 'opération - et la régle des signes, en posant p = —meN :
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xx(m-y)=xx(—(p-y)) par définition de 'opération -
= —(zx (p-y)) parlaregle des signes
=—(p-(x xy)) a partir du cas p > 0 précédent

=m-(x xXy) par définition de l'opération -
* Les produits « X » et « - » ne sont pas interchangeables ; le produit
de A est une Ici alors que le produit par un entier n’en est pas une :
X:AXA—A 2 ZxA— A

* De méme 0€Z et 04 €A, et 1€Z et 14 €7Z ne sont pas égaux, sauf
dans 'anneau Z. Ces éléments sont reliés par les égalités suivantes :
m.OA:()Z.x:OAXI‘:JJXOA:OA
ly-x=1aXxx=1ay xz==x
* Le formulaire précédent justifie les notations classiques de ces pro-

duits, par exemple :
may=m-(xxy)=(m-z)xy=x X (m-y)
o La puissance '™ ou m €N est définie ainsi :

m {xxxx~--><x n fois lorsque n > 0
r = 0
o = 1u

o Les propriétés de la puissances sont bien connues :
2" x g =™ 1T =1, (2™)" = 2™ quand (m,n)€N?

¢ Les méthodes de démonstrations sont similaires a celles appliquées

pour les produits par des entiers.

x Ces égalités illustrent les deux définitions précédentes :
(—2)"=(—1p x )" = (—1)" x 2"
= (=lz )" = (=1z)" - 2"
Anneau integre

» Un anneau commutatif (A, +, x) est dit inteégre si et seulement
s’il vérifie ces deux propositions équivalentes :

(V(a,b)€A? axb=0=a=00Ub=0)

<:>(V(U,U)GA2 VweA\ {0s} uxw=v><w=>u=v>
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> Si un anneau A vérifie la premiére proposition alors, par distri-
butivité, I’égalité uw = vw entraine uw —vw = 0 = (u — v)w. La
condition w # 0 et I’hypothese initiale justifient u—v = 0 puis u = v.

> Réciproquement supposons qu’un anneau A vérifie la seconde pro-
position et montrons la premiére implication.

Si ab = 0 alors deux cas sont possibles a = 0 ou a # 0. Dans le
premier cas la démonstration est terminée, et dans le cas a # 0
I’hypothese précédente appliquée a a x b =0 =ax0etaa #0
justifie que b = 0.

* Les anneaux comme Z, Q, R et C sont integres.
Produits remarquables

Remarques sur les produits

+ Dans un anneau quelconque (z x 3)? et 22 x y* ne sont géné-
ralement pas égaux car la multiplication n’est pas nécessairement
commutative :
(zxyP=zxyxzxy
a:2><y2:x><a:><y><y
(z+y)P’=a?+zxy+yxz+y?
(@+y)(r—y)=2"—rxy+tyxz—y
® L’hypothese x X y = y X x aboutit a ces égalités :
" xy=yxz™ " Xyt =y" x 2™
(@™y") x (aPy?) = o™ Pyt

¢ La premiere égalité peut se démontrer par récurrence en appli-
quant m fois la commutativité du produit zy = yz :
XY= Xx X XTXITXY
=SLXTX - XTXYXT
=TXXTX - XYXTXT

=SIXYX - XTXTXT
=yXxrX---xXxxxXxrxr=yxa"

En conclusion z et y commutent des que zy = yz.

¢ La deuxieme égalité provient de la précédente ou n remplace m :
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rxy=yxr=z" xy=yxa"
— X xy=yxX ou X =z
= X xy"=y"x X
=" xy" =y" x ™

¢ La derniere égalité provient de la deuxieme et de I'associativité du
produit :

(™ x y") x (2P x y?) = 2™

" x (Y x 2P) x y? =™ x (2P x y") x y?
= (& x aP) x (y" x yT) = 2P x y" T

x Ces produits remarquables sont des conséquences des produits
précédents, ou les signes de mutiplication x et - peuvent étre omis
comme dans les formules numériques :

(z+y)?’=2"+2ay+y’ (+y)(z—y) =2"—y* sizy=yz
Dans la suite (A, +, X) est un anneau d’élément unité noté 1y, par
convention z° = 1a.

La suite de ce paragraphe suppose en plus que x X y = y X x, pour
cela il suffit par exemple que l'anneau soit commutatif.

Binome de Newton

m Lorsque zy = yx la formule du bindme énonce cette égalité dans
n’importe quel anneau unitaire :

(@+y)" = kz:% (Z) e (Z) TR (nni B!

¢ La vérification de la récurrence est immédiate pour n =0, n =1
et n = 2.

0

0 _

(z +y)° 1:Z<k>xky F—1xa% x40
k=0

(z+y)l=c+y= (é) 2Oyt + G) xty°

2
2
(x 4+ y)2 =22+ 22y + % = E (k) zhy?F
k=0

La démonstration de la formule & I'ordre n + 1 a partir de celle a
I’ordre n termine la récurrence :
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(@)™ = ety = @+ 3 () byt

k=0

n

Z (k) k+1 n— k+z< > k Yyt k par distributivité

_ (jﬂ) v Z(Z) bR avee = k1
n n ) ) ) : .

:Z (] B 1) x]yn+1fj 4 anrl + Z (]) ijnJrl*] 4 yn+1

Jj=1

n
_ntl n n i on+l—j n+1
(1) ¢ (5) e

A+ oot s~ (ALY sty (P a0
_<0):Uy —i—Z j T’y —I—n+1x Y

=1
11
_3:(”‘1‘1) k, ntl1—k
k 'y
k=0

« La formule du binéme précédente s’applique au calcul de (x —y)"

et de (15 &+ 2)" pour ces raisons :
x X (—y)=—(vy) = —(yx) = (—y) X x laxx=xxly

Séries géométriques

m Lorsque xy = yx un autre produit remarquable énonce cette éga-
lité des séries géométriques dans n’importe quel anneau unitaire :

s (Zxknk)$_y (Z:Uknk)

¢ Ces égalités prouvent directement ce produit remarquable :
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—.TZ:Ekn k+yzxkn k

par dlstrlbutlvité du produit par x —y

n
—le’k n— k+zy$kynfk
k=0

par distributivité sur les sommes

Z k+1 n k+zxk n+1-k
k=0

a partlr des puissances lorsque zy = yx
n+1

_Zx] n+1— ]+Zxk n+l—k

par changement d’indice j =k + 1
=" — "1 par simplification des deux sommes.

La démonstration de 'autre égalité est comparable.

* Les factorisations suivantes découlent de la formule précédente :

1A . xn+1 — 1x+1 o xn+1 x2n+1 4 y2n+1 — x2n+1 o (_y)2n+1

Le groupe des éléments inversibles

Dans la suite (A,+,x) est un anneau unitaire d’élément unité
noté 1, par convention 20 = 1,.

o Un élément x de A est inversible si et seulement si il existe y € A
tel que xy = yxr = 1,. L’associativité de la multiplication montre
que y est unique et est notée y = z L.
o L’ensemble des éléments inversibles de A qui est noté U(A) vérifie
ces propriétés lorsque (z,) € (U(A))? :

14 €UA) et 1t =1,

z1elU(A) (x4~

(zy) "' €U(A) (zy) ' =y 136 '

¢ Ces produits justifient les égalités précédentes :
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1a X1 =14 $_1X$:xX$_1:1A
(xy)(y ') =a(yy !
(y '™ (zy) = y(@z™ )y~

=gzt = 1a

L gyt

o Lorsque = est un élément inversible de A la notation x™ et ses

propriétés s’étendent aux entiers n négatifs :

1 1 1

" X oooxa b= (z7)7!

T =x " XT

¢ L’inverse d’un produit xy de deux éléments inversibles justifie
légalité (2)™! = (71?2 lorsque z = y. Une récurrence généralise
I’égalité.

L’extension du formulaire des puissances s’effectue directement.

o (U(A), x) est un groupe appelé groupe des éléments inversibles.
de A.

0 La propriété précédente justifie que U(A) est stable par produit.
La loi x est associative sur A, elle est donc associative sur le sous-
ensemble U(A) C A.

L’élément unité 14 € U(A) est 1’élément neutre pour le produit.

La propriété précédente justifie également que tout élément x € U(A)
posséde un inverse qui appartient a U(A).

En conclusion (U(A), x) est un groupe multiplicatif.

« Par exemple U(Z) = {—1, 1} dans 'anneau Z, et U(Q) = Q*.

Les corps

e La structure (K, 4, x) est un corps si et seulement si (K, +, x) est
un anneau commutatif dont tous les éléments non nuls sont inver-
sibles; I’ensemble des éléments inversibles d’un corps est générale-
ment noté K* a la place de U(K) :

K* = U(K) = K\ {0x}

* Les ensembles suivants sont des corps :
Q+, %)  R,+,x)  (C+,x)
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