RELATIONS DE COMPARAISON

Ce chapitre suppose généralement que les suites étudiées ne s’an-
nulent pas, et qu’il en est de méme des fonctions sur un voisinage
de a € R ; en outre AeR.

Définition des relations de comparaison

Suites et fonctions négligeables

e Une suite (uy), oy est négligeable devant une suite (vy,),, o et notée

Un = 0 <>O(vn) s'il existe une suite (ey,),,cy de limite nulle telle que
Uy = EpUp.
Up = n_groo(vn) — (VnEN Up = envn) ET ngrfm en =0

= (Ve>0 INEN Vn >N |uy| < elvnl)

U
< lim —~=0
n—+00 Uy,
Cette derniere définition avec un quotient limite la notion des suites
négligeables aux suites ne s’annulant pas; au contraire les deux pre-
mieres définitions permettent de définir en toute généralité des suites
négligeables méme si certains termes sont nuls.
La deuxieme définition détaille I’hypothese lim e, = 0.
n——+0o0o

x Ces relations de comparaison sont habituelles :

1 1
— 2 - Z = S
1
* La suite nulle est négligeable devant toute suite : 0= o (vy).

n—-+0o0o
*x Ces deux propositions sont, par définition, équivalentes :

lim u,=0<—=u,= o (1
n—-+4o0o " n n—>+oo()

o Les suites négligeables vérifient ces propriétés :
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Up = n_groo(vn) ET v, = n—>0+oo(w”) = Up = n_groo(wn)
Uy = n—>0+<>o(vn) = Ay, = n_g_oo(vn)
Up = THOHO(wn) ET v, = THoJroo(wn) = Uy + V= THoﬂo(wn)
A#O0ETuy, = n—>0+<>o(vn) = Up = n_g_oo()\vn)
= o ) = = o (o)
Uy = n—>0+<>o(vn) =  UpW, = n_g_oo(vnwn)

¢ Ces démonstrations s’appliquent aux suites ne s’annulant pas et
reposent sur des produits et des quotients de limites :

. U i v U Uy V ..
lim = =0ET lim — =0=—= — = -2 de limite 0x0=0
n—+00 Uy, n—+00 Wy Wnp Up Wy
U . v Up + U U v o
lim — =0ET lim — =0= " = -"4-"" de limite 0
n—+00 Wy, n—+00 Wy Wnp, Wp  Wp

¢ Ces démonstrations sont aussi possibles en toute généralité sans
quotient, par exemple celle de la derniere implication :

Up = epv, ET lim e, = 0= u,w, = e,(v,wy,) ET lim e, =0
n—-+oo n—-+oo

= UupWw, = n_}o_s_oo(vnwn)
e La définition et les propriétés des suites négligeables s’adaptent
aux fonctions en a € R par 'existence d’une fonction e définie sur un
voisinage de a de limite nulle en a et vérifiant f(z) = e(x) g(z) :

flx) = o (9(x))

r—a
= il existe un voisinage de a sur lequel f(z) = e(x) g(x)
ET lim e(z) =0
Tr—a
= lim @ =0
T—a g(x)
* La notion de fonctions négligeables dépend du voisinage étudié :
_ 3 _ 2 _ 2 _ 3
2 FMy le 18/2/2015



Relation d’équivalence

e Les suites (up),cy €t (vn),cy sont équivalentes et notées par

Up, ~ Uy siet seulement la différence (u,, — Un)neN est négligeable
%

devant Ta suite (up)

nenN -
u ~ Uy < Up — Uy = o (7
" n—-+oo " " " n—>+oo( n)

. u
— lim —+=1
n—-+4oo Un

La derniere définition se limite aux suites (vy,),,cy ne s’annulant pas.

0 Dans le cas ot la suite (v,),cy ne s’annule pas la preuve de cette
équivalence provient des opérations sur les limites :

. u . u . Up — U
lim 2 =1<«= lim =2 —-1= lim =—2=0
n—-+oco Un n—-+oco Un n—-+4oo Un
< Up — Uy = o U
n " n—>+oo( n)

m « Etre équivalentes » est une relation d’équivalence entre les suites :

réflexive : Up ~  Up
n—-+00

symétrique : Up ~ Up ==V, ~ Uy
n—+00 n—+00

transitive : Up, ~ v, ETv, ~ w,—u, ~ w,
n—-4o00 n—+00 n——+4o00

a tatonnement

¢ La définition des suites négligeables justifie les trois propositions :

réflexive :  up —u, =0= 0 (uy)
n—-+o0o
s 1
symétrique : u, — v, = ey, vp = (1 —ep)uy Un=7—_" Vn
— e,
1 1—e,—1 —ep
Up — Uy =1 — Up = Uy, = Up,
1—e, 1—e, 1—e,
. . —€n 0
lim e, =0— lim —=—-—-=
n—-+oo n—+oo 1 — e, 1-0
transitive : u, — v, = epln Uy — Wy = frUp

Un_wn:un_Un+vn_wn:€nun+fnvn
= eplyn + fn(l - en)un = (en + fn — enfn)un

nli}I-lr-looen + fn — enfn =0

¢ Une démonstration plus directe pour les suites ne s’annulant pas

3 FMy le 18/2/2015

repose sur des limites de quotients et de produits :

U .
=1 de limite 1
Unp,
v 1 . R . U
o= T de limite 1 dés que lim — =1
Up, ﬁ n—+00 Uy,
U Up U o N . U . v
S de limite 1 dés que lim — = lim — =1
W, VUp Wp n——+00 Up n——+00 Wy,
* Ces suites sont donc équivalentes :
n+2 ~ n—1 ~ n n+1)? ~ nP-n ~ n?
n—+oo n——+0o n—-+0o n—+00
n -+ 2 2 Lo
par exemple —— =14 — de limite 1
n n

* La symétrie de la relation « étre équivalentes » autorise I’étude de
la limite du plus simple des deux quotients wuy, /v, et vy, /.

o Réciproquement deux suites équivalentes peuvent caractériser des
suites négligeables :
Up = 0 (V)< u,+v ~ 0
" n~>+oo( n) " nn~>+oo "

¢ Les deux définitions sont reliées par ces équivalences :

Un 0 Un U= —Up =V — (Up + V) = nﬁ\OJroo(vn)
= up =0 (vp) par produit par —1
n o)

m L’équivalence des suites est stable par produit, quotient, radicaux
et puissances ; les propriétés suivantes sont vérifiées des que les suites
(Un)pen €t (Un),en sont équivalentes et a €R :

Up ~ Uy = AUy ~ AUy,
n—-+4o0o

n—+0o0o
1 1
Up, ~ Un _ — ~ —_
n—+o00 Uy, M—>+00 Uy,

U, ~ UV, ETw, ~ z,=u,w, ~ vpTy,
n—-+00 n—-+o0o n—-+o0o

Up ~  Up = /Up, Ajr Vv, pour des suites a valeurs positives
n——+00

n—+00
Uy ~ Uy =u; o~ Uy pour des suites a valeurs positives
n——+0o0o n——+o0o

¢ Ces propriétés se démontrent comme celles des suites négligeables.

* L’équivalence des suites n’est pas compatible avec les sommes et
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les différences, au contraire des produits et des racines :
1
n? ~ nif4+= ~ niin — % n
n——+00 n n——+oo N n—s+oo
o Une suite (up),cy équivalente & une suite (vy),,cy de limite £€ R
[respectivement bornée] admet la méme limite [respectivement est
bornée] :

U, ~ v, ET lim u,=¢eR= lim v, =/

n—-+0o0o n—-+00 n—-+0o0o
U ~ v, ET (u est bornée — (v est bornée
n U ET () (on)nen

¢ La premiere implication provient de ce produit de limites :
v _
Uy = —u, delimite 1l x¢=/¢cR
Up
La seconde implication est due au fait qu’une suite convergente est
bornée, et que le produit de deux suites bornées est bornée :
v
Uy = Up X — est le produit de deux suites bornées
Un,
o Une suite (uy,),,cy convergente vers £ € R* est équivalente a la suite
constante de valeur /.
Deux suites ayant la méme limite finie non nulle sont équivalentes :

lim u,=¢€eR* = u, ~ /{
n—-+00 n—-+o0o

lim %,= lm v, eR* —=u, ~ v,
n—-+o0o n—-+o0o n—-+0o0o

* Des suites ont des limites — nulles ou infinies — égales ne sont

pas nécessairement, équivalentes ; ces exemples illustrent que les hy-

potheses £ = 0 et £ # +oo sont nécessaires :

21 2 2 1
lim —= lim — =0 lim §-=2#1 - % =
n—+oo n n—-+oo n n—-+o0o pos nNnos4+oconN
n3
lim n®= lim n?=+4o00c lim — =400 #1 n® o4 n?
n—-+o0o n——+oo n—+4o00 1 n——+o0o

o Les exponentielles de deux suites sont équivalentes a cette condi-
tion :

lim u, —v,=0<=¢e"" ~ e
n—-+o0o n—-+o0o

¢ La continuité de I'’exponentielle en 0, pour le sens direct, et celle
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du logarithme en 1, pour la réciproque, le prouvent par composition
de limites :

Un
lim u, —v, =0=—= lim """ = lim = =1
n——4o00 n——+o00 n—+oo evn
e'n e'n
lim — =1=— lim ln( ): lm u, —v,=In1=0
n—+oo eln n——+00 eln n——4o00

m Les logarithmes de suites a valeurs positives vérifient ces proposi-
tions :
lim u%,=0ETu, ~ v,—Inu, ~ Inv,
n——+00 n—-+

n—-+o0o —+00
lim u, =+o00 ET 4w, ~ wv,=—lnu, ~ Inv,
n—-+o0o n—-+00 n—+o00

¢ L’écriture sous cette forme du quotient permet d’en calculer la
limite :
Inv, In(vy/up)+Inu, In(v,/uy)

= = 1
In u, Inu, In u, +

La limite de cette expression est 0/oo + 1 = 1 quand n tend vers
+00.

* Les limites suivantes justifient que le logarithme de deux suites
équivalentes ne sont pas nécessairement équivalentes :
In(1+ h) 1 1

lim =1 14— ~ 1+—= ~
h—0 h n n—+00 n2 n—+oo

1 1 1 1
(1+) ~ L (14 52) ot

e La relation d’équivalence en a € R de deux fonctions est définie de
la méme maniere et vérifie les mémes propriétés :

1

[(@) ~ g(@) = [(x) — 9(@) = o (/@)
<= lim M =1
r—a g(;g)
x L’équivalence des fonctions dépend du voisinage de a choisi :
2 -2~ —2? 22—z ~ -1 2 -2 ~ 2
z—0 z—1 T—+00
€$
sinhx ~ coshzx ~ —
T—+00 z—+0o 2

* La définition méme des dérivées énonce ces équivalents :
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. . sinx —sin0 . sinx .
sinf0=cos0=1=lim —————— = lim sinz ~ =x
z—0 x—0 =0 T—+00

* Les mondmes non nuls de plus haut et de plus bas degré d’un
polyndéme P déterminent deux équivalents simples de P en 0 et en
+oo:

n
P(x):Zakxk am # 0 an # 0 m<n
k=m

n—1
Z akxk n 1
P(z) ~ apz" lim =" — i > =0
z—+o0 r—Foo xn r—Foo _xn*k
k=m+1
n
akxk n
.. k= 1 . _
P(z) ~ apz™ lim =0 — i Z apz” ™ =0
z—0 z—0 xm x—0
k=m+1

Relation de domination

e Ces conditions équivalentes définissent que la suite (up), oy est
dominée devant la suite (v,,)

neN *
Un, ,
up,= 0O ()<= |— est bornée
n—-+oo Un / neN

= (AMER VneN |u,| < Mlv,|)

Cette derniere équivalence généralise la définition des suites dominées
aux suites pouvant s’annuler.

o Les propriétés des suites bornées entrainent celles suites dominées :

Uy = n—>0+oo(Un) — Up = n—>O+oo (vn)
~ e =
v n——+00 Y tn n—>0+<>o (Un)
Up, = O (Un) ET vy, = O (wn) - Un= O (wn)
n——+o00 n—+00 n—+00
Un = nHO+oo (v”) ET vp = n~>0+oo(w”) = Un = n%OJroo(wn)
Un = n—>0+<>o(vn) ETvn = n—>O+oo (wn) = Un = n—>0+oo(wn)
Up, = O (Un) - )\Un = 0 (Un)
n—+o0 n—r+00
up= O (wp) ETvp= O (wp) =up+va= 0O (wy)
n—+o00 n—+00 n—+o0
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AAO0ETu,= O (vn) = un= 0O (Avp)
n—-+00 1 n—-+00 1
n——+00 Un n—+oo “Unp
Up = O (Un) = upwp,= O (Unwn)
n—-+00 n—-+00
up= 0O () ETw,= O (rn) = upwpn= 0O (vpxy)
n—+o00 n—+00 n—r+00
Un = n—>0+oo(vn) ET wn = n—>O+<>o (.Tn) —  UnWn= n—>0+<>o(vnxn)

¢ Un certain nombre de ces propriétés proviennent du fait que toute
suites convergente est bornée, et que la somme et le produit de deux
suites bornées sont bornés :

A£0ETup= O (vn):>§€RET<

n—-+o0o

Up, ,
—> est bornée
Un 7 neN

u 7’
— < n > est bornée
)‘vn neN

= (un)neN = 0 (()‘ Un)neN)

n—-+o0o

e La définition et les propriétés de la relation de domination
s’adaptent aux fonctions en a € R :
flx
fe) = 0 (gla) = L
z>a g(z)
<= (Ih>0 IMEeR Vacla—h,a+h] |f(z)| < Mlg(x)])
Cette derniere équivalence correspond au cas ou a € R; les condi-

tions pour a = Z£oo sont similaires en remplacant les intervalles
[a — h, a + h] par |—o0, A] ou [A, +oo] avec AER.

est bornée sur un voisinage de a

* Comme les relations d’équivalence et les fonctions négligeables, les
fonctions dominées dépendent du voisinage choisi :

22 sinx = O (2%) 2t sinz = O (2?)
z—0 T—+00

2¢2 sinx = O (z —n)
T—T
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Comparaison des fonctions usuelles

Cas de ’exponentielle, de la puissance et du logarithme

Dans ce paragraphe (a,a)ERiQ et (b, 8,c,v) R

m Ces limites découlent de la définition de la fonction puissance :

0 poura<1
lirf ax:{ 1 poura=1 lin%ale
Tr—r+00 T—r
400 poura > 1 =0
0 pourb<O0 400 pour b< 0
lim xb:{ 1 pourb=0 lim xb:{ 1 pourb=0
preo +oo pour b >0 i:([)) 0 pourb>0
0 pourc<O 0 pourc<O0
lim lncmz{ 1 pourc=0 lim |lnx|cz{ 1 pourc=0
Troo +oo  pour ¢ >0 fc:(()) +oo  pour ¢ >0

¢ Ces limites intermédiaires facilitent les calculs :
O<a<l:Ilna<0 Ilim zlna=-o00 b<0: lim blnzx=—00

r—+00 T—r+00
a=1:Ina=0 lim zlna=0 b=0: lim blnz=0
r—r400 T—>+00
a>1:lna>0 Iim zIna=+0c0 b>0: lim blnzx=+o0
r—r400 T—>+00
Iimz Ina=0
x—0
x>0

Les limites de In®z sont obtenues & partir de celles de ¢ en +00 :
lim Inz = lim |Inz| = +00
T—+00 z—0
>0

m Ces relations de comparaison proviennent des limites précédentes :

a*= o ()<= a<a
T—+00
= o @W=b<p = o (@P)=b>p
T—+00 z—0
x>0
¢ — v C: v
In“z xﬁoﬂ)o(ln )<= c<7vy |lnz| Igo(|lnx| )<= c <7
>0

¢ Ces quotients de puissances aboutissent aux limites précédentes :
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. a”® . a\®
a*= o (a")<= lim — = lim (—) =0
T—+00 z—+oo ¥ r—+00

a
— —<l<=a<a
o
:Ub
= o (%)= lim == lim 2" =0
r——+00 x—+00 xﬁ r——+00
—b—p<0<=b<p

La méthode est similaire pour les autres limites.

* Les propriétés suivantes de ce paragraphe reposent sur ces limites :
X

. e
lim —=+o0 x= o (")
x—+00 I x—+00
. Inz
lim —=0 lnz= o (z)
z—+o0o I T—+0o0

o Ces relations de comparaison en +o0o et a droite en 0 dépendent
de a et de b et permettent de calculer certaines limites de forme
initialement indéterminée :

sib>0: Inz= o (2 nz= o (2%
T——+00 T—r+400
sia>1: xr= o (a%) 2= o (a%)
T—+00 T—+00
sib<0: Inz= o (z%) lnzl°= o (2
z—0 z—0
>0 >0

¢ Les démonstration de ces relations de comparaison en logarithmes
reposent sur la composition des limites :

Inz 1 In(xb)

lim 2° = 400 = de limite 0 en +00

z—+00 b b ab
Inx)° 1 ¢
pour ¢ > 0 ( I;f) = (;Z) de limite 0 en +o00

La méthode est la méme pour la deuxieme série de relations :

lim zIlna =400
T——+00

x 1 zIna

ar exp(z Ina) " Ina exp(z Ina)
b

0 ox \b oy ra/byb -
pour b > 0 ﬁ_(aa:/b) =b (az/b) de limite 0 en +o00

de limite 0 en +oo

m Ce théoreme récapitule ces relations de comparaison en +oo et
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en 0 :
a2’ Inz= o (a®2°In"x)
T—r=400
a<a
<:>{OU (a=a)ET (b<p)
OU (a=a)ET (b=p)ET (c<7)

2 |Inzl°= o (2°|lnz|")
z—0
>0
{ b>p
OU (b=p)ET (¢ <)
¢ Une démonstration repose sur la négation des conditions sur les
coefficients ; il reste ensuite a comparer dans ces trois cas le quotient
des deux suites produits par les théoremes précédents :

a<
NON { OU (a = a)ET (b < f)
OU(a=a)ET (b=p)ET (c<~)

a<a a=a
— {OU(a:a)ET(6<b) o]V {Eszﬁ
OU(a=a)ET(B=bET(y<¢) ETc=~
Lorsque a < awou (a = a)ET(b < ) ou (a = a)ET (b= B)ET (¢ < 7)
seul le sous-cas a < « ne correspond pas, par quotient, a une pro-
priété déja énoncée mais au produit de deux relations de comparai-
sons :

() e ()5
zb—h-1

el b—p—-1 _ b—B—-1 _ x

(a) x (aja)® x $_8roo((a/a) ) car a/a>1

xT
lim (ﬁ) 2P =

Tz—+00 \ (¢
I
P e T T delimite Ocar n“ 7z = o ()
X T—+00

Le produit de ces deux limites termine la démonstration du cas
a<a.

m Ces limites découlent des relations de comparaison précédente :

11 FMy le 18/2/2015

lim a"n’Inn=1<= (a=1)ET (b=0)ET (c=0)

n—-+o00
a>1

lim a"n’ In°n = 4o0o<= ¢ OU (a=1)ET (b>0)
nes OU (a=1)ET (b=0)ET (¢ > 0)
¢ La suite constante de valeur 1 correspond a (1" n° In’ n)neN*. Les
limites nulles ou infinie sont équivalentes & une relation de suite né-
gligeable par rapport a la suite constante de valeur 1.

* Les suites (a"),,cy, (2 ) %N et (In°n), - sont des cas particuliers
de la famille de suites (a" n’ In“n) aveca=1,b=0o0ouc=0.

» Calcul de la limite de (27)3%)/(3%)2) en +o00.

neN*

> Le logarithme de cette expression aboutit a des limites de la forme
précédente :
(21)")
In () =37 In(27) — 2 In(37) = 3"z In2 — 2" In3
(31:)(21)

- 3f (In2 — (2/3)" In3)

Ll\moo(2/3) xEIEOOIHZ—Q/?)) In3=Imn2>0
lim 3= 400 lim 3%z = +o00
T—+00 T—+00
x\(37) z)(3%)
lim ln((2)z>:+oo lim (2)1 = 400
r——+00 (3:1;)(2 ) r—+00 (3:1;)(2 )

Equivalent de la factorielle

m [’équivalent de Stirling dont une démonstration repose sur un cal-
cul d’intégrales énonce cet équivalent :

nl o~ W(ﬁ)”

n—-+oco e
¢ Ce résultat fait intervenir des calculs d’intégrales.

x Des les petites valeurs de n comme 10, le quotient est proche de
1:
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100 3628800
V20m(L0)10 " 3598695,618 - - -

=1,00836---

* L’équivalent de Stirling énonce un équivalent au coefficient du bi-
néme :
(2”) _ (2n)! Vi (22)2n 2 /mn 2% e 92n

n

~Y € p—
12 2 2
W12 n-Tioo (V2mn (2)7)? S 2 \Jmm

Exemple d’une forme indéterminée

x L’exemple suivant fait intervenir une forme indéterminée d’expo-
nentielle et de puissance étudiée dans ce chapitre.

Applications C*° définie par morceaux

»> Les applications f et g sont définies ainsi sur R ou n €N et P est
une application polynomiale; le but est de montrer par récurrence
que ces applications sont de classe C* :

0 siz<O0
g(z) = P(x)e/*

'/L-’I’L

0 siz<O0
G2 >0

€Tr) =
/(@) { e siz>0

o> La limite de ’exponentielle en —oo justifie la continuité de 'appli-
cation f en 0; la continuité de I’application g en 0 provient des rela-

tions de comparaison entre ’exponentielle et les puissances en —oo :

F(0) =0=lim f(x) = lim e~V/* = lim (=)

<0 x>0 x>0
po—1/z
zPe _y N
— =a"""e Ve — yn=peu onu=1/x
T
p,—1/x P —1/x
. Y . xPe . T)e
lim v" Pe™ =0=lim ——— th:O
u—+00 z—0 xn z—0 xh
x>0 x>0

La limite associée au polynéme P est une combinaison finie des li-
mites nulles précédentes associées & chaque monome en zP. Les ap-
plications f et g sont donc continues.

> La dérivée f’ est continue sur les intervalles R’ et R . La limite
en 0 de f’ est nulle, donc f/(0) = 0 et I'application f est de classe C* :
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siz<0 fl(x)=0 lin%)f’(x):O
T—
<0

—1/z
siz>0 fl(z)= ¢ 5 lim f/(z)= lim wu?e“ =0
x x—0 U——00

>0

> Plus généralement la dérivée d’'une application g est une autre
application du méme type ou n est remplacé par n+ 2 ; cette dérivée
est nulle sur R* car 'application ¢ est nulle sur R* :

(P(x)e_l/z)’ _ (22 P'(z) — nx P(zx) + P(x))e1/*

_ o pour x >0
T x

(P(x) f(x))/ = (2 P'(z) —nz P(z) + P(z))f () siz>0ouz<0
Zn pnt2

La dérivée ¢’ de g est une application du type de g en remplacant
n par n + 2 et P(x) par 2 P'(z) — naP(z) + P(z). L’application g
est continue en 0 et sa dérivée g’ posséde donc une limite nulle en 0,
ainsi I'application g est dérivable en 0 et ¢'(0) = 0, par passage a la
limite.

L’application ¢’ est continue en 0, de dérivée nulle sur R* et de
dérivée continue sur R ; en conclusion 'application g est de classe
C! sur R.

De méme l'application ¢’ a la structure d’application ¢ et est donc
de classe C', ainsi toute application g est de classe c2.

> En supposant comme hypothese de récurrence sur p € N que toute
application g est de classe C?, alors I'application ¢’ qui est de la méme
forme est donc de classe CP, ainsi toute application g est de classe
[ans

En conclusion toutes les applications g sont de classe C*°, et en par-
ticulier I'application f qui est une application g de type particulier,
avec P=1et n=0.

x L’étude repose sur cette limite de forme indéterminée et les fonc-

tions négligeables :

l,n

lim — =0 "= o (&%) pour tout neN
rz—+oo el x—+00
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