ESPACES VECTORIELS

La notion d’espace vectoriel est une structure algébrique aussi em-
ployée en géométrie et en analyse. Cette structure est définie a partir
des groupes et des corps dont ce cours suppose connues les définitions
et les principales propriétés.

Dans ce chapitre K est un corps commutatif, généralement R ou C,
et n est un entier strictement positif.

Présentation des espaces vectoriels

Définition

e Un ensemble E muni d’une addition de vecteurs + : ExX E — FE et
d’une multiplication par un scalaire - : K x £ — FE est un espace vec-
toriel sur K si et seulement si ces opérations vérifient les propositions

suivantes :
(E,+) est un groupe commutatif d’élément neutre noté Og

VL EK? YueE A+p)-u=\-u)+ (u-u)
VAEK V(u,v)€E?* X - (u+v)=\-u)+ (N v)
VO, eK? YueE (Axp)-u=X\ (u-u)
VuecE 1l-u=u
e Les éléments de E sont appelés vecteurs et sont notés u ou .
Les éléments de K, souvent notés avec des lettres grecques comme A

ou [, sont appelées des scalaires, et K est appelé le corps de base de
E.

e Le groupe commutatif (F,+) d’élément neutre O construit & par-
tir de la loi de composition interne + qui est associative, commuta-
tive et pour laquelle tout élément u de E posséde un symétrique noté
—u
Y (u,v) € B ut+vekl
YV (u,v, w) € E? (u+v)+w=u+ (v+w)
VY (u,v) € E? ut+v=v+u
VueE? u+0g=0g+u=u
VucE? u+ (—u) =(—u)+u=0g
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e La structure d’espace vectoriel n’est pas celle d’'un anneau car le
produit par un scalaire - est une opération externe K x £ — FE et
pas, comme pour les anneaux, une loi de composition interne sur F
définie par £ x EF — E.

La notion d’associativité et de distributivité est généralement réservé
aux lois de composition interne, pour cette raison le produit par un
scalaire n’est pas présenté comme associatif et distributif par rapport
a l'addition sur E méme si les formules sont comparables.

Dans la suite du chapitre E est un espace vectoriel sur K, A et u
sont des scalaires de K, et u, v et w des vecteurs de E.

e Le vecteur Og est appelé vecteur nul, il vérifie u+0g = Og+u = wu.
Le symétrique d’un vecteur u € FE pour l'addition + sur F est appelé
opposé de u et est noté —u.

e [’addition sur les vecteurs + est notée de la méme facon que ’ad-
dition sur le corps de base K. Le type des termes additionnés — vec-
teurs ou scalaires — permet de déterminer si la loi + est celle de K
ou de F'; il en est de méme pour le produit et 'opposé.

Les addition d’un vecteur et d’un scalaire n’a pas de sens, pas plus
que le produit de deux vecteurs.

e Par abus de notation l'opérateur - est généralement omis, et la
différence de deux vecteurs est définie a partir de 'opposé :
Au=A-u u—-v=u+(-v)

e [’associativité de la loi de composition interne 4+ sur E autorise
les notations u + v + w a la place de (u +v) + w = u + (v + w).
L’expression Ap u correspond a 1’égalité A(uw) = (Au) u valable dans
tout espace vectoriel.

Premiéres propriétés

e Un espace vectoriel E est un groupe commutatif pour ’addition
des vecteurs et en a donc les propriétés.
Ainsi le vecteur nul O et 'opposé —u du vecteur uw sont uniques,
la commutativité du groupe entraine cette premiere égalité, et la
régularité de loi + l'implication suivante :
V (u,v) € B —(u4+v)= —v—u= —u—v
Y (u, v, w) € E? u+v =utw=—v=w
utw=vtw—u="7v
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e Les manipulations de base du vecteur nul reposent sur ces proprié-
tés :
YVuek Ou =0g
ViekK A0 =0g
VAeK YueF Au=0p = (A=00U u=0g)

e Les deux premieres égalités reposent principalement la structure
de groupe commutatif de (E,+) et la régularité de 'addition des

vecteurs :
Ou +0u = (0+0)u =0u =0u + 0 = Ou = 0p

AN0g + A0 = )\(OE + OE) = A0 = \0g + 0= A0 = 0p

e La réciproque provient du fait que tout scalaire A non nul du corps
K possede un inverse :

A 1 1
Au=0g ET)\#Ozuzxu:X(}\u):XOEzoE

e Ces égalités récapitulent les propriétés de 'opposé d’un vecteur :
VAeK VueE (—MNu=—-(Au)=A(—u) estaussinoté —Au
VueE —-u=(—1)u
e Les démonstration reposent sur la définition de 'opposé d’un vec-
teur et sur la régularité de ’addition :
A — (M) =0g=0u=N—-Nu=A\u+(-\u
= —(\u) = (-Mu
A — A =0 =0u=X\Nu—u)=\u+A\—u)
= —(\u) = A(—u)
La derniere égalité applique les égalités précédentes a A = —1 et
1 -u=mu.
e L’ensemble vide () n’est pas un espace vectoriel car tout espace
vectoriel E contient le vecteur nul Og.

Espaces vectoriels usuels

Espaces de vecteurs-coordonnées

e L’ensemble K" est un espace vectoriel sur K pour les lois + et -
définies coordonnée par coordonnée :
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4+ : K" x K" - K" G KxK* — K"
ul U1 up +v1 U1 AU
(%) () U9 + Vo u9 )\UQ

+ )= . N . =
Un, Un, Uy + Up, Up, AUy,

Par exemple R? et R? sont des espaces vectoriels sur R.

e Le fait que K soit un corps par construction des espaces vectoriels
signifie en particulier que (K, +) est un groupe commutatif. Ainsi la
structure produit (K", +) est donc un groupe commutatif pour la loi
produit déterminée coordonnée par coordonnée.

La vérification des propositions associées au produit par un scalaire
dans la définition des espaces vectoriels repose aussi sur un calcul
coordonnée par coordonnée.

e K = K! est un espace vectoriel sur K pour les opérations + et -
de K, ainsi R est un espace vectoriel sur R, et C un espace vectoriel
sur C.

e Par convention K° est un espace vectoriel réduit au vecteur nul

K® = {0}.
Espaces vectoriels d’applications

e Si X est un ensemble non vide et E un espace vectoriel sur K,
I'ensemble EX des applications de X dans E est un espace vectoriel
sur K pour les opérations usuelles f + g et Af sur les applications :

f+tg9g: X —F M X —F

N X\ 2
z— f(z) + g(z) r— Af(x) ot (f9)€(E7)

e [’application nulle Ox _,r : £ — Op est le vecteur nul de I'espace
des applications EX de X dans E , et 'opposé — f d’une application
f est le vecteur opposé dans l'espace vectoriel EX.

e En particulier 'ensemble R des applications d’un intervalle I dans
R, et I'ensemble RY des suites & valeurs réelles sont des espaces vec-
toriels sur R.

e Une preuve repose sur les vérifications par la somme et le produit
par un scalaire d’applications de la définition des espaces vectoriels.
Les égalités ci-dessous justifie trois de ces propositions; toutes ces
fonctions sont définies de X dans E et la démonstration de I’égalité
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de ces fonctions consiste a vérifier ’égalité des images de x € X
quelconque :
(Ox—p +px f)(2) = 0x-p(x) +e f(2) = 08 + f(z) = f(2)

=f(z)+0p = f(z) + 0x-p(z) = (f + 0x~p)(z)
La somme dans le premier terme est addition sur EX notée + EX
alors que le signe + du deuxieme terme représente l’addition des
vecteurs des F notée +p par soucis de précision. Dans les termes
suivants le contexte précise si I'opération est effectuée dans E ou
dans EX.
Ces égalités dans E sur les images de x € X termine la preuve de
I’égalité d’applications Ox g + f =px= f + O0x_p.
Les autres preuves sont similaires, celle-ci justifie une des propriétés
caractéristiques du produit par un scalaire A; les indices précisent
les ensembles sur lesquelles operent chaque loi :

(A px (f +px 9))(@) = X 6((f +px 9)(@) = X5 (f(z) +E9(x))
=g f@)+e A p9(@) =\ px f)z) +E (X -px 9)(2)
= (A px f+px Apx 9)(z)
En conclusion A(f + g) = Af + Ag.
Ces égalités vérifient sur le méme principe que 'application — f est
I'opposé de la fonction f :

Ox—pe(z) =0p=—(f(2) + f(z) = (=) + f)(2)
=f(@) = flz) = (f + (=/)(z)

e Cette propriété impose que 'ensemble d’arrivée E soit un espace

vectoriel, mais n’énonce aucune hypothese sur ’ensemble de départ
X.

e La démonstration précédente justifie de facon analogue que l’en-
semble des applications GX de X dans un groupe G est un groupe
pour la loi définie sur les applications par (fxg)(z) = f(z)*g(z)€G.

Autres espaces vectoriels

e L’ensemble C est un espace vectoriel sur R pour les opérations
usuelles : I'addition de deux complexes et la multiplication d’un com-
plexe par un nombre réel operent sur les parties réelles et les parties
imaginaires comme sur des coordonnées.

e Le singleton {0} est un espace vectoriel, appelé espace vectoriel
nul, pour les opérations 0 +0 =0 et A0 = 0.
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Combinaisons linéaires

e Lorsque (uy),_; est une famille finie de n vecteurs de E, et (Ag)p_;
est une famille de n scalaires, I’expression ci-dessous est appelée com-
binaison linéaire des vecteurs (ug)p_; :

n

Z)\kuk =Mur+Xur+---+ A\ u,

k=1
Modifier I'ordre des termes et regrouper par des parenthéses cer-
tains calculs ne modifie pas la valeur d’'une combinaison linéaire car
I’addition des vecteurs est associative et commutative.

e La valeur d’'une combinaison linéaire réduite & un terme est ce
terme, et la somme vide est par convention le vecteur nul :

1 0
Z)\kuk:)\lul Z)\kuk:OE
k=1 k=1
e Une combinaison linéaire a un terme correspond ainsi au produit
d’un vecteur par un scalaire.
Une combinaison de vecteurs dont tous les coeffcients sont de valeur
1 correspond a une somme de vecteurs.

Espaces vectoriels produits

e Si F et F sont deux espaces vectoriels sur un méme corps K alors le
produit cartésien E X F' est un espace vectoriel pour les lois produits :
+:(EXF)Xx(ExXF)—EXF Kx(ExF)—ExF

(u,v) + (z,y) = (u+x,v +y) A (u,v) = (Au, Av)
Opxr = (0g,0F)
e Cette notion de produits de deux espaces vectoriels sur un méme

corps K s’étend aux produits quelconques d’espaces vectoriels sur K
par des opérations définies coordonnée par coordonnée.

—(u,v) = (—u,—v)

e La démonstration est similaire aux démonstrations précédentes
sur les espaces vectoriels d’applications ou les espaces vectoriels de
coordonnées.

Chaque vérification s’effectue en exploitant la structure d’espace vec-
toriel sur chaque coordonnée.

e Ce théoreme et le fait que K est un espace vectoriel sur K prouvent
d’une autre facon que K" est un espace vectoriel sur K : K2 = K x K,
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K3 =K x K x K, etc.

Sous-espaces vectoriels

Dans ce paragraphe E est un espace vectoriel sur K, et F' et G sont
des sous-ensembles de E.

Définition et premieres propriétés

e Le sous-ensemble F' de F est un sous-espace vectoriel, aussi noté
sev, de F si et seulement si F' a une structure d’espace vectoriel sur
K pour opérations + et - de F restreintes a F'.

e En particulier la restrictions des opérations + et - & F' doivent
aboutir a des opérations sur F', et F' donc F' est stable

e Tout sous-espace vectoriel est donc, par définition, stable pour
I’addition des vecteurs et pour la multiplication par un scalaire.

V(u,v)eF? u+veF  VYAeK YueF \ucF

Les restrictions des opérations + et - & F' doivent aboutir par défi-
nition de I'espace vectoriel F' a des opérations sur F' :

e La stabilité par combinaison linéaire de deux vecteurs d’un sous-
espace s’énonce ainsi :

V(u,v)eF% Y\ p)€K® M+ pveF

e La stabilité par combinaison linéaire de deux vecteurs découle de
la stabilité pour la somme et le produit.

Réciproquement la stabilité de F' pour les combinaisons linéaires en-
traine celle pour les additions et produits par un scalaire, en prenant
A=pu=1oup=0.

Plus généralement une récurrence sur le nombre de termes prouve
par associativité que la stabilité par combinaison linéaire de deux
termes est équivalente a la stabilité par combinaison linéaire d’un
nombre fini de vecteurs.

e La structure de groupe de (F, +) entraine que le vecteur nul de F
et 'opposé d’un vecteur du sous-espace vectoriel F' sont des éléments
de F':

F#0 OpeF YueF —weF

e La stabilité par opposé peut aussi bien étre vue comme une pro-
priété du groupe (F,+) que comme un cas particulier pour A = —1

7 FMy le 19/2/2015

de la stabilité par produit.

e Les sous-ensembles {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de
E.

Propriété caractéristique des sous-espaces vectoriels

e Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
F' est un sous-espace vectoriel de F
<~
(FCE)ET (0g€F)ET F est stable par + ET F est stable par -
<~

(FCE)ET(F#0)ET (V(\, )€KV (u,v)€F? Au+ pverF)

Autrement dit un sous-ensemble non vide de E stable pour les com-
binaisons linéaires est un sous-espace vectoriel de E.

e Le paragraphe précédent justifie que la premiére proposition en-
traine la deuxieéme, et que la deuxieéme entraine la troisieme.

Il reste & montrer que la troiséme proposition implique que le sous-
ensemble F' C E a une structure d’espace vectoriel.

Le sous-ensemble F' vérifie la propriété caractéristique des sous-
groupes additifs en prenant A = 1 et u = —1. En conclusion F' a
un sous-groupe de (E,+) et a une structure de groupe.

La condition Au+ pwv € E appliquée a u = 0 justifie que F est stable
par produit par un scalaire quelconque A € K.

Les autres propriétés caractéristiques des sous-espaces vectoriels sont
vérifiées par les vecteurs de F' qui sont des vecteurs du sous-espace
vectoriel F, par exemple (A + p)u = Au + pu pour tout vecteur de
F' car cette égalité est vérifiée pour tout vecteur de E et car F' C E.

e La proposition la plus simple a rédiger est souvent la deuxieme, et
celle dont la rédaction est la plus concise est la derniere.

e Dans ces propositions les conditions F' # () et 0 € F sont équi-
valentes, car u € F' entraine que Ou = O € F' dés que F est stable
pour le produit par un scalaire.

Sur le méme principe la stabilité de F' pour le produit par un scalaire
A aboutit a la stabilité de F' pour 'opposé en prenant A = —1, et
permet de justifier ensuite que F' est un sous-groupe de (E,+).
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Exemples de sous-espaces vectoriels

e Les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R? :

R(Z):{(Zﬁ)/teﬂ%} {<§>/ax+by=0} ot (a,b) €R?

e Au contraire les sous-ensembles de R? ci-dessous ne sont pas des
sous-espaces vectoriels car ils ne contiennent par le vecteur nul :

() 7remp {() /va=sp {(5) /0=

e Ces sous-ensembles de R? ne sont pas stables pour la somme ou
pour 'opposé des vecteurs :

P={(D) f=wl}  a={(1) /rz0eETyz0)
(e @) () -()-()#e

e Le sous-ensemble F' de K" caractérisé par la nullité d’une combi-
naison linéaire de coefficients (A\;);_; € K" quelconques des coordon-
nées des vecteurs est un sous-espace vectoriel de K™ :

V1 n
F = : / Z Apvp =0 est un sous-espace vectoriel de K"
v k=1 pour toute famille (A\g);_; de K".
n

e Le sous-ensemble précédent F' de E contient le vecteur nul de K",
n’est donc pas vide.

Avec ces notations, les égalités suivantes justifient que F' est stable
par combinaison linéaire :

up vy w1y
Ul : Vi : w
Unp Un Wy,
au + fuy
W =aU+ g8V =
o, + Boy,

UeF > Nug=0 VeF > Nup=0
k=1 k=1
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n n n n
Z ApWE = Z Ap(Qu + Bog) = « Z Arup + 0 Z AUk
k=1 k=1 k=1 k=1
=a-0+8-0=0 WeF
La propriété caractéristique des sous-espaces prouve donc que F' est
un sous-espace vectoriel de E.

e Lorsque I est un intervalle ni vide ni réduit a un point de R, I'en-
semble C(I,R) des applications continues de I dans R et ’ensemble
C™(I,R) des applications de I dans R de classe C™ ou meNU {o0}
ont une structure d’espace vectoriel.

e L’ensemble C(I,R) étant inclus dans Iespace vectoriel RY| justifier
que C(I,R) est espace vectoriel se fait plus simplement en prouvant
que C(I,R) est un sous-espace vectoriel de ’ensemble R des appli-
cations de I dans R.

o Les propriétés usuelles de I'analyse justifient d’une part que les
applications constantes sont continues, ainsi le sous-ensemble C(7,R)
de l'ensemble R’ des applications de I dans R n’est pas vide.

Elles énoncent d’autre part que le produit par une constante d’une
application continue et la somme de deux applications continues sont
continues ; ainsi C(I,R) est stable par combinaison linéaire.

En conclusion C(I,R) est un sous-espace vectoriel de I'espace vecto-
riel R,

Les propriétés de linéarité des dérivées successives démontrent de
fagon analogue que ’ensemble C™(I,R) des applications de classe
C™ de I dans R est un sous-espace vectoriel de RY.

o Les propriétés de linéarité des dérivées démontrent que I’ensemble
C™(I,R) des applications de classe C"™ de I dans R est un sous-
espace vectoriel de l'espace R! des applications de I dans R, lorsque
meNU {oo} et I est un intervalle de R.

e Lorsque I est un intervalle ni vide ni réduit a un point de R, I'en-
semble C(I,R) des applications continues de I dans R et ’ensemble
C™(I,R) des applications de classe C" de I dans R ont une structure
d’espace vectoriel.
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Intersection des sous-espaces vectoriels

e L’intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vecto-
riel.

e Une preuve consiste a vérifier la propriété caractéristique des sous-
espaces sur l'instersection, sachant que chaque sous-espace la vérifie
et contient le vecteur nul.

e Cet ensemble est l'intersection de deux sous-espaces vectoriels de
K" lorsque (A),_q et (ug)y—; sont deux familles de scalaires de K" :

v1 n n
/Z)\kkaOETZuk’L)kZO
k=1 k=1

Un

est un sous-espace-vectoriel de K".

e La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est généralement pas
un sous-espace vectoriel ; les sous-ensembles F' et G sont des sous-
espaces de R? et UG n’est pas un sous-espace car il n’est pas stable
pour la somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

ea (Vo[ er)  (Jererve
G:R<_11>:{<_aa>/aeR} <f1>chFuG
rooe () ()

e Laréunion FUG de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace
si et seulement si 'un est inclus dans l'autre.

Si FCGouG C Falors FUG =G ou GUF = F qui sont des
sous-espaces vectoriels par hypothese.

Réciproquement si F'U G est un sous-espace vectoriel montrons que
FcGouGCF.

Deux cas sont possibles F' C G ou F' ¢ G.

Dans le premier cas la démonstration est finie.

Dans le second F ¢ G, ainsi il existe u € F tel que u€G. Soit veG
montrons que v € F' en étudiant u + v.

La somme u+v € FUG du fait queue FNFUG, que ve GNF UG,
et que par hypothese F'U G est un sous-espace vectoriel.
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Deux cas sont encore possibles, u +v€F ou u +veG.
Siu+wveG, alors u = (u+v) —v € F car tout sous-espace vectoriel
est stable par combinaison linéaire. Ce résultat contredit I’hypothese
v F et donc le cas u + v€G est impossible.

Ainsi u + v¢G et u+vE€F UG, en conclusion u + v € F. Le sous-
espace F' est stable par combinaison linéaire et différence de deux
vecteurs de F' donc v = (u +v) —u€eF.

Cette proposition termine la preuve de l'inclusion G C F.

Dans les deux cas F' C G ou G C F. La démonstration réciproque
est terminée.

Sous-espaces vectoriels engendrés

Dans ce paragraphe X etY sont deux sous-ensembles de E.

e L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de X est un
sous-espace vectoriel, appelé sous-espace vectoriel engendré par X :

n

Vect X = {Z ATk / neNET ()‘k);;:l ceK"ET (wk)zzl GXn}

k=1
X CVect X C Vect X

Vect u = Vect {u} = Ku Vect(u,v) = Vect {u, v} = Ku + Ko

Cette derniere ligne décrit les deux notions possibles de 1'espace vec-

toriel engendré par une famille finie de vecteurs.

e Cette définition appliquée avec n = 0 énonce Og € Vect X.

e [’ensemble X est inclus dans E car toute combinaison linéaire de
vecteurs de X C FE est un vecteur de I'espace F.

Le sous-ensemble Vect X contient le vecteur nul O par convention
sur la combinaison linéaire vide.

Par ailleurs tout vecteur u de X peut s’écrire sous la forme de la com-
binaison linéaire & un vecteur w = 1-u € Vect X. Ainsi X C Vect X.
Si v et w sont deux vecteurs de Vect X alors av + fw est une
combinaison linéaire de vecteurs n + p vecteurs de X :

n p
v =Y M\ W= Yk
k=1 k=1

n p
av+ fw =Y algzyp + Y By
k=1 k=1
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e Les propriétés de base des sous-espaces engendrés sont les sui-
vantes :
Vect ) = Vect {Og} = {0g}
X CY = Vect X C VectY
Vect X = X <= X est un sous-espace vectoriel de F/

e La premiere proposition consiste a vérifier que tout vecteur w est

une combinaison linéaire a un vecteur :
VueX u=1-ucVectX

La deuxieme proposition reprend la convention d’une combinaison
linéaire sans vecteur dont la valeur est le vecteur nul Og.

Si X C Y et si v est une combinaison linéaire de vecteurs de X
alors ces vecteurs sont dans Y et v est une combinaison linéaire de

vecteurs de Y :
veVect X — veVectY

Si X = Vect X alors X est un sous-espace vectoriel car égal au sous-
espace Vect X.

Réciproquement montrons que si X est un sous-espace vectoriel, alors
X = Vect X.

La preuve de X C Vect X a déja été démontrée en toute généralité.
Réciproquement si u € Vect X alors w est une combinaison linéaire
des vecteurs de X ; comme X est un sous-espace vectoriel stable
par combinaison linéaire le vecteur u est dans X, d’ou la seconde
inclusion Vect X C X dans ce cas.

e Le sous-espace engendré Vect X peut aussi étre caractérisé comme
étant le plus petit sous-espace de E contenant X ; autrement dit
Vect X est un sous-espace vectoriel et tout sous-espace F' contenant
X inclus nécessairement Vect X.
S:{FCE/XCFETFestunseVdeE}
Vect X €§S VFeS§S Vect X C F Vect X = ﬂ F
FeS

Cette proposition donne la possibilité de construire Vect X par une
intersection de sous-espaces vectoriels.

e Par construction Vect X est un sous-espace vectoriel.
Si le sous-espace F' contient X alors tous les vecteurs de X sont
des vecteurs de F' qui est stable par combinaisons linéaires; ainsi
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Vect X C F'; cette propriété justifie dans 'inclusion de Vect X dans
Iintersection de tous ces sous-espaces de S :

VFe§S Vect X C F

Vect X C ﬂ F
FeS

Le sous-espace Vect X est un des éléments de 'ensemble & qui est
donc non vide, ainsi Vect X est inclus dans l'intersection de tous les
sous-espaces de S, sur le principe :

ﬂ F=VectXN---CVect X
FeS

Somme de sous-espaces vectoriels

Jusqu’a la fin de cette partie F' et G sont des sous-espaces vectoriels
de F.

e La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E est
le sous-espace de E défini ainsi :

F+G= {u+v/(u,v)€F X G} CE
est un sous-espace vectoriel de E.

e Par construction '+ G C E. Le vecteur nul O = 0 +0gpc F+G
est bien la somme d’un vecteur du sous-espace F' et du sous-espace
G.

La stabilité des sous-espaces F' et GG par combinaisons linéaires et la
commutativité de la somme de vecteurs justifie que F' + G est stable
par combinaisons linéaires :

(u,u') € F? (v,v')€G?
AMu+v)+ pu +0) = Qu+pu) + (A +w')eF+ G
e Par exemple Vect(FUG) = F + G.

Ces inclusions reposent sur le fait que les sous-espaces F et G

contiennent le vecteur nul :
F=F+0gCF+G G=0g+GCF+G

donc FUGCF+G

Le sous-espace somme F'+ G est un sous-espace, ainsi FUG C F+G
entraine que toute combinaison linéaire de vecteurs de F'+ G est un
vecteur de F' + G, ainsi Vect(FUG) C F + G.

Réciproquement tout vecteur de F' + G est par définition la somme
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d’un vecteur de F' et d’un vecteur de GG et est donc une combinaison
linéaire d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G qui sont deux vecteurs

de FUG, donc F + G C Vect(F UG).

e La somme d’une famille (F);_; non vide et finie de n sous-espaces
vectoriels généralise la définition précédente et est un sous-espace de
E

n

n n
+Fk:F1+F2+"'+F :{ka/(vk)ZﬂeHFk}
= k=1

k=1

est un sous-espace vectoriel de F.

e Dans le cas o X C FE contient un nombre fini de vecteurs
X = (ug)_, le sous-espace engendré Vect X s’écrit aussi simple-
ment sous cette forme :

Vect X = Vect(ui,us, - ,u,) = Vect (ug),_,

:Ku1+Ku2+'~—l—Kun: _|_Kuk
k=1

Somme directe de deux sous-espaces

e Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
FNG= {OE}
<:>(V'w€F—|—G N (u,v)eF xG w :u+'v)
<:>(V(u,v)€F x G u+'v:0E:>u:'v:0E>

e Une démonstration de ces équivalences par implications circulaires
est possible.
La preuve de l'unicité de la décomposition de w € F + G si
F NG = {0g} repose sur la stabilité des sous-espaces pour les
combinaisons linéaires ot (w1, us) € F2 et (vy,v9) €G? :
W=U] +V] =Us+Vy— U] — U=V —VIEFNG = {OE}
— U] — Uy = vy —v; =0g
— u; =u9 ET v1 = vy
La deuxiéme proposition appliquée a w = 0g énonce 'unicité de la
décomposition du vecteur nul. Par ailleurs Og = 0 + 0g € F' + G
est une décomposion du vecteur nul sur F'+ G, et est donc la seule;

d’ou la conclusion :
u+v=0g=—=u=v=0g
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L’intersection de deux sous-espaces est un sous-espace et contient
nécessairement le vecteur nul, ainsi {0} C FNG.

Réciproquement si w € FNG C F alors —w € FNG C G et
0p = w+ (—w) € F + G. La deuxiéme proposition énonce que la
seule décomposition possible du vecteur nul est 0g+0g, ainsi w = 0g
et —w = 0g et donc dans ce cas FNG C {0g}.

e Si tout vecteur de F' + G peut étre décomposé de facon unique
sous la forme de la somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G,
alors la somme de F' et de G est dite directe et est notée F & G.

e Lasomme F+G de deux sous-espaces vectoriels F' et G est directe
et est notée F' @ G si et seulement si FNG = {0g}.

e Cette caractérisation est souvent la plus facile a justifier, et elle
provient des équivalences précédentes.

Sous-espaces supplémentaires

e Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires si
et seulement si £ = F @ G.

e Cette équivalence caractérise les sous-espaces supplémentaires :
FeG=F<+— (VweE (u,v)eF x G w:u+v)

e La démonstration de deux sous-espaces supplémentaires repose sur
ces quatre inclusions dont deux sont vérifiées pour tous les sous-
espaces :

ECF+G F+GCFE carla somme de deux sev est un sev

FNnGc{0g} {0g}C FNG car lintersection de sev est un sev.

e Les deux sous-ensembles suivants de R™ sont des sous-espaces sup-
plémentaires. Par construction G = RV = Vect(U) C R" est un
sous-espace de R".

Le sous-ensemble F' est un sous-espace de R™ car il est défini par la
nullité d’'une combinaison linéaire des coordonnées des vecteurs :
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I 1 w1

X9 n 1 w29
F= S/ w=0pcRY U W
: =1 :
Tn, 1 W,
> Wk
G=RUCR" u:k:; W-ueF Fa&G=R"

Les inclusions {Ogr} C FNG et F+G C R" sont dues aux propriétés
des sommes et des intersections des sous-espaces vectoriels.
SiVeFNG alors V est de la forme V = AU et, nA = 0 car la somme
des coordonnées des vecteurs de F' est nulle, d’ott ' NG C {Ogn}.
La décomposition W = (W — pU) + pU € F + G justifie la derniere
inclusion R"® C F 4+ G.
e Montrer I'implication suivante lorsque F', G et H sont trois sous-
espaces vectoriels de F :

FcH E=FoG=—H=F&(GNH)

L’hypothese H = F' @ G justifie FNG = {0g}, d’ou la preuve de la
somme directe de ' et de GN H :

Feap(GNH) = (FeapG)NH ={0g} N H ={0g}
Les sous-espaces F' et GNH sont inclus dans H qui est un sous-espace
stable par somme, ainsi FF & (GNH) C H.
Soit w un vecteur de H C FE, 'hypothése £ = F ® G entraine
I'existence de u€ F et ve G vérifiant w=u+veEH, et v=w —u
est la combinaison linéaire de deux vecteurs de H car u€ F C H, et
donc v e H. En conclusion ue F,ve GNH et w = u+ve F+(GNH)
puis HC F+ (GNH).
La combinaison des trois arguments précédents prouve la propriété
H=F&(GNH).

Applications linéaires

Dans cette partie E, F' et G sont des espaces vectoriels sur un méme
corps K.
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Définitions et premieres propriétés

e Une application f de E dans F' est appelée linéaire a cette condi-
tion :

V) €ER2Y (u,v)€E? f(Au+pv) =\ f(u) + pf(v)

Autrement dit, I'image d’une combinaison linéaire de vecteurs est la
combinaison linéaire des images.

e En particulier toute application linéaire est compatible avec ’addi-
tion et le produit par un scalaire qui sont des combinaisons linéaires
particulieres :

fAu)=Af(u)  flutv)=f(u)+ f(v)
e Une application linéaire est aussi appelée morphisme d’espaces
vectoriels. Un endomorphisme est une application définie sur le méme
espace au départ et a I’arrivée. Un isomorphisme est un morphisme
bijectif, et un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
Une forme linéaire est une application linéaire dont ’espace d’arrivée
est le corps de base K.

e Toute application linéaire f vérifie f(0g) = Op et f(—u) = —f(u).
e Un morphisme d’espace vectoriel est en particulier un morphisme
du groupe (E,+).

e Sif:FE— Fetg:F — G sont deux applications linéaires alors
g o f est une application linéaire de E dans G.

Autrement dit la composée de deux applications linéaires est linéaire.
e La démonstration applique successivement le fait que f puis g sont
des morphismes :

(g0 [)Au+ pv) = g(f(Mu+ pv)) = g\ f(u) + pf (v))
=Ag(f(w)) + ng(f(v)) = Mg o f)(u) + u(g o f)(v)

e L’application réciproque d’un isomorphisme est isomorphisme.

e Par définition un isomorphisme est une application bijective. L’ap-
plication réciproque est donc bien définie et est aussi bijective.

En notant f : E — F cet isomorphisme il reste & montrer que f~!
est une application linéaire.

Soient u’ et v’ deux vecteurs de F, et (\, ) € K?. Notons u = f~(u/)
et v = fH(v'). Les égalités suivantes justifient que f~1 est une
application linéaire :
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FHOW 4+ p”) = FHf () + pf (0) = FH(F(u+ po))
=(f o /w4 pw) = M+ po = Af W) + pf (V)

Exemples d’applications linéaires

e Toute application f de K" dans K qui effectue une combinaison
linéaire des coordonnées des vecteurs de K" est une application li-
néaire ; elle peut étre définie par une famille (ay);, €K" :

u v
f:K'—K ! !
n ol © v 7
U+— Z apUg
k=1 Unp Un

n n n
SOU+pV)=>" arQug 4+ pog) = XD apug + 1Y agoy
k=1 k=1 k=1

=AfU)+ufV)
e Toute application f de K" dans K” qui effectue p combinaisons
linéaires des coordonnées des vecteurs de K™ est une application
linéaire ; elle est généralement définie par une famille (a; ;) 1<i<p de

1<j<n
np scalaires de K :
Uy U1
f: K" —>KP flu)=wv
n u U2 v V2
ou v; = Z a;pug pour 1 <i <p
k=1 w vy
Uy a1ul +aiguz+- -+ a1 puy
f u9 Gz 1U1 + a2 2U2 +- 1t a2 nUn
Un Ap,1UL + Gp2U2 + -+ -+ Gp pUp

La démonstration repose sur une application coordonnée par coor-
donnée de la précédente propriété.

e Les deux applications ¢ et ¢ définies ci-dessous sur des espaces
vectoriels de fonctions sont linéaires, lorsque I est un intervalle de R
et a€l; la seconde correspond a 'opérateur de dérivation :

o:RE—R §:C>®(I,R) — C>®(I,R)
fr— f(a) fr=f
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La linéarité de la premiere proposition provient de ces égalités et la
seconde de la linéarité de la dérivation :
e(Af + ng) = (Af +pg)(a) = A f(a) + pgla) = Ao(f) + pe(g)
S(Af +ng) = (\f +ng) = Af +pg = Xo(f) + pé(g)

L’espace vectoriel des applications linéaires

e [’ensemble des applications linéaires de 1’espace vectoriel E dans
I'espace vectoriel F' défini sur le méme corps K est noté L(FE, F).
L’ensemble des endomorphismes sur l’espace vectoriel E est noté
L(E) a la place de L(E, E).

L’ensemble des formes linéaires sur E est noté E* = L(E,K).

e Ainsi les applications ¢ et § sont dans ces ensembles :

peL(R R)=(RT)"  §€L(C™(I,R),C™(I,R)) = L(C*(I,R))

e Toute combinaison linéaire d’applications linéaires est linéaire :
V() ER? Y(f,9)€L(E,F)?> M +ugeLl(E,F)
e Ces égalités prouvent que \f +ug€ L(FE, F), en notant (u,v) € E?
et (o, ) € K2 ; elles sont obtenues en appliquant successivement la
définition de la somme de fonctions, la linéarité de chacune de ces
applications et les propriétés usuelles des combinaisons linéaires :
(Af + pg)(au + fv) = A f(au + pv) + pg(au + fv)
= Ma f(u) + 8 f(v)) + plag(u) + B g(v))
= A f(u) + A8 f(v) + pag(u) + pB g(v)
= al f(u) + apg(u) + BA f(v) + Bug(v)
=a(Af(u) +pg(u)) + BAf(v) + pg(v))
=aAf+pug)(u)+ LA S+ pg)(v)
e L’ensemble L(E, F') est un sous-espace vectoriel de 'espace vecto-
riel F¥ de toutes les applications de E dans F.
L(E, F) a donc une structure d’espace vectoriel sur K ; application
nulle Oz(g r) = Op—r de E dans F' définie par Oz g ) : u = OF est
bien linéaire et est 1’élément nul de cet espace vectoriel.

Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

Dans ce paragraphe f € L(E,F), G est un sous-espace de E, et H
est un sous-espace de F.
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Images directes et images réciproques
e L[’image directe et I'image réciproque d’un sous-espace par un mor-
phisme sont des sous-espaces :
f(G)= {f(u) / ue G} est un sous-espace de F

fYH)= {uEF / f(u)EH} est un sous-espace de E.

e Montrons que I'image directe f(G) est un sous-espace vectoriel de
F par la propriété caractéristique.
Par construction f(G) est inclus dans F' et Og € G qui est un sous-
espace vectoriel, donc f(0g) = 0p € f(G). Ainsi f(G) # 0.
Si v et v’ sont des vecteurs de f(G) et (A, u) € K2, alors il existe
(u,u') € G* par définition de I'image directe qui vérifient v = f(u)
et v/ = f(u).
Le vecteur A\v + pv’ est un vecteur de f(G) car le sous-espace G est
stable par combinaisons linéaires des vecteurs u et u’ :
A+ v’ =X f(u) + p f(u) = fFQu+ pu) € f(G)
Cette troisieme vérification termine la premiere démonstration.
e Montrons que I'image réciproque f~1(H) est un sous-espace vec-
toriel de E par la propriété caractéristique.
Par construction f~!(H) est inclus dans F et 0 = f(0g) € H qui
est un sous-espace vectoriel, donc Og € f~1(H). Ainsi f~1(H) # 0.
Si u et u' sont des vecteurs de f~H(H) et (A, p) €K2, alors f(u) et
f (u’) sont par construction des vecteurs de H qui est un sous-espace
stable par combinaisons linéaires :
fOu+p’) = A f(u) + p f(u)eH
M A pu’ € f7H(H)
L’image réciproque f~(H) est donc un sous-espace de E.
e [’image Im f = f(FE) du morphisme f est un sous-espace de F' car
image directe de ’espace E qui est un sous-espace de F.

e [’application f est surjective si et seulement si Im f = F.
Théoréeme du noyau
e Le noyau ker f du morphisme f est le sous-espace de E suivant :

ker f = f1({0p}) = {UEE / flu) = OF} est un sev de F

e Le sous-ensemble ker f de E est un sous-espace de F car il corres-
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pond a l'image réciproque du sous-espace nul {Og} de F.

e L[’application linéaire f est injective si et seulement si son noyau
est le sous-espace nul : ker f = {0p}.

Cette propriété porte le nom de théoréme du noyau.

e Démontrons que ker f = {0g} entraine que f est injective.

Si f(u) = f(v) alors f(u—wv) = 0p, et u—vEker f en conséquence
ker f = {Og} entraine u = v puis l'injectivité de f.

L’implication réciproque provient du fait que le vecteur nul O a un
unique antécédent Op si 'application f est injective.

e Vu que ker f est un sous-espace vectoriel qui contient donc le vec-
teur nul, il suffit de démontrer ker f C {Og} pour montrer que 'ap-
plication linéaire f est injective.

Exemples sur les sous-espaces

Définition d’un sous-espace par un noyau

e L’ensemble suivant F est un sous-espace vectoriel de R? car il est
le noyau F = ker f € R?® d’une application linéaire f € £L(R3,R?)
définie par des combinaisons linéaires de coordonnées :

f: R —R?
r_ * r+y+2z=0 T
=3( ¥ /{ETJE+3Z:O y | (FTY T2
z z x4+ 3z

e [’ensemble H des solutions d’une équation différentielle linéaire et
homogene comme a(t)y” + b(t)y’ + c(t)y = 0 ou les applications a, b
et ¢ sont définies sur un intervalle I est le noyau de I'application ¢,
en notant D?(I,R) ensemble des applications deux fois dérivables
de I dans R :
¢ : D*(I,R) — R!
fr=teralt) () +b(t) f() + e(t) £(2)
0eL(D*(I,R),RT)  H =kerp C D*(I,R)

Inclusions usuelles de sous-espaces caractéristiques

Dans la suite les applications [ et g sont des endomorphismes sur
l’espace vectoriel E.
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e Les implications ci-dessous prouvent l'inclusion ker f C ker(go f) :
ucker f= f(u) =0g
= (90 f)(u) = g(f(u)) = 9(0r) = Og
= u€cker(go f)

e Les endomorphismes de E vérifient Im(go f) CImyg :
Imf=f(E)CFE
g(Im f) = g(f(E)) = (go f)(E) =Im(go f) C g(E) =Img
e Les sommes d’applications linéaires vérifient ces inclusions :
ker f Nker g C ker(f + g) Im(f+g)CImf+Img

e Soit u € ker f Nker g, ces propositions justifient w € ker(f + g) et
la premiere inclusion ker f Nker g C ker(f + g) :

flu)=0g5  g(u)=0g  (f+g)(u)=f(u)+g(u)=0g
e Soit velm(f + g), il existe u€ E vérifiant (f + g)(u) = v, d’ou la
seconde inclusion Im(f + ¢g) CIm f +Img :
v=(f+g)(u) = f(u)+g(u)clm f +Img
Ezemples de manipulation en algéebre linéaire

Ces trois exemples exploitent les propriétés précédentes :

e Les endomorphismes f et g d’un espace vectoriel F vérifient 1’équi-

valence suivante :
gof=0p,g<=Imf Ckerg

e Supposons l'inclusion Im f C ker g; soit le vecteur u€ F :
flu)ef(E)=Imf Ckerg  g(f(u))=(go f)(u)=0g

D’ou la démonstration d’une implication.

Réciproquement supposons g o f = 0g_ g et montrons Im f C ker g.

Soit v €Im f alors il existe u € E vérifiant v = f(u) :

(9o f)(u) =g(f(u)) =g(v) =0r  wvekerg  Imf Ckerg
e Cette équivalence est vérifiée par tout couple d’endomorphismes

de E' :
ker(go f) =ker f <= Im f Nkerg = {0g}

e Supposons Im f Nkerg = {0g} et montrons ker(go f) C ker f.
Soit ueker(g o f) ces égalités justifient que f(u)€kerg :

Op = (9o f)(u) =g(f(u))  flu)ckeryg
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Par ailleurs f(u) € Imf donc f(u) € Imf Nkerg = {0g}
puis f(u) = Opg et en conclusion u € ker f d’ou linclusion
ker(g o f) C ker f.
Les endomorphismes d’espaces vectoriels vérifient 'inclusion réci-
proque ker f C ker(go f) démontrée précédemment par I'implication
suivante :
u€ker f = f(u) =0p
— (g0 /)(u) = 9(0) = 05
= u€ker(go f)

e Réciproquement supposons l'inclusion ker(go f) C ker f pour mon-
trer I’égalité Im f Nker g = {0g}.
L’inclusion {0g} C Im f Nker g est vérifiée par toute intersection de
sous-espaces qui est un sous-espace.
Réciproquement si v € Im f N ker g alors il existe w € E vérifiant
flu)=v:

(g0 f)(u) =g(f(u)) =g(v) =0r  ucker(gof) Cker f
f(u)=velm fNkerg v=f(u)=0g Im fNkerg C {0g}

e Cette équivalence repose sur ’égalité suivante ou g(v) s’exprime
sous la forme (go f)(u) :
v=v— f(u)+ f(u) Im(go f)=Img<=Imf+kerg=F

e Supposons Im f + ker g = E et montrons Im g C Im(g o f).

Soit w € Img; il existe v € E vérifiant g(v) = w. La proposition
v € E = Imf + ker g entraine qu’il existe v’ € Im f et v € kerg
vérifiant v = v’ +v". Le vecteur v’ €Im f est de la forme v' = f(u) :

w=g(v) = g(v' +v") = g(v') + g(v) = g(v') + O
=g(f(u)) = (go f)(u)elm(go f)
Ces hypothéses aboutissent a 'inclusion Im g C Im(g o f).
Les applications vérifient I'inclusion réciproque Im(g o f) C Img.

e Réciproquement supposons l'inclusion Im g C Im(go f) pour mon-
trer 1'égalité Im f 4 kerg = F.

L’inclusion Im f 4 ker g C E est valable pour toute somme de sous-
espaces de F.

Réciproquement soit v € E, alors g(v) € Img = Im(g o f). Il existe
donc u € E vérifiant g(v) = (g o f)(u).
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g(v = f(u)) =g(v) —(go f)(u) =0p  v— f(u)ckeryg
f(u)elm f v=(v— f(u))+ f(u)€kerg + Im f
Cette seconde inclusion £ C Im f + ker g termine la preuve de I'im-
plication réciproque.

Etude des endomorphismes

Dans cette partie toutes les applications sont des endomorphismes
sur l’espace vectoriel E, (f,g)€ L(E).

Le groupe des automorphismes

e L’ensemble des automorphismes sur F, c’est a dire les applications
linéaires bijectives sur E, est noté GL(FE).

e Les automorphismes f et g de GL(F) vérifient ces propriétés :
Idg €GL(E) go fEGL(E) flegr(p)

_ _ _ _ 1\ -1
ldp' =Idg  (gof) ' =flogt (f71) =¢
e Ces propriétés combinent les propriétés déja démontrées des ap-
plications bijectives et celles des applications linéaires.
e (GL(E), o) aune structure de groupe et est appelé groupe linéaire.
GL(F) est un sous-groupe du groupe (Sg, o) de toutes les bijections
sur F.

e L’ensemble GL(E) est un sous-ensemble du groupe (Sg,o) des
bijections sur F, et n’est pas I'ensemble vide car Idp € GL(E).
La propriété précédente rappelle que 'ensemble GL(E) est stable par
composition o et par le calcul de 'application réciproque.
En conclusion GL(E) est un sous-groupe de (Sg, o).
o Les structures des ensembles L(E) et GL(E) sont différentes.
L’espace-vectoriel L(FE) est stable par somme, produit par une
constante.
Le groupe GL(FE) n’est pas stable par somme ni par produit par une
constante. Pour tout espace E différent de {0} I’application nulle
n’est pas bijective O,z ¢GL(E) :
IdEegL'(E) —IdEegL'(E)

Idg —Idg = 0-1dg = 0p_ 5 ¢GL(E)

Les ensembles £(E) et GL(E) sont des sous-ensembles de E¥ stables
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par composition.
Les applications de L(F) ne sont pas nécessairement bijective et donc
L(E) n’a pas une structure de groupe pour la composition.

e Le morphisme \f est inversible dés que A€ K* et feGL(F) :
1
Af)l = Lol
IR,

Homothéties, projections et symétries vectorielles
e Le sous-espace vectoriel E)\(f) de E est défini ainsi :
Ex(f) =ker(f — Adg) = {u€E / f(u) = u} CIm f

e Le sous-ensemble E)(f) est un sous-espace vectoriel car il corres-
pond au noyau d’une combinaison linéaire d’applications linéaires
qui est une application linéaire.

e Le noyau de f€L(E) est ker f = Ey(f) :
Eo(f) = {ueE/f(u) = O'U} = {ueE/f(u) :OE} = ker f
e L’ensemble des vecteurs u invariants par f est Fq(f) :
Ei(f)={ueE / f(u) =u}

e Lorsque A # p les sous-espaces E\(f) et E,(f) sont en somme

directe :

EX(f)NEL(f) ={0r}  weENf)NEL(f)= f(u)=Au=pu
— ()\ — ,u)u =0g
— u =0pg

Par ailleurs 'intersection de deux sous-espaces est un sous-espace et
contient le vecteur nul Og, ce qui prouve la seconde inclusion.

Homothéties vectorielles

e L’homothétie vectorielle de rapport non nul A € K* est I’application
Adg. L’application réciproque est (1/A)Idg.

Projections vectorielles

e Si les sous-espaces F' et GG sont supplémentaires de E alors il existe
une unique application linéaire p € L(FE) appelée projecteur sur F'
parallelement a G vérifiant ces propositions :
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E=F&®G Imp=F kerp =G
VweE F'(u,v)eFxG w=u+wv p(w) =u
e L’application p est bien définie du fait de I'unicité du vecteur u
obtenue a partir de la décomposition de w sur F & G.
La décomposition d’une combinaison linéaire de vecteurs sur des
sous-espaces supplémentaires est la combinaison linéaire des décom-
positions de ces vecteurs. Soient w et w’ deux vecteurs de E se dé-
composant de la maniére suivante sur F' & G. Ces égalités prouvent
la linéarité de p :
H(u,v)eFxXG w=u+wv p(w) =u
(W, v)eFxG w=d+v p)=d
Aw + pw' = ANu +v) + p(u’ +v')
=M +pu)+ M+ p)eFd G
pPAw + pw') = du + pu’ = Ap(w) + pp(w’)
e La démonstration des deux égalités Imp = F' et ker p = G repose
sur quatre inclusions :
VuceF u=u+0gclF oG p(u) =u uclmp
VveG v=0g+veFad p(v) =0g vekerp
Ces deux décompositions justifient F' C Imp et G C ker p.
La définition méme de p justifie Imp C F.
Enfin si w € ker p ces propositions justifient we G et kerp C G :
w=u+v ou (u,v)eE X F
p(w) =0 =u v=w—-u=welG
e Toute application p € L(F) telle que pop = p est appelée projection
vectorielle sur Im p parallelement a ker p.
e Les principales propriétés d’une projection p sont les suivantes :
u — p(u) €kerp Imp:{ueE/p(u):u}:El(p)
p est une projection <= ¢ = Idg —p est une projection
kerg=Imp Imq =kerp
e La caractérisation de p justifie les premieres propriétés :
p(u —p(u)) =p(u) — (pop)(u) =p(u) — p(u) = 0g
Par construction Ej(p) C Imp car w € Ei(p) entraine 'égalité
u = p(u) €lmp.
Réciproquement si v € Im p alors il existe u € E vérifiant p(u) = v :
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p(v) =(pop)(u) =p(u)=v  wveFEi(p) ImpC E(p)
e Si p est une projection et w un vecteur quelconque de FE, ces éga-
lités prouvent que ¢ = Idg —p est une projection :
(goq)(u)=(dg—p)o (IdE —p)(u) = (Idg —p)((Idg —p)(u))
= (Idg —p)(u — p(u)) = (u — p(u)) — p(u — p(u))
=u—p(u) - p( )+ (pop)(u) =u—p(u) - p(u) + p(u)
=u —p(u) = q(u) = (Idg —p) o (Idg —p)(u) = q(u)
Réciproquement si ¢ = Idg —p est une projection alors 'implication
précédente appliquée a g justifie que Idg —¢ = Idg —(Idg —p) = p
est une projection.
Ces équivalences démontrent les égalités ker ¢ = Imp et ker p = Imq :
u€kerp<= p(u) = 0p u€ker g <= q(u) = 0g
<~ u—plu)=u < u—p(u) =0g
= q(u) =u = p(u) =u
<= u€cF(q) =Imgq <= ucFE(p)=Imp
L’une ou l'autre ces deux démonstrations est superflue, il suffit d’ap-
pliquer I’égalité prouvée une fois a la projection p et 'autre fois a la
projection q.
e Plus généralement l'inclusion Ey(f) C Im f est vérifiée pour tout
endomorphisme, mais 1’égalité Imp = E;(p) est propre aux projec-
tions.
e Le noyau et I'image d’une projection p sont des sous-espaces sup-
plémentaires ; cette propriété repose sur la décomposition suivante :

kerp®Imp=F u=(u—p(u))+p(u)ckerp+Imp

e La somme des sous-espaces ker p + Im p est un sous-espace de FE,
d’ot l'inclusion kerp +Imp C F.
Réciproquement ’égalité v = (u — p(u)) + p(u) Eker p+ Im p prouve
Pinclusion E C kerp + Imp.
L’intersection des sous-espaces ker p N Im p est un sous-espace de F,
d’ou l'inclusion {Og} C kerp N Imp.
SiuekerpNImp = ker pN E1(p) alors ces égalités prouve I'inclusion
réciproque :

u =p(u) =0g kerpNImp =kerpn Ei(p) C {0g}

e Réciproquement si F' et GG sont deux sous-espaces supplémentaires
de E alors il existe une unique projection p € L(FE) sur F parallele-
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ment a G :
E=F®G Imp=F kerp =G

VweE F'(u,v)eFxG w=u+wv p(w) =u
L’application p est bien définie, est linéaire et est une projection
d’image Imp = F' et de noyau kerp = G.

Cette projection est 'application projecteur décrite au début de ce
paragraphe. La suite du cours identifie ces deux notions privilégie le
terme de projection.

e L’exemple suivant vérifie que les deux sous-espaces vectoriels F'

et G sont supplémentaires dans R?, et détermine la projection p sur
F de direction G :

p={()/ev=of =m0 e={(}) /e rv=of=rv
(t)erna— {32423 o) V()
e rnae {(0)

(6)-30+v (3)-50-m
()

:m<é>+y<0)=x;yU+$;yV R2C F+G

pU)=U  p(V)= (8)

x z+y T—y 1 (x+y
= U V)=
p(5) =5 taw+ e = 5 (51
Les inclusions {Og2} € F NG et F + G C R? proviennent du fait
que F et G sont des sous-espaces de R%. Ces sous-espaces étant donc
supplémentaires la projection p existe bien et est unique.

La décomposition d’un vecteur en fonction de U et V permet d’ob-
tenir les coordonnées de I'image par d’un vecteur quelconque.

Symétries vectorielles

e Siles sous-espaces F' et G sont supplémentaires de £ = FF®G alors
il existe une unique application linéaire s € L(F) appelée symétrie
par rapport a I’ de direction G vérifiant ces propositions :
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E=F®&G E(s)=F E_(s)=G
VweE F(u,v)eFxG w=u+wv s(w)=u—v

e Toute symétrie s vérifie sos = Idg et est pour cette raison appelée
involution. Une symétrie s est un isomorphisme d’espace vectoriel :

seEGL(E) st=s

o [’existence et la linéarité de s se démontrent de la méme maniére
que pour les projections, les égalités Ei(s) = F et E_1(s) = G se
prouve de fagon similaire. La propriété sos = Idg consiste a appliquer
deux fois la définition de s :
(sos)(w)=s(s(ut+v))=s(u—v)=u+v=w

e Réciproquement toute application linéaire involutive s € L(E) telle
que s o s = Idg est une symétrie vectorielle par rapport a Ej(s)
de direction E_1(s) qui sont deux sous-espaces supplémentaires de
E= El(S) ©® Efl(S) .

Ei(s) = {ueE [ s(u)=u}  E_i(s)={uecE /s(u) = —u}
u+ s(u) € Ei(s) u—s(u)e (s)
1 1
u = §(u+s(u))+ i(u—s(u)) € Ei(s)® (s)
e Dans tout corps K comme R ou C vérifiant 2 # 0 les sous-espaces
E1(s) et E_1(s) sont en somme directe :

ueFE i (s)NE_i(s)= s(u) =u = —u
— 2u = 0g

E 4
E 4

1
:>UZ§OE:0E

{0} C Ei(s)NE_1(s) C {0g}

La décomposition de u repose sur ces vecteurs de F1(s) et E_i(s) :
s(u+s(u)) =s(u)+ (sos)(u) =s(u) +u u+ s(u) € By (s)
s(u—s(u)) =s(u) — (sos)(u) =s(u) —u u—s(u)eE_i(s)

e Cette propriété justifie que la suite de ce cours identifie les notions

équivalente d’involutions et de symétries.

e [’endomorphisme p est une projection si et seulement si 'appli-

cation s = 2p — Id est une symétrie; dans ce cas Fy(s) = Ei(p) et

E_i(s) = kerp.

La démonstration est similaire a celle reliant la propjection p a
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IdE —p.
Algebre

e Ces trois propriétés définissent la structure (A, +,-,*) d’algebre
sur K :

(A, +,-) est un espace vectoriel sur K

(A, +, %) est un anneau

VAeK V(z,y)eA? A-(zxy)=N-2)xy=z+(\-7)

La loi * est appelée produit interne de ’algebre, et la loi externe -
multiplication par un scalaire.

Une algebre est commutative si le produit interne x est commutatif.
Une algebre est unitaire lorsque 'anneau associé (A, +,*) est uni-
taire.

e Pour tout espace vectoriel E # {0} non nul, la structure
(L(E),+,-,0) est une algebre unitaire d’élément unité Idg, la
composition des applications o jouant le réle du produit interne.
L’élément nul de L(E) est I'application nulle 0gp, g = Oz(E)
L’élément unité de L(F) est Papplication identité Idg.
e La démonstration repose sur I’énumération des propriétés carac-
térisitques de ces structures, elles ont toutes été justifiées précédem-
ment pour les applications linéaires sur E.
o La structure £({0}) n’est pas un anneau unitaire car 'application
nulle 0oy, {0y et I'application identité Id(gy sont les mémes.
e Prendre en compte la structure d’algebre simplifie la preuve de
certaines propriétés. Ainsi les égalités suivantes justifient a titre
d’exemple que 2p — s est une symétrie dés que p est une projection :
(2p —1dg) o (2p — 1dE)

=(2p) o (2p) —1dpo(2p) — (2p) o Idg +1dg o ldp

:4(pop) - 2p—2p+IdE :4p—4p+IdE = IdE
Ces égalités concernent L(FE) et ne font intervenir I'image d’aucun
vecteuru de F.
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Familles libres et génératrices

Dans cette partie E est un espace vectoriel sur un corps K, p et q
sont des entiers strictement positifs, (u)h_; est une famille de p
vecteurs de E et (A\g)h_; €KP.

La famille (ug)i_, est une sous-famille de (ug)t_; lorsque ¢ < p,
dans ce cas la famille (uy)}_, est une sur-famille de (ug)i_;

(u17u27 oy Ug, U1, 0 7up)
Définition et propriétés des familles libres ou liées

Définitions
e La famille (uy)!_; est libre si et seulement si la seule combinaison

linéaire de ces vecteurs égale au vecteur nul est celle dont tous les
coefficients sont simultanément nuls :

p
k=1

e [’implication réciproque est toujours vérifiée, car toute combinai-
son linéaire de vecteurs dont tous les coefficients sont nuls est le
vecteur nul.

e Une famille liée est une famille de vecteurs qui n’est pas libre;
il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs dont tous les co-
efficients ne sont pas simultanément nuls qui est égale au vecteur
nul :

p
= ()‘k)i:IEKp\{(anf" 70)} Z)\kukZOE
=1

Autrement dit une famille est liée s’il existe une combinaison linéaire
de ses vecteurs égale au vecteur nul pour laquelle tous les coefficients
ne sont pas simultanément nuls.

Une telle égalité est appelée relation de dépendance linéaire.

Exemples de démonstration

e La résolution du systeme linéaire obtenu par un calcul coordonnée
par coordonnée de Ajui + Aousg + Azug = 0 prouve que cette famille
(w1, uz,u3) de vecteurs de R? est libre :
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0 1 1
up |1 uz | 0 ug | 1

1 1 0

A +A3=0 .
A +A3=0 :{_iljﬁf
A+ Ao =0 T8

e Au contraire la famille suivante (v1,v2,v3) est liée car la résolu-
tion du systeme linéaire A\jv; + Aavs + A3v3 = 0 n’aboutit pas a
A1 = A9 = A3 = 0 et suggere de vérifier que v1 + vy +v3=0:

0 1 -1
U1 -1 (D) 0 U3 1
1 -1
A —A3=0
“AM+A3=0); = A =X = A3
Al —A=0

Premiéres propriétés

e Le fait d’étre libre ne dépend pas de 'ordre d’énumération des
vecteurs.

e Une famille contenant le vecteur nul est liée.
Une famille contenant deux fois le méme vecteur est liée.

e Avec les notations précédentes, si u,, = 0 dans le premier cas ou
si uy, = wy, et m < n dans le deuxieme, les combinaisons linéaires
suivantes dont tous les coefficients ne sont pas nuls prouvent que la
famille (ug)y_; est lice :
Ouq + -+ + O0wp—q + 1wy + 0y + -+ +0up, =0
Ouy + -+ 0upm—1 + 1y, + 0wy + -+ - + Oup—g
+(—Duy, + 0ty +---+0u, =0

e Toute sur-famille d’'une famille liée est liée, et par contraposée
toute sous-famille d’une famille libre est libre.
e Pour la derniére démonstration il suffit de completer une combi-
naison linéaire égale au vecteur nul et a coefficients non tous nuls
de la famille (uy)}_; par des termes & coefficients nuls pour justifier
que la sur-famille (uy)7_; avec ¢ > p est liée :
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0=X\Nu; +Aug+---+ )\pup ()\k)id 7& (0, cee ,O)
=ANug + Aug + -+ Apuy + 0up g + Oupyo + - -+ + Ouy

e Une famille a un seul vecteur w est libre si et seulement si u # 0.
« La famille vide est libre » est une convention cohérente.

e La premiere proposition provient de la condition nécessaire et suf-
fisante pour avoir Au =0: A =0 ou u = 0g.

La seconde est due au fait que dans une combinaison linéaire vide il
n’existe aucun coefficient non nul.

e Une famille (ug)}_, est liée si et seulement si 'un des vecteurs
up ou ke{l---p} peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
autres du fait de ces égalités lorsque Ay # 0 :

u A
Z)\kuk =0= Ug = Z opUR  avec o = —)\—k
k=1 1<k<p q
k#q
UG = Z apu — Z)\kukzo avec \g = L et A\, = —ay,
1<k<p k=1
k#q

e La propriété précédente ne signifie pas que le premier vecteur est
nécessairement une combinaison linéaire des autres, ainsi :

1 1 -1
ul| 2 v| -1 w 1
3 0 0

Ou+lv+1lw=0 u € Rv+ Rw = Rv
v=—w=0u+(—1)w € Ru+ Rw

e Deux vecteurs w et v sont colinéaires signifie que u = 0 ou qu’il
existe a € R vérifiant v = au.

e Une famille de deux vecteurs est liée si et seulement si ses deux
vecteurs sont colinéaires.

e D’une part toute famille (0,v) est liée car elle contient le vecteur
nul, d’autre part © = aw entraine I’égalité lu — av = 0, et la famille
(u,v) est donc liée.

Réciproquement supposons Au + pv = 0 et (A, u) # (0,0). Deux cas
sont possibles : si u # 0 alors v = —(\/p)u, et si p =0 alors A # 0
et Au = 0, donc u = 0. Dans ces deux cas les vecteurs u et v sont
colinéaires.
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Définition et propriétés des familles génératrices

e La famille (uy)}_; est génératrice de E si et seulement si tout vec-
teur de I est une combinaison linéaire des vecteurs de cette famille :

P
VoeE 3 (M1 €KP v =) Mo
k=1
Ainsi, la famille (u)}_; est génératrice signifie qu’elle engendre I'es-
pace entier : Vect (uy))_, = E.
e Une famille est génératrice indépendamment de 'ordre d’énumé-
ration de ses vecteurs.
Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.
Toute sur-famille stricte d’une famille génératrice est liée.

e La premiére démonstration est similaire a celles des sur-familles
des familles liées, en complétant la combinaison linéaire initiale par
des termes nuls.

Si (ug)}_; est une famille génératrice alors up41 est une combinaison
linéaire de (uy)p_; et la famille (uk)ﬁg est liée, donc la sur-famille

(ug)i_; est aussi liée dés que ¢ > p+ 1.
Définition d’une base
e Une famille (u;)}_; de vecteurs de E qui est libre et génératrice

est appelée base de F.

e Une fois la base B = (uy)i_; fixée, la famille des coefficients
()\k)izl intervenant dans la décomposition de n’importe quel vec-
teur v est unique et appelée coordonnées de v dans cette base :

P
VoeE 3 ()i €K v=> Nouy.
k=1
e Le fait que la famille B est génératrice entraine l'existence des
coordonnées, et 'unicité a pour cause 'hypothese que la famille B
est libre :
V=AUl + Aug + -+ Ay,
= paur + p2tg + e A fipUyp
0= (A1 — p)ur + -+ (Ap — pp)up
donc M—p1r=A—po=--=X — i, =0
et ()‘17)\27"' 7)‘1)):(”17“27"' 7:“1))
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e Réciproquement a tout p-uplets de coordonnées correspond un seul
vecteur obtenu par combinaison linéaire des vecteurs de la base.
e Les coordonnées d’'une combinaison linéaire de vecteurs dans une

base donnée sont obtenues par combinaison linéaire des coordonnées
des vecteurs initiaux :

P P
’U:Z)\kuk w:ZMkuk
k=1 k=1
P P
v+ w= Z()\k + g )ug av = Z(a)\k)uk
k=1 k=1

Familles d’applications
e Une base du sous-espace E = Vect(sin, cos) des applications déri-
vables D(R,R) sur R est la famille des deux applications (sin, cos).

e Par construction les deux applications (sin,cos) forment une fa-
mille génératrice de E car toute application f € E est de la forme

suivante :
t— Asint+ u cost

Par ailleurs la famille d’applications (sin,cos) est libre. En effet, si
la combinaison linéaire est I’application nulle, alors en particulier ses
valeurs pour ¢t = 0 et ¢t = 7/2 justifient que A = p = 0.
A sin+pu cos = Op g < (VtGR Asint + p cost = OGR)
Asin0+ pcos0=0=p A sin(7/2) + p cos(w/2) =0 =\
En conclusion les applications (sin, cos) forment une base de E.
e Pour 0 € R, fixé, la famille suivante des quatre d’applications de
variable ¢ est liée ou sin ¢t est une abbréviation pour représenter 'ap-
plication ¢ — sint :
(sint,cost,sin(t + 6),cos(t + 6))
e Les formules d’addition justifient que la troisiéme et la quatrieme
application sont des combinaisons linéaires des deux premieres :
sin(t 4+ 6) =cosf sint + sin 6 cost
cos(t 4+ 60) =cosf cost —sinf sint

e Au contraire la famille de ces quatre d’applications en t est libre :

(sint,sin? t,sin® ¢, sin? t)
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e Soit une combinaison linéaire de ces quatre applications qui est
I’application nulle, sa dérivée est aussi une application nulle :
A1 sint + Ao sin?t + A3 sin® ¢ + A4 sinft=0

A cost+ 2)\g sint cost + 33 sin? ¢ cost + 4\ sin®t cost =0
En particulier la valeur ¢ = 0 aboutit a la premiere égalité A; = 0.
Le produit suivant est donc ’application nulle :

cost (A1 + 2y sint + 3A3 sin? t + 4\ sin® t)=0
g(t) = A\ + 2X\g sint + 3\3 sin®t 4 4y sin®¢

L’expression ¢(t) est continue sur R et de valeur nulle sur [0, 7/2],
donc hm g( ) = g(0) = 0, et cette application est l’application

nulle :
2\g sint 4 3\3 sin?t + 4\ sin®t =0

Sur le méme principe, une dérivation puis la valeur en t = 0 jus-
tifie que Ao = 0, et une division par cost et un prolongement par
continuité aboutit successivement a ces égalités :
2X9 cost + 63 sint cost + 12M4 sin?t cost=0
6A3 sint + 12Xy sin®t=0
6A3 cost + 24M4 sint cost=10

Les valeurs de cette derniére expression termine la démonstration
pour t = 0 et t = 7/2; ainsi A\; = Adg = A3 = Ay = 0. Les quatre
coefficients sont nuls, donc la famille est libre.

e Les coefficients intervenant dans une combinaison linéaire de fonc-
tions doivent étre des scalaires, et ne doivent pas dépendre de la
variable.

e La famille (sint,cost,tant) est libre dans I’espace des applications

*(]-7/2, 7/2[,R) mémesisint = tant cost. Cette égalité n’est pas
une combinaison linéaire d’application, par un produit un scalaire —
ou une constante — mais par produit de deux applications.

e Soit la combinaison linéaire suivante correspondant & 'applica-
tion nulle; les valeurs en t = 0, ¢ = 7/6 et ¢ = 7/3 suffisent pour
démontrer que ces trois fonctions forment une famille libre :
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Asint 4+ p cost+ v tant =0
AsinO+pcosO+v tan0=0=p=0

{ A sin(7/6) + v tan(mw/6) = 0
A sin(w/3) + v tan(n/3) =0 V3

V= — =

A A
3 5 m=0 A=0  u=0

Image d’une famille par une application linéaire

Dans ce paragraphe f€L(E,F) ou E et F sont deux espaces vecto-

riels sur un méme corps K.

e [’image d’une famille liée par un morphisme est une famille liée :
(up)h_y est liée => (f(uy))h_, est liée dans F

e Sila famille (uy)}_; est liée alors il existe une combinaison linéaire

a coefficients non tous nuls égale au vecteur nul, et son image par f
est aussi égale au vecteur nul :

p
ElmE{l"'p} )\m;ﬁo Z)\k’u,k:OE
k=1

Z Ak f (ug) (Z A/ﬂk) f(0g) =0p

o Les images d’une famille de vecteurs de F vérifie ces propriétés :

f est un morphisme injectif
(ug)i_; est libre dans E

= (f(ux))k_; est libre dans F
f est un morphisme surjectif
(ug)i_; est génératrice de E
= (f(ur))}j_; est génératrice de F

f est un isomorphisme
(ug)?_; est une base de E

= (f(ur))i_; est une base de F
L’image d’une base par un isomorphisme est une base.

e La premiére proposition exploite I’hypothese ker f = {0g} :
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OF—Z)\kf uy) (Z)\kuk)

P
:>Z)\kuk€kerf:{0E} donc Z)\k.uk =0g
k=1 k=1
=Vke{l---n} M=0 donc (f(ug))h_; est libre dans F
e Si ’application f est surjective tout vecteur w de F' a un antécé-
dent par f, de la forme w = f(v), et v est une combinaison linéaire
de (ug)p_; :

p p p
w=f(v)ETv=> Mu w:f<z)\kuk)zz)\kf(uk)
P Pt =1

e La derniere proposition découle des deux précédentes.
e Ces hypotheses sur les images d’une famille de vecteurs par un
morphisme énoncent ces propriétés sur le morphisme :

(f(uk))k—, est génératrice de F = f est surjective

(ug)h_, est une base de E
(f(ug))h_, est libre dans F

(ug)h_, est une base de F
(f(ug))k_; est une base de F

Si I'image d’une base par un morphisme est une base alors cette
application est bijective.

} = f est injective

} —> f est bijective

e Tout vecteur w € F' est de cette forme et a donc un antécédent par

f:
w—Z)\kfuk (Z)\k;uk)

e Dans le second cas, I’écriture d’un vecteur v de ker f dans la base
(uk)izl prouve v = Op car son image est une combinaison linéaire
d’une famille libre qui est égale au vecteur nul :

v=> N f(0) = F(D] M) = D0 M Flug) =
k=1 k=1 k=1

VkEe{l---p} A\=0 donc v = 0p
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Généralisation aux familles quelconques

e Une combinaison linéaire est, par définition méme, constituée d’un
nombre fini de termes, et ne comporte aucune notion de passage a
la limite au contraire de certaines formules d’analyse :

1 1 1 LA | i 1
1+2+2—2+2—3+ :nETmIQQTZQ au551notez_:2—k
e Le sous-espace vectoriel Vect X engendré par le sous-ensemble
X C FE est 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de
X.
Ces combinaisons linéaires sont constituées d’un nombre fini de
termes méme si I’ensemble X C E n’est pas fini.

e Plus généralement ’ensemble, ou la famille, X est par définition
génératrice de F si et seulement si Vect X = F.

Cette nouvelle définition étend donc la notion précédente de famille
génératrice des familles finies aux familles quelconques.

e Les deux définitions coincident pour les familles finies et les en-
sembles finies :

n
Vect (ug),_, = —|_ Ruy,
k=1

Cette derniere somme doit étre finie, la notation de droite ne s’étend
pas directement aux familles infinies.

e Une famille infinie est dite libre si et seulement si toute sous-famille
finie est libre.

o Ces définitions justifient que la famille infinie B = (X"), oy des
mondmes forme une base de l'espace vectoriel des polynémes R[X].
L’espace Vect B est constitué des sommes finies de mondmes, ce qui
correspond bien a la définition des polynomes.

e D’une part la famille B est génératrice de R[X] et Vect B = R[X].
D’autre part la famille B est libre car toute combinaison linéaire
d’une sous-famille finie de mon6émes de B est un polynoéme, et ce
polynome est nul si et seulement si tous les coefficients des mondmes
sont nuls.
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