ESPACES DE DIMENSION FINIE

Dans ce chapitre E est un espace vectoriel sur un corps K, généra-
lement R ou C, et m, n et p sont des entiers positifs.

Présentation des bases

e Une famille (u;)}_; de vecteurs de E qui est libre et génératrice
est appelée base de F.

e Une fois la base B = (uy)}_; de E fixée, pour tout vecteur v de
E il existe une et une seule famille de coefficients (A;)}_; qui sont
appelées coordonnées de v dans cette base B :

p
VoeE 3 ()i €K v =) Muy.
k=1
e La base Bc = (Ejy);_, de K" définie ainsi est appelée base cano-
nique de K" ; les coordonnées d’un vecteur U € K" dans cette base
Bec correspondent a ce vecteur :

1 0 0 Ul
0 1 : u9
Ei | . Es | . SRR i U )
: : 0 :
0 0 1 Up,

n
UZU1E1+U2E2+"'+UnEn:ZukEk
k=1

e La décomposition précédente prouve que la famille (Ej);_, est
génératrice de K".

Un vecteur de K" est nul si et seulement si toutes ses coordonnées
sont nulles, ainsi la méme combinaison linéaire justifie que la famile
(Ek)p_, est libre.

e Une fois fixée la base B = (uj);_,, 'application ¢ définie ci-
dessous est un isomorphisme, c’est-a-dire une application linéaire
bijective :
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p: K" — F

X»—>v:Zxkuk P(X) =0p = : Ok

;

P(AX) =Ap(X) (X +Y) = o(X) + oY)
L’application réciproque ¢! est celle qui & un vecteur v € F associe
son vecteur-coordonnées X € K".

e Les propriétés des combinaisons linéaires sur les vecteurs justifient
que l'application ¢ est linéaire :

1 Y1 Ax1 + py
X | : Y| ¢ AX +pY = .
Tn YUn Az, + HYn

PAX +pY) = Z Az + k) w

= AZxkuk +u2ykw = A p(X) + pp(Y)
k=1 k=1

L’application ¢ est surjective car la famille (ug),_, est génératrice,
ainsi tout vecteur v de E se décompose sous la forme d’une combi-
naison linéaire de coefficients X = (x),_, des vecteurs (ug),_, de
E et o(X) =w.

11 suffit de vérifier que ker ¢ = {Okn} pour montrer que 'application
linéaire ¢ est injective. Le noyau ker ¢ est un sous-espace vectoriel,
donc Ogn €ker ¢ et {Ogn} C ker .

Réciproquement si X € ker ¢ alors ¢ X = O, la famille (uy);_; est
libre et donc X = Ogn :

n
P(X) =05 = > zpu;p = 0p
k=0
= (Vk:e{l---n} xR = O)
— X = Ogn
e Les coordonnées d’une combinaison linéaire de vecteurs est donc
la combinaison linéaire des coordonnées de ces vecteurs.

Cette transformation est bijective, a chaque vecteur de E correspond
un et un seul vecteur-coordonnées et réciproquement.
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Toute propriété de linéarité sur E peut se traduire en une proposition
comparable sur les vecteurs-coordonnées de K", et réciproquement.
Tous ces calculs doivent étre menés dans une base donnée, sans en
changer en cours de démonstration.

Théorémes fondamentaux

Théoreme des familles génératrices

e Toute famille (’Uk)z:l de p vecteurs de I'espace vectoriel engendré
Vect (ug);_, ott p > n est liée.

Autrement dit toute famille d’un espace vectoriel ayant strictement
plus de vecteurs qu’une famille génératrice de cet espace est liée.

e Par contraposée toute famille libre d’un espace vectoriel possede
au maximum autant de vecteur qu'une famille génératrice de cet
espace

e La démonstration se fait par récurrence sur n. Le début de la
démonstration justifie les cas particuliers n =0, n=1et n = 2.

La propriété est évidente pour n = 0 & partir du fait que ’espace vec-
toriel engendré par la famille vide est le sous-epace nul {0}. Dans ce
cas la famille non vide (vy)}_; est uniquement composée du vecteur
nul et est donc liée.

La propriété est immédiate pour n. =1 < p.

Si deux vecteurs vy et vy sont proportionnels a w; de la forme
v] = aqug et vy = asuy alors (w1, us) est liée, aussi bien si a3 = 0
et que si ay # 0.

Dans le premier cas a; = 0 la famille (v1,v2) contient le vecteur

nul v1 = 0-u; = 0 et est donc liée. Dans le second cas vy est
proportionnel a v, donc la famille (v, v2) est liée :
1 o%)
Uy =—0 V2 =02Uu] = — V1
aq aq

Le cas p > 2 se déduit immédiatement de ce cas particulier p = 2
car toute sur-famille d’une famille liée est liée.

La démonstration au rang n = 2 illustre la méthode générale. Elle
suppose p = 3 pour commencer.

Posons E = Vect(uy,us). Par hypothése vy, vo et vs sont trois
vecteurs de F ; ils sont donc des combinaisons linéaires de u; et de
us
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V1 = 11Ul + 12U V2 = Q21U + QU2 V3 = 31U + (32U2
Supposons d’abord ag2 # 0, et posons wy, = v — (g 2/a32)vs de
fagon a ce que wy et woy soient proportionnels a w :

1,2 1,2
W] =V — —— V3 = Q11U + Q12U — —(043,1U1 + a3,2u2)
32 32

12003 1 1.2003 2
up — U

= 1,1U1] + a1 2U2 —

3,2 3,2
_ 71,2031
= (a1,1 - 7)“1
3,2
_ 02,2032
w3 = (012,1 - 7)’&1

a3z

Ainsi wq et woy sont des vecteurs de Kuq et forment une famille liée
comme démontré précédemment pour n = 1.

Il existe des coefficients (1, pu2) # (0,0) vérifiant pwy + pswy = 0
Reprendre dans cette combinaison linéaire la définition des vecteurs
wy, & partir des vecteurs v, prouve que la famille (vy, ve, v3) est liée :

H1w1 + paW2 = [ (111 - %03) + H2 (Uz - %03)
a3 2 Q32

) )

(6% (6%
H10q 2 T K2 2,2)03 -0

= 101 + piov2 — (
32 Q3,2

Par hypothése I'un au moins des deux premiers coefficients 1 ou o

est non nul, donc la famille (v1, v2,v3) est liée lorque a3 2 # 0.

Plus généralement si I'un des coefficient oy, » # 0 un changement de

I’ordre d’énumération des vecteurs v, permet d’échanger les réles des

vecteurs vy et vs et le résultat précédent s’applique.

Si au contraire les trois coefficients oy, o sont nuls, alors les vecteurs

v1, V2 et vg sont proportionnels a w; uniquement et la propriété au

rang n = 1 justifie que cette famille est liée.

Le cas p > 3 se déduit du cas précédent p = 3 car toute sur-famille

d’une famille liée est liée.

e La démonstration par récurrence suppose que la proposition est
vraie au rang n, et la démontre au rang n 4+ 1. La méthode est la
méme que pour n = 2.

Cette démonstration au rang n + 1 se ramene a l’hypothese de
récurrence au rang n en remplacant la famille (vg)}_; de vec-
teurs de £ = Vect (uk)Zii par la famille ('wk)i;i de vecteurs de
F = Vect (uy)_; ot A, € K est choisi de fagon a ce que le coefficient
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de wy, = v, — \pvp Wy, associé a up4q soit nul, ainsi wy, € F.

La premiére étape de la démonstration suppose p = n + 2 et
Apn+1 # 0:
n+1 Qg 1
vk:Zakﬂ-ui N = —ontl pour ke{l---n+1}
i—1 On+t+2,n+1
n+1 n+1

A n+10n42i
Z n+1%n+4 zui

Wi = Uk — \pUnta = D il —

n
= Z Ak Ui + Ot 1Un+1

i=1
n
A n+10n42i Op n+10n42 n+1
Y GhtiOnin Ui
-1 Gn42n+1 Qn42 n+1
= Qf On42
n+1&n+2¢
= Z (a;m- - 7)1@61‘7 = Vect(ug, - ,uy)
i—1 On42,n+1

L’hypothese de récurrence justifie que la famille ('wk)ZIi est liée dans

I'espace F' = Vect (ug),_, car n < n+ 1.
La famille des vecteurs ('wk)Zii est liée et il existe une combinaison
linéaire de coefficients (,U,k)ZJ:r% non tous nul et de valeur nulle; Ex-

primer cette combinaison linéaire en fonction de wy prouve que la

famille (vy,)P 17 est lide :
n+1 n+1 n+1 n+1
0="> mwr =Y (Vi — MeVnya) = > ik — (D A )Vno
k=1 k=1 k=1 k=1

Par hypothese I'un des coefficients au moins uj est non nul, et donc
la famille (v},)71? est lide.

Si apg2,n+1 = 0 mais que I'un des coefficients ay, ,,+1 7# 0 est non nul,
I’échange des vecteurs vy et v,4o dans I'énumération de la famille
('vi)?jl? permet d’appliquer le résultat précédent et prouve que la
famille (v;)!""2 est lie.

Si au contraire tous les coefficients ay, ,, 41 sont nuls, les vecteurs vy,
sont des vecteurs indépendant de w, 1 et sont dans F. L’hypotheése
de récurrence s’applique immédiatement.

Dans tous les cas la famille (vy,) 17 de vecteurs de E = Vect (uy,)}1;
est liée.

Le cas p > n + 2 se déduit du cas p = n + 2 car toute sur-famille
d’une famille liée est liée.
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e Par exemple les trois vecteurs Fy, Fy et E3 forment une famille
génératrice de R3, donc ces quatre vecteurs (Uk)izl constituent une
famille liée sans qu’il soit nécessaire de faire de calculs :

1 0 0

Eilo| Bl1] BsloO

0 0 1
1 2 1 1
nl2| v.3) Us| 1] w2
3 1 0 1

Espaces de dimension finie

e Un espace vectoriel E sur K est de dimension finie si et seulement
s’il possede une famille génératrice finie :
dneN 3 (ug)p_,€E" E= Vect (u),_,
=Ku; +Kus+ - +Ku,

Toute base de E est libre et contient donc au maximum n vecteurs.

e Un espace vectoriel E est de dimension finie si et seulement si le
nombre de vecteurs des familles libres est majoré :

S = {]—" / JF est une famille libre de E}
N ={card F / FeS} CN

E est de dimension finie <= N est majoré

Dans ce cas N posséde un plus grand élément m = max N.
Toute famille libre de m vecteurs de E est une base de E.

e La famille vide () de vecteurs est libre pour tout espace vectoriel, y
compris I'espace vectoriel nul {0}. Dans tous les cas 0 N et N # ().

e Le plus grand élément m = max A est bien défini car N est un
sous-ensemble non vide et majoré de N.

Si B = (vg)j, est une famille libre ayant le plus grand nombre
possible de vecteurs, c’est-a-dire une famille maximale de F, alors
tout vecteur w est une combinaison linéaire des vecteurs de B.

En effet la famille (vk)zl:ﬁl ol V41 = w est liée car elle comporte
m + 1 > m vecteurs. Soit une relation de dépendance linéaire de ces
vecteurs, deux cas sont possibles le coefficient \,,41 de vy,41 est nul

ou est différent de zéro.
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Si Aa1 # 0 alors tous les autres coefficicents sont nuls car la famille
(Vi) est libre par hypothese; ceci qui est faux; ainsi Apyq1 # 0

m
Z)\kukZOE:>)\1:)\2:"':)\m:0
k=1

m+1 m _)\k

Z)\kukIOE U:um+1:Z)\ U

La famille (uy);., est génératrice de E qui est finie, et I'espace vec-
toriel E est de dimension finie.

e Réciproquement si I'espace vectoriel E = Vect (uy);_, est de di-
mension finie alors toute famille de p > n vecteurs est liée et N est
majoré par n.

Théoreme de la base incomplete

e Lorsque 'espace vectoriel F est de dimension finie, la famille £
de vecteurs de E est libre, et la famille G est une sur-famille de £
qui est génératrice de F, alors il existe une base B de E telle que
L C B C G, et B possede un nombre fini de vecteurs.

e Par hypothese la famille libre £ possede un nombre fini de vecteurs
car elle est une famille libre d’un espace vectoriel de dimension finie.
Ce théoreme fait uniquement ’hypothese £ = Vect G sans préciser
si G est une famille finie ou pas.

e La démonstration est en partie similaire a la précédente, en défi-
nissant ainsi les ensembles S’ et A7,
§'={F / F est une famille libre de E ET £ C F C G}

N':{card}"/}'ES'}CN m = max N’

L’espace E est supposé de dimension finie, donc engendré par une
famille finie de n vecteurs.

Les familles de S’ sont libres et ont donc au maximum 7 vecteurs.
Par ailleurs '’ensemble S’ n’est pas vide car £inS’, donc N’ # ().
L’ensemble N est non vide et majoré, donc posséde un plus grand
élément m =, azN’. Notons B = (vg),_;cym une famille libre
maximale de cardinal m et montrons que B est une base de F.

Soit v un vecteur de la famille G, la famille F = (v),_;cym + 1 ol
V41 = v est liée car elle vérifie L C F C G et possede m+1 > m
vecteurs.
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Soit une relation de dépendance linéaire de ces vecteurs, deux cas
sont possibles le coefficient A, 1 de v, 41 est nul ou est différent de
zéro.

Comme dans la démonstration précédente si A,,+1 # 0 alors tous
les autres coefficicents sont nuls car la famille (vy);, est libre par
hypothese ; ceci qui est faux; ainsi A1 # 0 :

m
Z)\kukZOE:>)\1:)\2:"':)\m:0
k=1

m+1 m _)\k

Z )\kuk = OE UV =Unm+1 = Z ug
k=1 i1 Amt

Donc tous les vecteurs v de G sont des combinaisons linéaires des
vecteurs de la famille B.

Enfin tous les vecteurs w de E sont par hypothese des combinaisons
linéaires des vecteurs de v de G qui sont eux-mémes des combinaisons
des vecteurs de B :

m
v= Z )\i,vvi eg
=1

w= Y pv= > Y pAiy;

finie sur veg finie sur ve g i=1
La famille B est ainsi génératrice de F, et libre par hypothese. Elle
forme donc une base de E.

e Tout espace vectoriel de dimension finie posséde au moins une
base.

e Pour cela il suffit d’appliquer le théoréme de la base incomplete
avec L=0et G=EFE.

Définition et propriétés de la dimension

Propriétés élémentaires
e Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie E ont le
méme nombre d’éléments, appelé dimension de E et noté dim FE.

e Si B et B’ sont deux bases de 'espace E alors B et B’ sont deux
familles libres donc finies car ’espace F est de dimension finie.
Par ailleurs B est libre et B est génératrice, donc card B < card B'.
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L’argument symétrique prouve card B’ < card B; en conclusion
card B = card B'.

e L’espace K" est de dimension finie n car sa base canonique (Ej);_,
comporte n vecteurs :

1 0 0
0 1 :

Eq : Es : - Ey 0 dimK" =n
0 0 1

e L’ensemble C est un espace vectoriel sur C de base (1) et de di-
mension un : tout nombre complexe z est de la forme z = z x 1.
Au contraire C est un espace vectoriel sur R de base (1,1) et de
dimension deux : z est de la forme a x 1 + b x i avec (a,b) €R%.

La notion de dimension d’un espace vectoriel fait implicitement in-
tervenir le corps de base de cet espace.

e L’espace vectoriel nul {0} = K° est de dimension finie, de base
vide () et dim{0} = 0. Réciproquement un espace de dimension
nulle est 'espace nul {0} :

dimE =0 <= E = {0g}

e Si dim E = 0 alors une base B de E n’a aucun vecteur et est la
famille vide B = (). Donc E = Vect() = {0g}.

Réciproquement si la famille vide est libre et est génératrice de F
alors E = Vect() = {Og} car une combinaison linéaire vide est le
vecteur nul.

e Un espace vectoriel n’est pas nécessairement de dimension finie;
dans ce cas il est dit de dimension infinie et possede des familles
libres ayant un nombre arbitrairement grand d’éléments.

e l'espace R[X] des polynomes est aussi de dimension infinie parce
que les familles de mondmes (X™)? _ sont libres pour toutes les
valeurs de peN.

En revanche I'espace R,,[X] des polynémes de degré inférieur ou égal
a n est de dimension n + 1 et de base canonique (1, X, X?,--- | X™).

e L’espace vectoriel RY des suites est de dimension infinie car les
familles suivantes de p + 1 suites indicées par m € {0---p} sont
libres :
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(uo,n)neN = (17 07 07 07 e )
u -5 _{1 sim=n (Ul,n)neN:(O)lvo)Ov'”)
m,n — Ymn — 0 sinon (UZ:”)neN = (O’ 07 1’ 07 . )

e L’espace vectoriel C*°(R,R) des applications de classe C*™ est de
dimension infinie car toutes les familles (¢ — ¢")? _ de p+ 1 appli-

cations sont libres.

Caractérisation des bases

e Dans un espace vectoriel £ de dimension finie n, les propositions

suivantes caractérisent les bases de E :
Les familles libres ont au maximum n éléments.

Les familles libres ayant n éléments sont des bases.
Les familles génératrices ont au minimum n éléments.
Les familles génératrices ayant n éléments sont des bases.

Ces propositions simplifient la preuve qu’une famille est une base.

e Ces propriétés découlent du paragraphe précédent, en notant B
une base de E qui a donc n vecteurs.

La premiére correspond au théoréme des familles génératrices appli-
quée avec la famille génératrice finie B.

La base B est une famille libre et génératrice de F a n éléments, et
correspond a une famille libre maximale. Le théoréme des espaces
de dimension finie justifie qu'une famille libre a n éléments est une
base.

Le théoreme des familles génératrices appliquées a une famille géné-
ratrice quelconque et a la famille libre B justifie que toute familles
génératrices a au minimum n éléments.

Si une famille génératrice G a n éléments le théoréme de la base in-
complete justifie existence d'une base B’ de E vérifiant ) ¢ B’ C G.
Les familles B et B’ sont des bases et ont le méme nombre d’éléments,
donc card B’ = n = card G. En conclusion B’ = G, et G est une base.

e Une fois connue la dimension de F, il suffit de vérifier qu'une fa-
mille B ayant dim E vecteurs est ou libre ou génératrice pour montrer
qu’elle forme une base de F.

Par ailleurs la preuve qu’une famille est libre est généralement plus
simple que celle vérifiant qu’une famille est génératrice.
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e Cet exemple illustre la méthode précédente. La résolution de ce
systéme linéaire justifie que ces quatre vecteurs de R* forment une
famille libre et donc constitue une base de R* qui est de dimension
4

1 1 0 0

0 1 1 0
U, 0 U, 0 Us 1 U, 1

-1 0 0 1

A+ X=0

Ao+ A3=0 . . . .

)\3+)\4:0:> FAM=—do=+A3=—-\=—)\

A +M=0

Ainsi 2A1 = 0, puis Ay = Ao = A3 = Ny = 0, donc la famille
(Ul, U,, Us, U4) est libre.

e Lorsqu’il est nécessaire de vérifier que B est une base et, en plus,
de calculer les coordonnées d’un vecteur quelconque dans cette base,
dans ce méme cas ou la dimension de E est connue, le plus effi-
cace consiste alors a vérifier que la famille B est génératrice de F et
contient dim E vecteurs.

Pour prouver que cette famille B est génératrice, il est souvent plus
efficace de décomposer les dim E vecteurs de la base canonique de
FE que la décomposer un vecteurs quelconque ; la résolution pouvant
alors s’effectuer de proche en proche.

Il est certes possible de faire ces calculs a ’aide de systemes linéaires
sur les coordonnées, mais il vaut mieux privilégier ’exploitation des
équations vectorielles.

e L’exemple suivant illustre ces méthodes pour vérifier que B est une
base et déterminer, en plus, les coordonnées d’un vecteur quelconque
de R* dans cette base B indépendemment de la preuve précédente,
apres avoir remarqué la premiere égalité vectorielle puis tiré profit
des résultats déja trouvées pour les décompositions suivantes :
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Uy —Us+Uy=FE1 + Ey Ur=FE—E4

1 1 1 1
E = 5 U, + 3 Uy — 5 Us + 3 U, par demi-somme

1 1 1 1

FieFEy — U — —— S, = :
4 1— U1 2U1—i-2U2 2U3—i-2U4

1 1 1 1

Bo—=Uy— [ — —= - A
2 U2 1 2U1+2U2+2U3 2U4

1 1 1 1
Ea= — Fy = = S _ _
3 Us 2 2U1 2U2+2U3—|-2U4

1
:5( (r—y+z—t) U+@+y—z+1t)Us
Hzty+z—t)Us+(@—y+2+t) U )

SR SIS

Calcul des dimensions

Espaces vectoriels produits

e Siles deux espaces vectoriels E et F' sont de dimension finie sur un
méme corps K ayant respectivement pour bases (uy)r_; et (vg)i_;,
alors E x F est un espace de dimension finie dont une base est la
suivante :
((ul’OF)’ (u27 OF)’ ) (uP’OF)’ (OE’vl)v (OEva)v R (Ova))
dim(E x F) = dim E 4+ dim F

o Il suffit de montrer que la famille précédente est libre et génératrice
de E x F pour les opérations coordonnée par coordonnée.
Montrons que la famille est libre, a partir d’une combinaison linéaire
des couples de vecteurs :

)\1(11,1,0}:‘) +---+ )\p(up,OF) + ,ul(OE,vl) R ,uq(OE,’Uq)
= (0g,0p)
= (Muy + -+ Xpuy + p110p + -+ - 40,

MO + -+ >\p0E + v+ -+ quq) = (0E7 OF)
= Mui +---+Nup, =0 ET pyvg + -+ - + pgvg = Op
:>>\1:”‘:)\p:OET/Jq:"':,quO

La famille B des couples de vecteurs est donc libre des que les familles
Bg et Br sont libres.
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Soient (w,w’) un vecteur quelconque de 'espace produit F x F.
Le vecteur w € E est une combinaison linéaire de la famille généra-
trice Bg, et w’ € F est pour la méme raison une combinaison linéaire
de la base Br de F.
AMug 4+ Apup = wET oy + -+ + pgvg = w'’
= AM(u1,0p) + - + Ap(Up, 0F) + p1 (0, v1) + - -+ + pg(0p, vg)
= (w7 w/)

Dimension des sous-espaces vectoriels

Dans ce paragraphe E est un espace vectoriel de dimension finie sur
K, et F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.

e Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace de dimension finie E est
de dimension finie et vérifie ces deux propriétés :
dimF < dim F dimF =dimFE < F=F

e Toute famille libre de vecteurs de F' est une famille libre de E et
donc possede au maximum dim E vecteurs. Le nombre de vecteurs
des familles libres de F' est donc majoré par dim E, et donc le sous-
espace I’ est de dimension finie inférieure a dim FE.
Supposons dim £ = dim F'. Soit B une base de F, la famille de
vecteurs B est libre et posséde dim F' = dim F vecteurs, elle forme
donc une base de E. Ainsi Vect B=F = F.
e Tout sous-espace contenant un vecteur non nul u # Op est de
dimension strictement positive, car la famille (u) est libre.
e La démonstration de ’égalité de deux sous-espaces vectoriels F et
G par les deux inclusions F' C G et G C F peut étre remplacée par
I'implication suivante :
FCGETdmF =dimG= F =G

Le sous espace F' de F étant inclus dans G est aussi un sous-espace
de G et le théoreme précédent s’applique a F' et G.
e Si les sous-espaces F' et G de E sont supplémentaires, c’est-a-dire
F NG ={0g}, et ont pour bases (uy);_; et (vj){_, alors une base
de F @ G est obtenue par concaténation des bases de F' et de G et
détermine dim(F @ G) :

(w1, w2, , Up, V1, V2, , V) dim(F & G) = dim F + dim G

e Tout sous-espace vectoriel F' de E posseéde un sous-espace G sup-
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plémentaire — E = F'® G — dont une base est calculée a 'aide du
théoreme de la base incompléte appliqué a F'; les vecteurs ajoutées
a la base de F' forment une base de G :
Br = (u1,---up) =L C Bg = (w1, up,v1, - vy)
Bg = (v1,---vg) G = Vect Bg

e La base Br de F est une famille libre £ = Br de vecteurs de E.
Le théoréme de la base incompleéte justifie I’existence d’une base Bg
de F vérifiant £L C Bg C E.

La famille Bg des vecteurs ajoutés a B est une sous-famille de la
base Bg et forme donc une famille libre.

La construction méme de G justifie que B¢ est une famille génératrice
de G.

e Deux sous-espaces F' et G d’un espace de dimension finie vérifient
cette égalité, appelée égalité des quatre dimensions ou formule de
Grassmann :

dim(F 4+ G) + dim(F N G) = dim F + dim G

e Une démonstration possible consiste a noter H = F'N G, détermi-
ner la dimension d’un sous-espace K supplémentaire de H C G par
rapport & G, et d’exploiter les égalités G = HO K et F'+G = FR K.
La preuve de la seconde égalité repose sur une double inclusion et
cette intersection. La premiéere inclusion F' + K C F + G provient
de K C G. Réciproquement si w € F' + G alors u est de la forme
v+v avecveEF et vVeEG = H@ K ; le vecteur v/ = w + w’ ol
w € H et w' € K; les propositions ci-dessous justifient 'inclusion
F+GCF+Kpus F+G=F+K:
u=v+veF+G wveF veq
vV=w+w  weH=FNGCF weckK
u=v+v =v+(w+w)=v+w)+weF+K
KcG=F+KCF+G
La preuve de la somme directe provient de ces inclusions :
{0} CFNK par intersection des sev
FNKCcFNG=H
ET FNKC K
FNK = {0 E}

Deux arguments de dimensions terminent la démonstration :

}::FﬂKcHﬂK:mﬂ
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dim G =dim H + dim K
dim K =dim G — dim H = dim G — dim(F' N G)
dim(F + G) = dim(F @ K) = dim F + dim K
=dim F + dim G — dim(F N G)
e Un calcul de dimension permet, grace au théoreme des quatre di-
mensions, de montrer que deux sous-espaces F' et GG sont supplémen-
taires en montrant uniquement 'une des deux égalités F + G = F
ou FNG ={0g} :
EFE=FaG
<—F+G=FETdmF +dimG =dimFE
< FNG={0g} ET dim F +dimG =dim E
e Dans le cas ou £ = F + G la dimension du sous-espace nul {Og}
prouve la premiere équivalence :
FNnG={0g}
—dim(FNG)=0
<= dim F' + dim G = dim(F + G) + dim(F N G)
=dim(F 4+ G) =dim FE
Dans le cas ot FNG = {0} — ainsi dim(FNG) = 0 — I'équivalence
entre F'+ G = E et dim(F + G) = dim E relative au sous-espace
F 4 G de E termine la démonstration :
F+G=F
< dim(F + G) =dim FE
<—dim F + dim G = dim(F 4+ G) + dim(F N G)
=dim(F+ G) =dimFE

Sous-espaces particuliers

e Un espace vectoriel de dimension un est appelé droite vectorielle.
Toute droite vectorielle D est de la forme D = Ku avec u € D et
u # 0.

e Un espace vectoriel de dimension deux est appelé plan vectoriel.
Tout plan vectoriel P est de la forme P = Ku + Kwv ou u et v sont
deux vecteurs de P qui ne sont pas proportionnels.

Ces notations s’appliquent en particulier aux sous-espaces vectoriels
qui ont par construction une structure d’espace vectoriel.
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e Tout sous-espace vectoriel F' C D d’une droite vectorielle D est
de dimension zéro ou un. Les arguments de dimension précédents
justifient que soit F' = {0} soit F' = D.

De méme un sous-espace d’un plan vectoriel P différent de P qui
contient un vecteur non nul est une droite vectorielle. et qui

e [’appelation de C sous le nom de plan complexe fait référence au
fait que C est un espace vectoriel sur R de dimension deux.

e Un sous-espace de E de dimension dim E — 1 est appelé hyperplan
vectoriel de E.

Lien avec les applications linéaires

Dans cette partie E et F' sont des espaces vectoriels de dimension
finie sur un méme corps K, et fEL(E,F).

Rang d’une application linéaire

e Le rang d’un morphisme f est la dimension de I'image :
rg f = dim(Im f)

e Le théoreme du rang énonce cette égalité vérifiée par tout mor-
phisme :

rg f + dim(ker f) = dim F ou feL(E,F)
e La preuve suivante note (u);_, une base de ker f C E, et (wy)f_,
une base de Im f C F.
I existe une famille (vy)7_; de E telle que f(vj) = wy. Cette famille
(vg){_, est libre car son image (wy,){_, par f est libre; cette derniere
propriété est la contraposée de I'image d’une famille liée est liée.
La famille B est libre car une combinaison linéaire nulle de ses vec-
teurs entraine que tous les coefficients sont nuls :

p q
B:(ulv"'aupavlv"'avq) Z)‘kuk"i_z,uk‘vk:oE
k=1 k=1
p q p q
f(z)\kuk+ZMkvk) =3 Ao flug) + > i flor)
k=1 k=1 k=1

k=1 - -

q
:ZMkwk:f(OE)zop donc pg = 0 pour ke{l---q}
k=1
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p
puis Z Arur = Op entraine que A\, = 0 pour ke {1---p}
k=1
Les arguments suivants justifient que la famille B est génératrice car
tout vecteur v de E est une combinaison linéaire des vecteurs de B :

q q
fw)elm f f(v) est de la forme Z LR W) u=v-— Z kUL
k=1 k=1

p
f(u)=0p u€ker f u est de la forme Z AU
k=1

q p q
v=u+ Y upvp =Y ANUp+ > kg
k=1 k=1 k=1

La famille B est donc une base de F, ce qui justifie p+ ¢ = dim E et
prouve le théoreme du rang.
e Ainsi dim(Im f) = dim E si et seulement si f est injectif.
Ainsi dim(Im f) = dim F' si et seulement si f est surjectif.
e La premiere équivalence provient du théoréme du rang :
ker f = {0Og} dim(ker f) =0 rgf=dimFE —-0=dimFE
La seconde est directement issue de ces équivalences :
f est surjective =1Im f = F
= rg f=dimIlm f = dim F

e Sil'application G est injetive alors dim G = dim(f(G)).
Autrement dit 'image par un morphisme injectif d’un sous-espace
vectoriel est un sous-espace de méme dimension.
e La restriction f/, d'une application linéaire f : £ — F a un
sous-espace G de E est linéaire :

f:E—F f/F:G—>F Im(f/G):f(G)

ker(f /¢) = {u€G / f(u) = Op} ker(f /) = ker fN G

Le théoréme du rang appliqué a la restriction d’une application li-
néaire énonce d’autres égalités de dimension ; par exemple :

dim(ker f N G) = dim G — dim(f(G))

e Si l'application f : E — F' est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels alors dim £ = dim F'.

e Si f est surjective alors Im f = f(E) = F et si f est injective
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ker f = {0g} :

dim F =rg f + dim(ker f) = dim(Im f) + 0 = dim F’
e Le rang d’une application linéaire est invariant par composition
par un automorphisme :

heGL(E)  geGL(F)  rglgof)=rg(foh)=rgf
e La premieére égalité provient du fait que I’application f est injective
et que ker g = {Op} :
ucker f <= f(u) =0p =

— flu)ekerg = {05}

= (g0 f)(w)0r

<= ucker(go f) ker f =ker(go f)

rg f = dim E — dim(ker f)

= dim F — dim(ker(go f)) =rg(g o f)
La seconde proposition provient directement du fait que h est sur-
jective :

MF) = F=1Im(f oh) = (foh)(F) = f(h(F)) = f(F) = Im f
= rg(foh)=1gf
Propriétés des isomorphismes en dimension finie
e Silimage par fe€ L(E,F) d'une base B = (uy),_, est une base
Br = (f(ug)),_, de F alors f est bijective.
Réciproquement si 'application f est un isomorphisme de E dans F
alors 'image d’une base Bg de E est une base Br de F' :
fEL(E,F) Bg = (u1,---u,) base de F
Br = (f(u1),--- f(uy)) base de F' <= f est bijective

e Ces propriétés ont été démontrées dans le chapitre précédent.
e Dans le cas ou les espaces E et F' sont de méme dimension finie,
dim F = dim F', les propositions suivantes relatives a l’application
linéaire fe L(E, F') sont équivalentes :

f est un isomorphisme <= f est injective <= ker f = {0g}
<= f est surjective <= Im f = F <= rg f = dim F
<= l'image par f de n’importe quelle base de E est une base de F
<=1l existe une base de E dont 'image par f est une base de F'.

e Ce équivalences récapitulent de ce chapitre et du précédent.

18 FMy le 25/3/2015



L’avant-derniére proposition implique la derniere du fait que tout
espace vectoriel de dimension finie possede au moins une base, comme
le justifie le théoreme de la base incomplete.
La derniére proposition entraine que 'application f est bijective, et
donc que I'image par f de n’importe quelle base est une base.
e Lorsque F = F est de dimension finie, ces équivalences caracté-
risent les automorphismes f€GL(E).
e Dans un espace de dimension finie, les deux méthodes princi-
pales pour montrer qu’'un endomorphisme f est un automorphisme
consistent a montrer que I'image d’une certaine base, par exemple la
base canonique, est une base, ou de montrer que le noyau est le sous
espace nul : ker f = {0g}.
Deés que l'application f est un isomorphisme, il est alors possible
d’affirmer que 'image de n’importe quelle base est une base.
e La démonstration des équivalences entre les images d’une base et
de toutes les bases, par des implications successives, provient des pro-
priétés précédentes et du fait que tout espace vectoriel de dimension
finie possede au moins une base :
il existe une base ...= f est un isomorphisme
—> pour toute une base ...
— il existe une base ...

e Ces équivalences ne se généralisent pas aux espace vectoriels qui ne
sont pas de dimension finie; 'opérateur § de dérivation est linéaire
et surjectif sur l'espace vectoriel R[X] des polynémes, et il n’est pas
injectif :

n n /
pP= x* Gk yhtl) — p

P’ =0 <= P est de la forme a X° kerd =RX"=R
Définition d’un morphisme par I’image d’une base

e Pour une base B = (vectguy);_, de E fixée, Papplication suivante
¥ est un isomorphisme de £(E, F') dans F" :

Y L(E,F) — F" n=dimFE
fr— (Fu)ioy = (Fw), fua), -+, flun))

e En particulier si (ug),_; est une base de E, et (vy),_; est une
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famille de vecteurs de F, il existe une et une seule application linéaire
f telle que f(uy) = vg lorsque k€{1---n}.

Autrement dit toute application linéaire est définie par I'image d’une
base.

e La linéarité de i provient de la linéarité des applications de
L(E,F):

VS +pg) = A0(f) +pidlg) (A + pg)(ur) = A f(ur) + pg(u)
L’application 1) est injective car la seule application de ker) est
Op_r; d'une part Og_,p € ker f et réciproquement soit f € ker ¢ et
ve E de coordonnées (z)p_; :

w(f):(OF7OF7"' 70F)

f(v)Zf(Zxkuk> =Y ap flur) =Y ap fug)
k=1 k=1 =1

n
= Z:EkOF = OF
k=1

J=0g.F kery) C {0p—r}
Notons ¢ l'isomorphisme relatif aux coordonnées dans la base B;
la recherche d’un antécédent f par I'application ¢ d’une famille de
vecteurs (vg),_, est définie & partir de 'isomorphisme d’espaces vec-
toriels ! :

@ K" — FE o1 E—K"
Tl n n T
'—>Zxkuk ’U:Zl‘kuk'—>
Tn, k=1 k=1 Tn,

L’application f est définie ci-dessous par son image de w € E a partir
d’une famille de vecteurs (vg)p_, € F™ :

/ n
T i
! w = Z Ul
k=1

/
Lo
n
w' = Z x;uk
k=1

SR
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floaw + Bw') Z (axy + By )v

:akavk—i-ﬁZSU;C’vk =af(w)+ 8 f(w')
k=1 k=1

L’application f est donc bien linéaire car le calcul des coordonnées
est une opération linéaire.

Par construction 'application f est bien un antécédent de la famille
(vk)p_ car les coordonnées de uy, dans B correspondent au k-éme
vecteur de la base canonique de K" constitués de zéros sauf la coor-
donnée en position k£ de valeur un :

n
flug) =) zvi=1-vp =y

i=1
Ces deux arguments prouvent que I'application ¢ est surjective.
En conclusion ’application 1 est un isomorphisme d’espaces vecto-
riel.
La transformation v est symétrique de celle qui calcule I'image d’un
vecteur w & partir de ses coordonnées (xy),_; et de image des
vecteurs de la base (uy);_,

= f(ixkuk) = zn:xkf(uk)
k=1 k=1

e Lorsque les espaces E et F' sont de dimension finie alors L(E, F)
est de dimension finie :

dim(L(E, F)) = dim E x dim F’

e Deux espaces isomorphes L(E, F') et F" sont de méme dimension
et la dimension d’un produit d’espaces vectoriels F" est n x dim F.

e Lorsque (uy)p_; et (vg)k_; sont des bases de E et de F, les np
endomorphismes définis ainsi par 'image d’une base de E forment
une base de L(E, F) :

v, sii=k .
figlw) = v = { g7 S0 pour (i) e {1+ n} x {1---p}
Montrons que cette famille de np applications est libre pour mon-
trer qu’elle forme une base de L(E, F). Soit une telle combinaisons
d’applications de coefficients (J; ;) égale a I'application nulle. En par-
ticulier I'image des vecteurs uy, est nulle, et par construction f; ;j(v)
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est de valeur O si ¢ # k et de valeur v; sinon :

P

> Nigf =05r Y X f(ur) =) Aejv; =0p5p

i ij j=1
La famille (vj)?zl est une base de I donc tous les coefficients Ay ;
sont nuls, ceci est valable pour tout k, ainsi les np coefficients sont
nuls et la famille (f; ;); ; est une base de L(E, F).

Exemples récapitulatifs

o Cette partie illustre comment des arguments de dimension peuvent
simplifier certaines preuves d’algebre linéaire. La premiére est une
propriété générale des espaces de dimension finie, et la seconde cor-
respond & un exemple numérique.

e Deux espaces de dimension finie E et F' sur le méme corps K sont

de méme dimension si et seulement s’il existe un isomorphisme de F
dans F':

f est bijective ET feL(E,F) = dim E = dim F ker f={0p}
Imf=F

S’il existe un isomorphisme de F dans F' alors I'image d’une base
de F est une base de F', libre car f est injective, et génératrice car
f est surjective. Ces deux bases ont le méme nombre d’éléments et
les deux espaces de dimension finie sont donc de méme dimension.
Réciproquement si E et F' sont de méme dimension et de base
(uk)p—q et (vk)p—, alors il existe une unique application linéaire
f€L(E,F) telle que f(ug) = vi. Par construction 'image d’une
base de E par ce morphisme est une base de F', et donc f est un
isomorphisme.

e Les calculs suivants déterminent les propriétés des sous-ensembles
F et G de R? définis ainsi :

x
F= Y /x+2y:x—22':0
z
x
G = Yy /x+y—2z:0
z
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Justifier qu’ils forment des sous-espaces vectoriels, préciser leur di-
mension, et montrer qu’ils sont supplémentaires par un argument de
dimension.

e Les applications f et g sont obtenues a partir de combinaisons
linéaires des coordonnées et sont donc linéaires. Les sous-ensembles
F et G sont ainsi des sous-espaces vectoriels car ils sont les noyaux
de ces deux applications linéaires :

f: R} —R? g: R —R
x $+2 x F:kerf
y »—><$_2z> y | —a+y—2z G=kerg
z z

e Le théoreme du rang détermine les dimensions de ces sous-
espaces. D’une part la dimension du sous-espace Im f C R? vérifie
rg f = dim(Im f) < dimR? = 2 et d’autre part Im f contient ces
deux vecteurs-images qui ne sont pas proportionnels, et qui forment
donc une famille libre, ainsi rg f > 2, en conclusion rg f = 2.

De méme Img C R et Img # {0} donc rgg = 1. Le théoréme du
rang justifie ensuite les dimensions de F' et G :

0 0 1
2 0
fl1 :() flo :( ) glo]=1+#0
0 0 1 =2 0

dim F = dim(ker f) = dimR® —1rgf =3 -2=1
dim G = dim(ker g) = dimR> —rgg=3—-1=2

e Le vecteur U € I est obtenue en recherchant une solution non nulle
des deux équations correspondantes. Ce vecteur constitue donc une
famille libre d’un espace de dimension 1 et forme ainsi une base de
F.

De méme les deux vecteurs V et W de G ne sont pas proportionnels ;
la famille (V, W) est libre dans G de dimension 2 ; une base de G est
donc cette famille (V, W) :

2 1 2
Ul —1 Vi -1 wil o
1 0 1

F=RU G =RV +RW = Vect(V,W)
Cette démonstration est plus courte que celle consistant a vérifier les
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deux inclusions G C Vect(V, W) et Vect(V,W) C G.
e Pour justifier que les sous-espaces F' et G sont supplémentaires il
suffit de vérifier F NG C {Ops} linclusion réciproque provient du
fait que l'intersection F' N G de sous-espaces est un sous-espace et
contient le vecteur nul :

z x+2y=20

y eFﬂG:>{ rx—22=0
p r+2y—22=0

r= -2y
:>{:n:2z

z=10 0
—ar=y=2=0 FNGcC 0

0

Le théoreme des quatre dimensions associé au calcul de dimension
précédent termine la démonstration car F'+ G est un sous-espace de
R? de dimension 3 :
FNG={0gs} dim(FNG)=0
dim(F +G) =dim F +dimG —dim(FNG)=1+2-0=3
F+GCR}ET dim(F +G)=3=dimR> = F+G=R3
donc F & G =R?

e Tout couple (f,g) d’endomorphismes sur un espace de dimension
finie ¥ vérifie cet encadrement :
|rg f —rggl <rg(f+9) <rgf+rgyg

e L’inégalité rg(f+g) < rg f+rg g provient de cette inclusion usuelle.
Soit v € Im(f + g), il existe w € E vérifiant ces propositions, d’ou
I'inclusion recherchée et les égalités de dimension :
v=(f+g)(u) = f(u)+g(u) CImf+Img

Im(f+g) CImf+Img rg(f+g) <rgf+rgg
e La seconde inéquation repose sur I'égalité Im f = Im(—f) qui
entraine la propriété rg f = rg(—f) :
VueE (=f)(u)=f(-w) Im(=f)CImf
VueE fu)=(—f)(~u) ImfCln(—f) Imf=Im(-f)
Les égalités f = (f+g) —g et g = (f +g) — f associée a la propriété
précédente terminent la preuve :
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rg f =rg((f +9) + (—g)) <18(f +9) +r8(—9) =r8(f +9) +189

rg f—rgg <rg(f+9)

rgg =18((f +9)+ (=f)) <re(f+9) +rg(—f) =18(f +9) +rgf

—(rgf—rgg) =rgg —18f <rg(f+9)

En conclusion |rg f —rg g| est de valeur +(rg f —rgg) et vérifie I'in-
égalité recherchée :

rg(f+9) < |rgf—189]|
e Tout couple (f,g) d’endomorphismes sur un espace E de dimen-

sion finie n vérifie cet encadrement :
rg f+1gg —n <r1g(go f) < min(rg f,189)
e Les inclusions usuelles Im(g o f) C Img et ker f C ker(g o f)
démontrent, par le théoreme du rang, une premiere inégalité :
rg(go f) <rgg
ker f C ker(g o f) dim(ker f) < dim(ker(g o f))
rg(go f) =n—dim(ker(go f) <n—dimIm f=n—rgf
rg(gof) <rgf  rglgof)<rgg  rg(gof)<min(rgf,rgg)
e Dans 'espace de dimension finie E ces propositions sont équiva-
lentes :
Imf=1Imf><=ker f =ker f> <= ker fNImf={0g}

< kerf+Imf=F<=kerf@eImf=F.

e La premieére équivalence provient du théoréme du rang et de ces

inclusions usuelles :
u€ker f= f(u) =0p

= (fof)(u)=f(0g)=0p  kerf Cker(fof)
welm(fo f)= (3ueE (fof)(u)=w)
= (JueE f(f(u)=w)
= welm f Im(fof)CImf
dim F = dim(ker f) 4+ rg f = dim(ker(f o f)) +rg(f o f)
dim(ker f) — dim(ker(f o f)) = dim(Im(f o f)) — dim(Im f)
dim(ker f) = dim(ker(f o f)) <= dim(Im f) = dim(Im(f o f))
Les inclusions précédentes associées a 1'égalité des dimensions dé-
montre cette premiere équivalence :

Im f = Im f? <= ker f = ker f?
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e Supposons ker f = ker f2 et montrons ker f N Im f = {0g}.
D’une part l'inclusion {Og} C ker f NIm f est vérifiée par tout sous-
espace vectoriel.
Réciproquement soit v €ker f NIm f, donc v €Im f est de la forme
v = f(u), et par ailleurs f(v) = 0p :

(fof)(u)=f(v)=0g ueker f2 = ker f v=f(u)=0g
Ainsi v = 0g et ker f NIm f C {Og}.
e Le théoréme des quatre dimensions et le théoreme du rang justi-
fient que ker f N Im f = {0g} de dimension nulle entraine 1’égalité
ker f+Imf=F":

dim(ker f +Im f) = dim(ker f) + dim(Im f) — dim(ker f N Im f)

= dim(ker f) + dim(Im f) — 0 =dim F
L’inclusion et ’égalité des dimensions prouvent 1’égalité recherchée :
ker f +Im f C E ET dim(ker f 4+ Im f) = dim F
= kerf+Imf=F
o L’égalité ker f +Im f = E entraine Im f = Im f? en décomposant
u€ E sur ker f + Im f puis en calculant f(u).
Toute application linéaire vérifie I'inclusion Im f? C Im f.
Réciproquement soit w € Im f, alors w est de la forme w = f(v) et
vEFE =ker f 4+ 1Im f peut s’exprimer par v = v’ +v” ot v/ €ker f et
v” €lm f, de méme v” est de la forme v" = f(u) :
w=f(v)=f(v'+2") = f() + (V")
=0g+ f(f(u) = (f o f)(u)
e Les implications suivantes ont été démontrées :
Im f = Im f? <= ker f = ker f?
ker f = ker f2==ker fNIm f = {0}
— kerf+Imf=F
— ker f = ker f2

Le théoréme du rang démontre I’équivalence de la derniére propriété :

ker f4+Imf=F=kerfdlmf=F

dim(ker f NIm f) = dim(ker f) + dim(Im f) — dim(ker f + Im f)

=dimF —dimF =0
ker f NIm f={0g}

L’implication réciproque est évidente.
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