LES MATRICES

Généralités sur les matrices

Dans ce chapitre K est un corps, généralement R ou C; A€K, et les
entiers m, n, p et q sont strictements positifs.

L’espace vectoriel des matrices

e Une matrice A de type (n,p) a coefficients dans K est représentée
sous la forme d’un tableau de scalaires de K ayant n lignes et p

colonnes :
a1 412 o Glp
a1 Q22 -+ G2p
A = (aij)i1<i<n = ) )
1<j<p
an,1 Qan2 -~ Gnp

e Une matrice A de type (n,p) peut aussi étre considérée comme
une application de {1---n} x {1---p} dans K; en effet toute appli-
cation A de {1---n} x {1---p} dans K peut bien étre définie par
I'énumération des images A(i,7) = a;; de tous les indices (i, 7) :
A:{l---n}x{l---p} —K
(4,5) — aij
e Decux matrices sont égales si et seulement si elles ont le méme

nombre de lignes, le méme nombre de colonnes, et si tous leurs coef-
ficients sont égaux deux a deux.

e L’ensemble des matrices de type (n,p) sur K est noté M,, ,(K) et
forme un espace vectoriel pour les opérations coefficient par coeffi-
cient :
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A= (aij)1<i<n B = (bij)1<i<n

1<5<p 1<5<p
a1 +bi1 arp+bia oo arp+biy
a1 +ba1 asp+baa - ag,+bay
A+B= ) ) )
an,1+ bn,l an2 + bn,2 e Qpp t bn,p
= (ai;j +bij)1<i<n
1<5<p
)\a171 )\CLLQ e )\al,p
)\a271 )\a272 e )\a2’p
A= ) : : = (Xa; ;) 1<i<n
: : : 1<5<p
Ap1 Aap2 0 Ay

e Ces calculs coordonnée par coordonnée sur les matrices est simi-
laire aux opérations sur I'espace vectoriel produit K™, quitte a choi-
sir une présentatation sous la forme d’un tableau de scalaires plutot
que sous la forme d’une liste de nombre.
L’addition et la multiplication des matrices de M,, ,(K) par un sca-
laire vérifient les propositions caractéristiques des espaces vectoriels.
e Une autre preuve de la structure d’espace vectoriel de M,, ,(K)
consiste a considérer une matrice de M,, ,,(K) comme une application
de {1---n} x {1---p}; laddition de deux matrices correspond a la
somme de deux applications de {1---n} x {1---p} dans K :
A:{l---n}x{l---p} =K B:{l---n}x{l---p} - K
C=A+B:{1---n}x{l---p} =K
V(i,j)e{l---n} x{1---p} ¢ ;="CG,7) = (A+ B)(i, )
= A(Zvj) + B(Z’]) =a;; + bi,j

La méthode est la méme pour le produit par un scalaire. Ceci prouve
directement que M,, ,(K) = K- nb<A1P} est un espace vectoriel sur
K pour les opérations coordonnée par coordonnée.
e Les propriétés de la matrice nulle et de 'opposée d’une matrice
découlent de la structure d’espace vectoriel de M, ,(K) :
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0 0 0 —ai1 —air2 - —aLp

o0 --- 0 —a21 —a22 - —a27p

00 -~ 0 —Qap1 —Ap2 - —App
eEM,,,(K) = (—1)A = (—aij)1<i<n
1<j<p

A+ (0)pp=0)pp+A=A A-A=-A+A=(0),

e La matrice E, ;€ M, ,(K) a un coefficient 1€ K placé a I'intersec-
tion de la ligne 7€ {1---n} et de la colonne s€{1---p}, et tous ses

autres coefficients sont nuls :
1 siz=y
Ers = (0ridsj)1<icn  avec bpy = { 0 sinon
1<j<p

e Par exemple les six matrices E, s de My 3(R) sont les suivantes :

100 01 0 00 1
E“_(o 0 0) Em_(o 0 0) E1’3_(0 0 0)
00 0 00 0 00 0
E271_(1 0 0) E“_(o 1 0) E2’3_(0 0 1)

e La famille (E, 5)1<r<n des np matrices précédentes de type (n,p)
1<s<p
est une base, appelée base canonique, de l'espace vectoriel M,, ,(K) :

dim(Mnp(K)) =np A= (aij)1<icn = Y i Bij € Mup(K)
1<5<p  1<i<n
1<j<p
e La combinaison linéaire des matrices obtenue par un calcul coef-
ficient par coefficient justifie qu'une telle famille est génératrice. La
décomposition suivante illustre le cas (2,2) :

(2 916 )<t 9o+ )

La matrice nulle est celle dont tous les coefficient sont nuls. La seule
possibilité pour obtenir cette matrice dans la combinaison linéaire
précédente est que tous les coefficients soient nuls ; ainsi la condition
correspondante est a = b = ¢ = d = 0 dans l'espace des matrices de
type (2,2).

e Une matrice de type (n,n) est appelée matrice carrée d’ordre n,
et Pensemble de ces matrices est noté M, (K) = M,, ,,(K).
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e Un vecteur de K" peut étre considéré comme une matrice a
une colonne et est appelée matrice-colonne ou vecteur-colonne :
M, 1 (K) = K"

Une matrice-ligne de M ,,(K) est une matrice a une seule ligne com-
parable a un p-uplet.

Une matrice (a) & un coefficient de M (K) est identifiée au scalaire
ackK.

Autres opérations sur les matrices

e La transposée d’une matrice A & n lignes et p colonnes est la
matrice VA & p lignes et n colonnes définie par symétrie par rapport
a la diagonale principale de A :

a1l a2 vt Glp a1,1 G271 ot Apd

az1 G222 - A2, t a12 G292 -+ Ap2
A= ) ) ) A= .

an,1 Gn2 - Gnp aip Q2p - OGnp

= (aij)1<i<n € My p(K) = (@) 1<i<p € Mpn(K)
1<i<p 1<j<n
e Il est souvent judicieux de présenter les calculs sur la transpo-
sée d'une matrice A € M, ,(K) & I'aide d’une nouvelle matrice
T="'Ae M, ,(K) :
T = (ti;) 1<i<p = "A€Myu(K)
1<j<n
V(i,j)e{l---py x{l---n} ti;=a;;
e [’application de transposition d’une matrice est linéaire et bijec-
tive de M, ,(K) dans M, ,(K).
L’application réciproque est la transposée d’une matrice de M, ,(K)
dans M,, ,(K).
Ses principales propriétés sont les suivantes :

fAa+B) =tA+'B  taa)=r'a  tlay=4
e Le produit matriciel de A € M, ,(K) par B € M, ,(K) est la
matrice C = AB e M,, ,(K) définie ci-dessous.
Le terme en position (i,k)€{1---n}x{1--- ¢} du produit est obtenu

a partir de la ligne ¢ de la matrice A et de la colonne k de la matrice
B :
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a1 a2 o A1y
: : : bii - lbie o ang
boy - lbog - a9
b 9 7q
AB = a;1 a2 Qs p ] . .
bp»l T bpyk T Qpg
Gn,1 Gn2 -~ Qnp
€ My p(K) € Mj4(K)
c1,1 €12 Clg
Co1 C22 '+ Cag
= =CeM,qK)
Cn,l Cpn2 " Cpg

V(i j)e{l---n}x{l---q}
Cik = aibik + aigbak + -+ aipbpr = D aijbjn
j=1

e Le produit d’'une matrice de type (3,2) par une matrice de type
(2,4) est une matrice de type (3,4) pour laquelle il est nécessaire de
calculer douze coefficients :

1 2 11 2 3

2 3 (3_11(1)1): 2 1 3 5

1 1 1 -2 -1 0

e Une premiere méthode pour effectuer le produit de deux matrices
de type quelconque consiste a énumérer les coefficients du produit

matriciel :
1 1 -1 1,/ 1 0 -0 1 2 2 2
0 1 1o 1 1 ; 01 2 2
Do 00 1 of=10 0 1
0 A B I I o : T2
00 --01)\go ... 0 1 00 --- 0 1

Une telle présentation doit construire effectivement une matrice
ayant le nombre exact de lignes et de colonnes, et mettre en évi-
dence la régularité des termes obtenus.

e Une seconde méthode calcule en toute généralité le coefficient ¢; ;
du produit C' = AB et simplifie cette somme par des opérations sur
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les indices. La suite du cours présente essentiellement cette méthode.
e Le produit matriciel vérifie ces propriétés dont ’associativité et
la distributivité lorsque les nombres de lignes et de colonnes des
matrices A, B et C permettent de définir ces opérations :

(AMA)B = A(AB) = A(AB)  (AB)C = A(BC) Y“AB)="'B'A
(A+ B)C = AC + BC A(B+C)=AB+ AC
L’associativité du produit matriciel autorise la notation ABC a la

place de (AB)C = A(BC).

e Les expressions matricielles (A + B)C et AC + BC sont licites
lorsque (A, B) € M,, ,(K) et C' € M), ,(K). Le résultat est dans les
deux cas de type (n,q).

Les coefficients z; ; et y; ; en position (i,j)e{1---n} x {1---¢} des
matrices X = (A+ B)C et Y = AC + BC sont égaux ; d’ou 'égalité
matricielle (A+ B)C = AC + BC':

p

P p
Tij =Y ik +bik)Crj = Y GikChj+ Y bikChj = Vij
k=1 k=1 k=1

e La preuve de t(AB) = "B %A lorsque A€ M, p(K) et Be M, 4(K)
est similaire. Ainsi X = AB e M,, 4(K), les matrices ¥ = Y(AB) et

Z = 'BYA sont de type (g,n), et les coefficients y; ; et z; ; sont
égaux :

p p p
Tig =) Gikbey  Zig = Y bkitjk = Y ajkbri = Yij = Tja
k=1 k=1 k=1

e La démonstration de ’associativité du produit combine les mani-
pulations usuelles des sommes, dont en particulier la distributivité ;
dans la suite A€ M, »,(K), Be M,, ,(K), Ce M, ,(K), X = (AB)C,
Y = A(BC) et (i,0)e{l---m} x{1---q}:
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Tip = Z (Z ambj’k) ¢k par définition des produits (AB)C

)

i
I

J
P n
= Z Z a; ;bj kCr ¢ par distributivité des produits par ¢z ¢

k=1j=1
= Z a; jbj kCr. somme de np termes pour des indices
1<j<n i Lk 1---mYyx{1---
1 (k) E{L - n x {1}
n p
= Z Z a; jbj kCr par commutativité et associativité
j=1lk=1 de 'addition

n n
= Z am-(z bj’kck.’g> par distributivité des produits par a; ;
i=1

=Y par définition des produits A(BC)

e Le produit de matrices n’est pas commutatif : les types des ma-
trices A et B ne coincident pas nécessairement pour calculer a la fois
AB et BA.

Dans le cas de matrices carrées A et B de méme ordre, les deux pro-
duits AB et BA sont certes bien définis mais ne sont nécessairement

égaux :
0 1 10
=) e=0)
11 0 1
(0D mac( ) s
e Le produit matriciel n’est pas régulier et ne permet pas de sim-

plifier les équations matricielles de la méme fagon que les équations
numériques :

0 0 10 0 0

AQZZ(O 0) pour 4 = (0 0) 7 (0 0)
2 2\ | 0 1 11 2 4
AB:AC:(4 4) 51A:(0 2),3:(2 2);&0:(2 2)

e La matrice unité d’ordre n notée 1,, € M, (K) est la matrice dont
les n termes diagonaux sont un, et dont tous les autres sont nuls :
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1 0 0
o 1 .
L, = . = (05 5)1<i,j<n € Myp(K)
. 00
0 -~ 0 1

1,A=Al,=A lorsque Ae M,, ,(K)

L’algebre des matrices carrées

Ce paragraphe étudie les matrices carrées d’ordre n.

e L’ensemble M, (K) est un espace vectoriel et un anneau unitaire
pour le produit matriciel dont 1’élément unité est 11,, ; il posseéde donc
une structure d’algébre unitaire.

Cette algebre n’est pas commutative dés que n > 2;

e Le premier paragraphe du cours a démontré la structure d’espace
vectoriel de I'espace des matrices d'un type donnée, et le paragraphe
précédent a justifié les propositions vérifiée par le produit sur I’an-
neau M, (K).

Cet exemple justifie que 'anneau My (K) n’est pas commutatif :

0 1\ (1 0y (0 O 1 0\/0 1y (0 1

0 0/J\o 0o/ \0 O 0 o/J\o o/ \o o
Ces matrices d’ordre n > 2 sont définies par blocs a partir des ma-
trices d’ordre 2 précédentes et de la matrice unité d’ordre n — 2. Le

produit suivant justifie que le produit de matrices carrés n’est pas
commutatif ; il peut dépendre de 'ordre des facteurs :

01/0 0 --- 0 1 0|0 0 0
0 0/0 0 - 0 0 0/0 0 0
0 0[1 0 --- 0 0 0[1 0 0
A=109 olo 1 : B=10 0lo 1
A I |
00/0 -~ 0 1 00[0 --- 0 1

AB=(0), BA=A#(0)

e La matrice inverse d’une matrice carrée A d’ordre n est, lorsqu’elle
existe, I'unique matrice notée A=t e M,,(K) vérifiant cette égalité :

AA ' =A"1A=1,
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e L’unicité de la matrice inverse, si elle existe, provient des propriétés
générales des anneaux. Si A et A sont des inverses de A € M, (K)
I'associativité du produit prouve 'unicité de I'inverse de A :
A=All, = A(AA) = (AADA=1,A=A
e Dans le cas particulier ou la matrice carrée A est inversible, une
multiplication par A~! permet de simplifier ces équations :
AB=AC= A"'AB = A"'AC
= B=1,B=1,C=C
BA=CA= BAA™'=CAA™!
= B=B1,=C1,=C
e La trace d'une matrice carrée est la somme de ses termes diago-
naux :

trA = Z ag k quand A€ M, (K)

e La trace est une forme linéaire — c’est-a—dire une application li-
néaire a valeurs dans K — et ses principales propriétés sont les sui-
vantes :

tr(A+B)=trA+trB tr(AA) = Atr A
tr (tA) =trd tr(AB) = tr(BA)

e La linéarité de la trace et l'identité tr A = tr(tA) proviennent de
la définition méme.

o L’égalité tr(AB) = tr(BA) est vérifiée des que A € M,, ,(K) et
B € M, ,(K); dans ce cas les produits X = AB € M,(K) et
Y =BAeM ( ) sont bien définis mais ne sont pas de méme type :

n
Tij= Z aigbry  Yig = Y bikak;

n p
tr(AB) = ZSUH =YY aigbri= > airbr

i1 i=1 k=1 1<i<n
1<k<p
= D briaip = Z Zbk‘zaz,k = Z Yrk = tr(BA)
1<i<n k=1i=1
1<k<p

Ces manipulations de sommes reposent sur essentiellement sur 1’as-
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sociativité et la commutativité de I’addition.

Matrices carrées particulieres

Matrices symétriques et anti-symétriques

e Une matrice carrée S € M, (K) est symétrique lorsque tg=g:

s1,1 S12 - S1m
S$1,2 S22 . . .. 2
S = o ' V(i g)e{l---n}" sij=sji
: ’ ’ Sn—1,n

Sim ° Sn—1n Sn,n

51,2 = 52,1 52,3 = 53,2 T Sn—1,n = Sn,n—1

81,3 = 83,1

e S2.n = Sn,2

S1,n = Sn,1

e Une matrice A € M, (K) est anti-symétrique dans le cas ou
tA=—A:

aj2= —a21 a3 = —as;z2 T (n—1,n = —0nn-—1

U= —an1  Gzn=—any V(i j)e{l--n}? ai;=—a;;

e Dans tout corps K tel que 2 # 0, par exemple R et C, les coeffi-
cients diagonaux d’une matrice anti-symétrique sont nuls :

0 a2 ain
—a 0
A - 1,2
an—1,n
—Q1n e —An—1,n 0
aj1 =az2 =" =apy =0

En effet a;; = —a;;, donc 2a;; = 0 puis a;; = 0 lorsque 2 # 0.
e L’ensemble S des matrices symétriques et A celui des matrices
anti-symétriques sont des sous-espaces vectoriels de M,, (K).

e Les applications ¢ et 1 ci-dessous sont des endomorphismes de
I'espace vectoriel M,,(K). Par construction ker p = S et kery) = A.
Ainsi A et S sont des sous-espaces de M,,(K) :
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¢ : Mp(K) — M, (K) P Mp(K) — M, (K)
M—s M- M M—s M+ 'M
e Dans tout corps K tel que 2 # 0 les sous-espaces S et A des
matrices symétriques et anti-symétriques sont supplémentaires :
S® A= M,(K).
e La décomposition suivante d’une matrice M € M, (K) justifie la

somme S + A = M,,(K) par deux inclusions; tous les sous-espaces
de M,,(K) vérifient I'inclusion S + A C M,,(K).

M+'Mes M-'MecA SoA=M,K)
1 1
M:§(M+tM)—|—§(M—tM)GS+.A M, (K) C S + A

L’intersection de deux sous-espaces de matrices contient la matrice
nulle, ainsi {(0),} C€ SN .A; les implications suivantes justifient 'in-
clusion réciproque :

MeSNA— M ="M=ty

= Mij = Mg = —Mij
— 2mm' =0
— My j; = 0

— M=), SnAc{(0))
En conclusion les sous-espaces S et A sont supplémentaires.
Matrices triangulaires

e Une matrice R € M,,(K) est triangulaire supérieure lorsque les
seuls coefficients non nuls sont au-dessus ou a droite de la diagonale :

i1 T2 o Tin
0 2.2
R= ,
: : Tn—1,n
0 - 0 Tpn

V(@i,j)e{l---n}?® i>j=r;=0

e [’ensemble R des matrices triangulaires supérieures est un sous-
espace vectoriel de M,,(K) qui est stable par produit : le produit de
deux matrices triangulaires supérieures et une matrice triangulaire
supérieure.

En outre les termes diagonaux du produit de deux telles matrices
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sont les produits des termes diagonaux.

e L’ensemble R est par construction un sous-ensemble de 1’espace
vectoriel M,,(K); 'ensemble R contient la matrice nulle (0),, et est
donc non vide.
Enfin I’ensemble R est stable par combinaison linéaire, en effet si R
et R’ sont deux matrices triangulaires supérieures alors AR+ puR’ est
une matrice triangulaire supérieure :
V(i,j)e{l---n}? i>j=1r;=0
et V(,j)e{l-n}? i>j=1l;=0
donc V(i,j)e{l---n}? i > j = i+ pri ;=0
Si R et R’ sont deux matrices triangulaires supérieures et i < j le
coefficient x; ; du produit X = RR' est nul :
n i—1 n
T = Z 7“@;@7“;67]4 = Z 7“@;@7“;67]4 + Zri,kT;c,j =04+0=0
k=1 k=1 k=i
La premiere somme est nulle car r; , = 0 dés que ¢ > k, et la seconde
est aussi car k < i < j entraine rfm- =0.
Sur le méme principe le terme diagonal en position i de RR est

/
TiiTq5 °
n —1 n
R r_ / L /
Zij= Z TikTkj = Z TikThg T Tl + Z Ti,kTk,j
k=1 k=1 k=it1

=0+ TiiTi; + 0= TiiTi

e Une matrice L € M,,(K) triangulaire inférieure est la transposée
d’une matrice triangulaire supérieure :

gl’l 0 . 0
I_ 52‘,1 ly9
: 0
En,l o En,nfl gn,n

V(i,j)e{l---n}2 1 <j=L; ;=0

e L’ensemble £ des matrices triangulaires inférieures est un sous-
espace de M,,(K) stable par produit et les termes diagonaux du
produit de deux telles matrices sont les produits des termes diago-
Naux.
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e Une démonstration similaire & celle des matrices triangulaires su-
périeures est possible.

Une autre méthode consiste a remarquer qu’une matrice triangu-
laire inférieure est la transposée d’une triangulaire supérieure, ainsi
£ = "R. Donc £ est I’image par I’application linéaire transposée du
sous-espace R et est donc un sous-espace vectoriel. De méme R = tr.
Si L et L' sont deux matrices triangulaires inférieures alors la trans-
posée de LL’' est triangulaire supérieure car UL et 'L/ 1o sont, et LL'
est donc triangulaire inférieure :

Yoy =ty er  LL'ec
De méme le coefficient diagonal en position i de LL’ est celui de
SLL) = (*L)(PL) qui est €0, ;.
Matrices diagonales

e Une matrice D € M,,(K) est diagonale si et seulement si les seuls
coefficicents non nuls sont sur sa diagonale principale :

diy 0 - 0
D 0 dop :
: . . 0

0 - 0 dun

= Diag(di1,d22, + ,dnn) 1, = Diag(1,1,--- ,1)
V(i,j)e{l---n}® i#j=d;i; =0
e [’ensemble D des matrices diagonales d’ordre n est un sous-espace
vectoriel de M,,(K) qui est stable par produit.
e Les sous-espaces R, L et D vérifient ces propriétés :
L+ R =M,K) LNAR=D
te={'M/MeL}=R 'R=t
Toute matrice diagonale est symétrique : D C S.

e L’ensemble des matrices diagonales est l'intersection des sous-
espaces des matrices triangulaires supérieures et inférieures et est
donc un sous-espace vectoriel.

e Le produit de deux matrices diagonales est commutatif et les
termes diagonaux d’un produit sont obtenus par produit des termes
diagonaux.
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Une matrice diagonale est inversible si et seulement si aucun terme
diagonal est nul, dans ce cas la matrice inverse est la matrices dia-
gonales des inverses des coefficients .

dip 0 -+ 0 ’171 0 --- 0

0 d272 . 0 d/2,2 o

L0 L0

0 -+ 0 dnn 0o .- Od;,n
d1,1d/1,1 o - 0

_ 0 d2,2d/2,2"'
: L0

0 o 0 dyndy,,
diy 0 0o\ il 0 0
0 dao _ 0 dys

: . .0 : . .0
0 - 0 dun 0O --- 0 d;}%

e Le produit de deux matrices triangulaires est une matrice triangu-
laire de méme type, et donc le produit de deux matrices diagonales
est une matrice qui est a la fois triangulaire supérieure et triangulaire
inférieure, donc diagonale.

Les termes diagonaux du produit de matrices diagonales, donc tri-
angulaires, sont les produits des termes diagonaux.

Matrices et applications linéaires

Dans cette partie les espaces vectoriels E, F et G sont de dimension
finie n, p et q sur un méme corps K, f€ L(E,F), u€ FE, et les fa-
milles Bg = (ug),_, €E", Bp = (v)i_, €FP et Bg = (wy,)]_, € G
sont respectivement une base de E, une de F' et une de G.

Bases, coordonnées et applications linéaires

e Une fois fixée une base B de E, tout vecteur u d’un espace vecto-
riel E posséde un unique vecteur-coordonnées X € K", et réciproque-
ment a tout vecteur-coordonnées X est associé un et un seul vecteur
ude F :
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x1
X9 n
X . U=$1u1+$2’u2+~'+xnun=ZkaUk
: k=1
Tn

e [’application ¢ définie ci-dessous est linéaire et bijective ; I’appli-
cation réciproque ¢! est celle qui & un vecteur u € F associe son
vecteur-coordonnées :

p: K" — F 8
n p— p— p—
k=1 0

PAX) =Ap(X) (X +Y)=p(X)+ oY)
Les coordonnées d’une combinaison linéaire de vecteurs est donc la
combinaison linéaire des coordonnées de ces vecteurs.

o Le vecteur U € K" coincide avec son vecteur-coordonnées dans la
base canonique Bc = (Ey))_, de K" :

Uy 1 0 0

(%) 0 1 :

U } Ei | . Es | . SR S
: : : 0

Un, 0 0 1

n
U=uFE| +usbr+- - 4+u,E, = ZukEk
k=1
e Les coordonnées X, € K" du vecteur x, € E dans la base Bg
vérifient ces équivalences :
(X1, X9, -+, X,,) est une famille libre de K"

< (x1,@2, - ,&y,) est une famille libre de £
(X1, X9, -+, X,;,) est une famille génératrice de K"
< (x1,@2, - ,&y,) est une famille génératrice de £
(X1, X9, -+, X,,) est une base de K"
< (x1,@2, - ,&y,) est une base de F

e Le chapitre sur les espaces vectoriel démontre ces deux proposi-
tions : « L’image d’une famille libre par un morphisme injectif est
une famille libre » et « I'image d’une famille génératrice par un mor-
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phisme surjectif est génératrice. »

Les équivalences énoncées consistent a appliquer les propriétés précé-
dentes aux isomorphismes ¢ et ¢ 1. Ainsi les propriétés des familles
de vecteurs d’un espace F de dimension dim E = n et celles des fa-
milles des coordonnées de ces vecteurs de K" dans une base donnée

sont les mémes.

e L’application ¢ définie ci-dessous pour une base Bg = (uk)p_,

donnée de l'espace de départ E est linéaire et bijective :
v:L(E,F)— F"
fr—=(f(up)j=y = f(Be) = (f(u1), fuz), -, f(un))
Toute famille de n vecteurs de F' est 'image par une et une seule
application fe€ L(FE,F) de la base Bg de FE.
e Connaitre 'image par f des vecteurs d’une base Bp suffit pour

construire le morphisme f € L(FE, F), cette recherche correspond &
lapplication ¢~ :

u:Z:nkukeE f(u):Z:nkf(uk)eF
k=1

k=1

Matrice d’une application linéaire

e Les n colonnes de la matrice A = mat(f, Bg,Br) a p lignes de
lapplication linéaire f € L(E, F') par rapport aux bases Bg et Bp
sont les coordonnées dans la base Br des images par f des n vecteurs
de la base Bg :

a171 e CI/l’] o oe. al’n

a271 e a27j ... a2’n
A= . . .

ap,1 = |Gpgj ~ dpn

= mat(f, Bg, Br) e M, »(K) dimE =n dimF =p

P
f(ul) = 1,101 + a2,1V2 +---+ ap 1Vp = Z a; 1U;
i=1
P
flug)=a1v1 +agjva + -+ ap v, = ¥ _a;v; pour 1<j<n
i=1

e [’exemple ci-dessous illustre le lien entre une application linéaire
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sur R? définie par des combinaisons linéaires de coordonnées, et la
matrice de cette application dans la base canonique; les coordon-
nées de cette matrice dans la base canonique sont les coefficients des
combinaisons linéaires :

e 100 0)=0)

(x) (,x + Zy) A = mat(f, Begz, Begz) = (i Z)

—
Y T+ 4y .
Uz(y) flU) =AU

e Les coefficients de la matrice d’'une application linéaire f de K"
dans KP? par rapport aux bases canoniques de K" et K? correspond
aux coefficients des combinaisons des vecteurs :

f: K" — KP
I a1, 1T + 41,272 +---+ a1 nTn
T2 2,121 + a22%2 + -+ + A2 nTn
— . =AX
T, Ap, 121 + Ap2T2 + - + Ap nTn
A= (aij)1<icp = [C1,C2, -+ Gy
1<j<n

= mat(f’ BCKpa BCK”) EMP,”(K) f(EJ) = C]

La colonne C; € KP d’ordre j de A est 'image du j-eme vecteur Ej
de la base canonique de K" car les coordonnées vecteur U € KP dans
la base canonique est ce vecteur U.

e Pour cette raison l'algebre linéaire identifie régulierement une ma-
trice A avec I'application linéaire f : X — AX car la matrice de
f par rapport aux base canonique est la matrice A, par abus de
notation le noyau et I'image de la matrice A sont en fait ker f et
Im f.

e Pour toute matrice A€ M, ,(K) il existe une et une seule applica-
tion linéaire f€ L(E, F) telle que A = mat(f, Bg, Br). Les colonnes
de la matrice A définissent f par I'intermédiaire des images des vec-
teurs de la base Bg.

e Une fois les bases By et By, Papplication ¢! justifie qu’il existe
une unique application linéaire f telle les images des vecteurs de la
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base Bg soient des vecteurs données. Il suffit dans ce cas de choisir
les vecteurs dont les vecteurs-coordonnées dans la base Br sont les
vecteurs-colonnes de la matrice A.

Par construction la matrice de f par rapport aux base Bg et Br est

A.

e Les n colonnes (C;)7_,; de la matrice A = mat(f, Bp, Br) vérifient
les propriétés suivantes :

C1,C4, -+ ,C,) est une famille libre dans KP < f est injective
)
(C1,C4, -+ ,Cp) est génératrice de KP < f est surjective
(C1,C4, -+ ,Cy) est une base de KP <= f est bijective

e La démonstration de ce théoréme repose sur ces équivalences dont
la premiere est appliquée a la base Bg et la seconde a la base Bp :
f est injective
<~ (f(u1), -, f(uy)) est libre dans F'
< (Cy,---,Cy) est libre dans KP

En effet 'application linéaire f est injective si et seulement si 'image
par f d’une base est libre, ici la base Bg = (uy);_,, et d’autre part
la famille (f(u1), f(u2), -, f(u,)) dans la base Bp est libre si et
seulement si ses vecteurs-coordonnées (C,Co,--- ,C),) dans la base
Br est libre.
La méthode est la méme pour les applications surjectives :
f est surjective

<~ (f(uy), -, f(uy)) est génératrice dans F’

< (Cq,---,Cy) est génératrice de K”
La combinaison de ces deux équivalence justifie la derniere.

e Calculer la matrice de 'opérateur de dérivation dans ’espace vec-
toriel engendré par les deux fonctions trigonométriques sin et cos.

e L’application § de dérivation est une application linéaire bien dé-
finie sur le sous-espace E = Vect(sin, cos) des applications dérivables
D(R,R) sur R.

La famille B = (sin, cos) est par construction une famille génératrice
de F, et une famille libre de F car ces deux applications ne sont pas
proportionnelles :

0:F— F d(sin) = cos (0 -1
f— " d(cos)= —sin mat(9, B, B) = (1 0 )
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Calcul matriciel

Image d’un vecteur

e Les coordonnées de f(u) € F dans la base B sont AX € K? lorsque
X € K" représente les coordonnées du vecteur u € E dans la base Bg,
et A = mat(f,Bg,Br)€ M,;,(K) est la matrice de f par rapport a
ces deux bases :

I U Y — AX
x2 Y2 n p
X Y
: : u=> zpup flu) =" yroy
, Yo k=1 k=1

e La définition — et I'intérét — du produit matriciel justifie ce résul-
tat obtenus a partir des combinaisons linéaires ; les coordonnées de
Y sont obtenues par identification et correspondent aux coordonnées
du produit matriciel AX :

p
flu;) = Z a; j; par définition de A
=1
Z p
flu)= f(ijuj) =z fluy) =) (fﬂj > ai,ﬂ’i)
j=1 j:l j=1 =1
n p p n
= ZZ:U a;jv; = ZZamx]vz = Z (Zammj)'vz
j=1i=1 i=1j=1 =1 j=1
= Z YrVk par définition de Y
k=1

Combinaison linéaire d’applications

e Lorsque f et g sont deux morphismes de L(F, F) les matrices de
f+ g et de Af par rapport aux bases Br et Br sont les suivantes :
mat(f + g, Bg, Br) = mat(f, Bg, Br) + mat(g, Bg, Br)

mat()\f, Bg, BF) = )\mat(f, Bg, BF)
Autrement dit la matrice d’'une combinaison linéaire de morphismes
est la combinaison linéaire des matrices de ces applications linéaires
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par rapport aux deux mémes bases.

e Les colonnes C; € K? et CJ’~ € K? des matrices mat(f, Bg, Br) et
mat(g, B, Br) sont les coordonnées de f(u;) et g(u;) dans la base
Br.

Le vecteur-coordonnée dans la base Br de (f+g)(u;) = f(u;)+g(u;)
est donc la somme C; + C]’- de ces vecteurs-coordonnées ; ainsi les co-
lonnes de la matrice mat(f + g, Bg, Br) sont les sommes des colonnes
des matrices de f et de g. Ces égalités des n colonnes des matrices
prouvent mat(f + g, Bg, Brp) = mat(f, Bg, Br) + mat(g, Bg, Br).
La méthode est la méme pour le produit par une constante A.

e Pour des bases Bg et Br données, 'application mat est un isomor-
phisme de I'espace vectoriel L(E, F') dans 'espace vectoriel M,, ,(K),
cette application est linéaire et bijective :

mat : L(E, F') — M, »(K)
f — mat(f, BE, BF)
mat(f, Bg, Br) = (0)np <= [ = 0p~p

e La propriété précédente justifie la linéarité de 'application mat.
Une propriété du paragraphe des matrices énonce que pour toute ma-
trice A il existe une application linéaire f de matrice A ; ’application
mat est donc surjective.

Si une application f est dans le noyau ker mat alors, par définition
du noyau, mat(f, Bg,Br) = (0)pn, donc I'image des vecteurs de la
base Bg est le vecteur nul O de coordonnées nulles. Ainsi I'image
d’un vecteur quelconque de E est donc une combinaison linéaire des
images des vecteurs de la base et est le vecteur nul; par ailleurs
O0g—r € kermat. En conclusion kermat = {Og_r}, et I'application
linéaire mat est injective.

Un seul de deux derniers arguments suffit pour montrer que ’ap-
plication mat est un isomorphisme une fois remarqué 1’égalité des
dimensions :

dim M,, ,(K) = pn = dim £ x dim F' = dim(L(E, F))
Composition d’applications linéaires

e Lorsque A e M, ,(K) et les ¢ colonnes de B € M, ,(K) sont des
vecteurs de K” notés (Cj)7_,, la colonne k € {1---q} de AB est
ACLeK" :
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B= [01,02, s ,Cq] AB = [ACl,ACQ,' .- ,ACQ]EMmq(K)

e La colonne Cj'» d’ordre j de AB est ce vecteur qui correspond a
ACJ' .

p

Z a1 kb ;

k=1
b1 ; p
b2, . > agkby

o=\ e — AC;

bpzj p ’

Z an kb,

k=1

e La matrice d'une application composée g o f est le produit des
matrices de ces deux applications g € L(F,G) et f € L(E,F) par
rapport aux bases correspondantes :
mat(g o f, Bg, Bg) =mat(g, Br, Bg) x mat(f, Bg, Br)
e My n(K) e My p(K) e M »(K)

e La colonne C]’~ d’ordre j de mat(g o f, Bg, Bg) est le vecteur coor-
donnée de (g o f)(u;) = g(f(uy)).

Les coordoonnées de f(u;) dans la base Br est par définition la
colonne C; d’ordre j de mat(f, Bg, Br).

Les coordoonnées C} de g(f(u;)) dans la base Bg est le produit
matriciel mat(g, Br, Bg)C;. Ces égalités résument la démonstration :

mat(f,BE,BF)Z [01,02,“' ,Cn]
mat(g, Br,Bg)= B
mat(g o f, BE,BG): [Ci,Cé, s ,C,ll] = [BCl,BCQ, s BCn]
= mat(g,BF,Bg) X mat(f, BE,BF)

Application réciproque et matrice inverse

e Lorsque les espaces vectoriels F/ et F' sont de méme dimension
et de bases Bg et Br, 'application linéaire f € L(E, F') est un iso-
morphisme si et seulement si la matrice A = mat(f,Bg, Br) est
inversible.

Dans ce cas la matrice de 'isomorphisme réciproque est 'inverse de
la matrice de I’'isomorphisme initial :

(mat(f, Bg, Br)) ' = mat(f !, Br, Br)

21 FMy le 4/4/2015

e Ces deux égalités proviennent de I’hypothese dim ¥ = dim F' :
mat(IdE,BE,BE) =1, mat(IdF,BF,BF) =1,
Si I’application f est un isomorphisme l'application f~! Ces deux
produits matriciels démontrent la propriété demandée :
mat(ffl,BF,BE) X mat(f, BE,BF)
=mat(f ' o f,Bp,Br) = mat(Idg, Br, Bp) = 1,
mat(f, BE,BF) X mat(f_l,BF,BE)
=mat(f o f,Bg,Bg) = mat(Idp, B, Br) = 1,
mat(f 1, Br, Bg) = mat(f, Bg, Br) ™!
Réciproquement supposons que la matrice A = mat(f, Bg, Br) est
inversible, et notons g I'unique endomorphisme dont la matrice est
At = mat (g, Br, Bg). Ces compositions justifient que f est un iso-
morphisme et que f~! =g :
mat (g, Br, Br) x mat(f, Bg,Br)=A1A=1, gof=Idg
mat(f, Bp, Bg) x mat(g, Bp, Bg)= AA™' =1, fog=Idp
En conclusion I’application f est bijective, et la matrice inverse A~

est celle de 'application réciproque f~! par rapport aux bases Bp
et BE

Produits matriciels

e Le produit matriciel AX ot A € M,,,(K) et X € K" peut étre
obtenu de trois fagon différentes :

a partir de la définition du produit matriciel,

en recherchant les coordonnées de f(u) lorsque A est la matrice
de f et X le vecteur-coordonnées de u,

& partir des combinaisons linéaire des p colonnes (Cy)p_; de A :

x1 A=[C1,Ca, -+ ,Cpl € My p(K)
. p
Ty k=1

e [’algebre linéaire fournit plusieurs méthodes pour effectuer des
produits matriciels :

deux présentations sont possibles pour décrire un produit ma-
triciel, par la manipulation des tableaux de nombres ou par le calcul
d’un indice générique;
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la matrice produit correspond a la matrice de I'application li-
néaire composée, I’exemple ci-dessous illustre cette méthode;
les colonnes du produit matriciel AB sont les produits des vec-

teurs colonnes de B :
B =[C1,C5,Cy) AB = [AC}, ACy, -+, AC,)]

e Le produit d’une matrice A€ M,, ,(K) par un scalaire A € K noté
a gauche, et le produit par un vecteur-colonne X € K? & droite ne
sont pas définis de la méme facon et n’ont pas les mémes propriétés :
M= (0)pp <= A=00UA=(0),,
f KPP — K"
X+— AX

Dans le premier cas une multiplication par 1/X est possible si A # 0,
et n’a pas d’équivalent dans le second.

AX = 0gn <= X €ker f

e Le produit des matrices de la base canonique peut s’effectuer en
considérant les applications linéaires associées.

Cette méthode s’applique efficacement pour calculer les produits des
matrices de la base canonique de M,,(K), en effectuant les calculs
dans un espace E de dimension n et de base (uy),_; :

EsﬁtEp,q = 5t,pEs,q ou (p, q, s, t) c {1 - n}4

0 sik
Epq =mat(f,B,B)  f:upe{ u Sikﬁg
0 sik#t

E; = mat(g, B, B) giukH{ us sik=t

g(0)=0 sik+#q
o flug)= .
g0 fluw) {g(up) sik=gq
9(0)=0  sik#q
=< g(up) =0 sik=qett#p
(up) =us sik=qgett=p
En conclusion la matrice de g o f par rapport a la base Bg est donc
généralement (0),, ou E,, si t = p. La formule E,E), , = 0;pFs 4
rassemble tous les cas.
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Etude des matrices carrées

Ce paragraphe étudie les endomorphismes sur E et les matrices car-
rées d’ordre n = dim E. La base de référence B de E est considérée
a la fois comme base de l'espace de départ et de ’espace d’arrivée,
et (f,9) €L(E)>.

e [’application mat est un isomorphisme de ’algébre unitaire des
endomorphismes (L(FE),+,-,0) dans Palgebre unitaire des matrices
carrées (M, (K),+,-, x) :

mat : L(E) — M, (K)
f > mat(f,B,B)

mat(f + g, B, B) = mat(f, B, B) + mat(g, B, B)
mat(\f, B, B) = Amat(f, B, B)
mat(g o f, B, B) = mat(g, B, B) x mat(f, B, B)
mat(Idg, B,B) =1,

L’application mat est compatible avec I’addition, la multiplication
par un scalaire, la multiplication interne et 1’élément unité qui ca-
ractérisent les algebres unitaires.
e La compatibilité de ’application mat avec le produit entraine celle
des puissances :

mat(f",B,B) = (mat(f,B,B))n pour tout n€N

e Un endomorphisme f € L(FE) est bijectif si et seulement si la ma-
trice mat(f, B, B) est inversible; dans ce cas l'inverse de la matrice
est la matrice de 'application réciproque :

(mat(f,,8)) " = mat(f ", B,B)

e L’ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,,(K);
ces matrices sont caractérisées par les conditions équivalentes ci-

dessous :
AeGL,(K)<= 3IBeM,(K) AB=BA=1,

< 3JdBeM,(K) AB=1,
<= 3J1BeM,(K) BA=1,
Dans tous ces cas la matrice B est unique et est notée B = A1

e La premiere équivalence correspond a la définition méme d’une
matrice inversible.
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Supposons (A4, B) € M, (K)? et AB = 1.,,. Les matrices A et B sont
les matrices d’endomorphismes f et g de L(F) par rapport a la base
B. Ainsi fog=1dg.
L’application composée f o g est bijective donc surjective, et ainsi
I’application f est surjective.
L’application f est surjective sur ’espace vectoriel de dimension finie
E, et donc fe GL(E). En conclusion la matrice A est inversible et
ces produits justifient que A™! = B :
At =a"11,=A"YAB)=(A'AB=1,B=B

La démonstration est analogue pour montrer que BA = 1,, entraine
que A est inversible et A~! = B.
e Il suffit que le produit de deux matrices carrées A et B d’ordre n
soit AB = 1l,, pour que ces matrices vérifient ces propriétés :

AeGL,(K) A '=B BeGL,(K) B '=A
e Ce formulaire récapitule les propriétés usuelles de matrices A et
B inversibles d’ordre n :

1,€6L,(K) ABeGL,(K) AregL,(K)

1 =1, (AB)'=B14"1 (AYH'=4
feGL(E) < AcGL,(K) lorsque A = mat(f, 5, B)
tAegL,(K)  (PA)7t="tah

e Si A€ GL(E) alors A™! existe et la transposée de ce produit
détermine l'inverse de 'A :

Catah =Yty =", =1,

(tATh(*4) = A = "1, = 1,
Les autres propriétés ont déja été justifiées.
e La structure (GL,(K), x) est un groupe pour le produit matriciel.
L’application mat : f — mat(f, B, B) est un isomorphisme du groupe
linéaire (GL(E), o) dans le groupe (GL,(K), x).
o Le produit matriciel restreint & GL£,,(K) est une loi de composition
interne associative, d’élément neutre 1,, € GL,,(K). Enfin I'inverse
d’une matrice inversible est bien une matrice de GL£,(K). En conclu-
sion (GL,(K), x) est un groupe.
La restriction de I'application mat : GL(E) — GL,,(K) est bien défi-
nie car la matrice d’un automorphisme est une matrice inversible.
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Cette restriction de l’application mat est injective car restriction
d’une application injective.
Cette restriction de 'application mat est surjective car I’endomor-
phisme associé a une matrice inversible est bijectif.
e Ces conditions sur la matrice A € M,,(K) caractérisent de fagon
équivalente les matrices inversibles :

A=mat(f,B,B)eGL,(K) < feGL(E)
<= les vecteurs-colonnes de A forment une base de K"
<= les vecteurs-colonnes de A forment une famille libre
<= les vecteurs-colonnes de A sont une famille génératrice de K"

— "4egr,(K)

<= les vecteurs-lignes de A forment une base de K"

<= les vecteurs-lignes de A forment une famille libre

<= les vecteurs-lignes de A forment une famille génératrice de K"

o Cette condition est équivalente au fait que les vecteurs-lignes de
A vérifient les mémes propositions en appliquant le méme argument
a YA. La matrice A € M, (K) est inversible si et seulement si les
vecteurs-colonnes de A forment une base de K".

e [’ensemble des matrices carrées d’ordre n > 2 forme un anneau
pour lequel la multiplication n’est pas commutative.

Dés qu’'un produit matriciel AB = BA commute la formule du bi-
noéme détermine (A + B)P.

En particulier le produit de la matrice A avec la matrice unité 1,
commute : All, = 1,A = A. Il en est de méme pour les matrices
ALL,.

e Calculer ainsi la puissance AP ou p > 3 :
2 2 2 0 2 2 0 0 2
A=[0 2 1 B=10 01 0 00
0 0 2 0 00 0 0O
A=213+B  B?*=(0)3 0)3 pourp>3
P 2
_ _ b k -k __ k
AP = (B+213)P =) (k)B (2113)? _Z(k>B (2113)
k=0 k=0
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—1
= 2713+ 2P 'pB + 2V 72 LPQ ) g

= 2134+ 2" 1pB + 27 3p(p — 1) B?
27 2Pp 2P72p(p + 3)
=0 2 20~ 1p
0 0 2P
La formule du binéme s’applique car (213) x B = B x (213).

Matrices de changement de base

Dans ce paragraphe B = (uy)p_y, B = (up);_, et B" = (uf);_,
sont trois bases de [’espace vectoriel E.

e Les colonnes de la matrice de passage Pg_p de la base B a la

base B’ sont, par définition, les coordonnées des vecteurs de B’ dans
la base B :

b1 - |P1; - Pin
p271 e 1)27 . e pz, .

Ps_.p = . ‘J ‘n EMH(K) oul<ji<n
pn71 e an e pnyn

n
/
U =p1,1U; +p2 12+ -+ Pp iy = E Di,1U;
=1

n
!/
Uj; = P1,jUL + P2,jUL + -+ + PpjUp = Zpi,jui
i=1

e La matrice de passage Pg_,zr de B & B’ est la matrice de I'iden-
tité Idg dans les bases B’ et B; les matrices de passage vérifient ces
égalités, lorsque X et X’ sont les coordonnées dans les bases B et B’
d’un méme vecteur de E :

Pi_,p = mat(ldg, B, B)eGL,(K) Ps_p=1,

/ —1
PgpX =X P = Pg . p Pg_.p Pg—pr = Pg_pr

e La définition méme de la matrice de passage Pg_,p est la méme
que celle de la matrice de 'application identitée par rapport aux
bases B et B'. Les colonnes de la matrice sont les coordonnées de
Idg(uy) = wuy dans la base B’ : Pg_,z = mat(ldg, B, B). Cette
matrice est inversible car Idg est un isomorphisme.

La relation Pg_,3 X' = X est donc la traduction matricielle de
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Idg(v) = v ot X et X’ sont les coordonnées de v dans les bases
Bet B.

X = mat(IdE,B’,B)X’ = PB—>B’X,
La méthode la méme pour le produit des matrices de passage.

Ps_,p Ppr_pr = mat(Idg, B,, B)mat(Idg, B”, B/)
= mat(IdE,B”,B) = PB—>B”

La propriété de la matrice inverse Pg_,p = PB_—1>B' en découlent du
produit précédent et de la propriété Pg_,p = mat(Idg, B,B) = 1,,.
e Réciproquement toute matrice inversible A € GL,(K) peut étre
considérée comme une matrice de changement de base.
Pour toute base B de E, il existe une base B’ de E telle que
A= Pp_p.
Les colonnes de A sont les coordonnées de vecteurs de E dans la base
B qui constituent une base B’ de E.

. ! . N / A
e Les matrices A et A’ relativement a deux bases B et B° d’un méme
endomorphisme f vérifient ces relations :

B ’]‘} B A= mat(f,B,B)
A' = mat(f,B,B)
P, p|1d Id P, N ) )
B—B T E El B B A: PBA)B/ A/ PB—iBl

A/
B’ —— B A — Pl;—1>8’ APsp
mat(f, B, B)
=mat(ldgof o Idg, B',B)
=mat(Idg, B,B") x mat(f,B,B) x mat(Idg, B, B)

o Cette définition caractérise les matrices semblables d’ordre n :
IPeGL,(K) A =P AP

e La relation « étre semblable » est une relation d’équivalence sur
e Larelation « étre semblable » est réflexive, symétrique et transitive

sur M, (K) :
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réflexive : A=1,A1, car 1,€GL,(R)
symétrique : A’ = P"!AP=— PA' = AP
— PAP =4
— A= (P HlAp!
transitive : A =P TAP ET A" =Q'4'Q
= A" =Q'PTIAPQ = (PQ) ' A = (PQ)
Ces trois propositions reposent sur le fait que «la matrice identité

est inversible », « I'inverse d’une matrice inversible est inversible », et
« le produit de deux matrices inversibles est inversible ».

e Deux matrices A et A’ représentant le méme endomorphisme
f€L(E) par rapport aux bases B et B’ de E sont semblables :

A =Pl s APsy  A=mat(f,B,B) A =mat(f,B,B)

e Les colonnes de la matrice de passage de la base canonique Bc
vers une base B de K" sont constituées des vecteurs de B, car les
coordonnées d'un vecteur U de K" dans la base canonique Be de K"
sont ses coefficients :

1 0 0
0 1 :
E, = ) Es = ) o By = :
: : 0
0 0 1
U1,1 ui,2 Ul,n
U1 U2 U2,n
Uy = Uy = e Uy =
Un, 1 Un, 2 Un,n
BC:(El,EQ,"' )En) B:(Ul)UZ)”‘ 7Un)
U1l U2 o Ulp
U1 U2 ccc U2p n
Pge—sp = . . . Uj=> ui;Ei
. . . i=1
Un,1 Un,2 **° Unn
e La matrice de passage inverse Pg_p. = gcl_ﬂg peut étre calculée

colonne par colonne en décomposant les vecteurs de la base canonique

Bc = (Ej)p_, sous la forme de combinaisons linéaires des vecteurs
n

de la base B = (Ug);_;-
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Exemples de matrices inverses

e Différentes méthodes permettent de déterminer 'inverse d’une ma-
trice carrée; les matrices de passage et les matrices d’applications
linéaires permettent dans certains cas de déterminer I'inverse d’une
matrices, comme l'illustrent les trois exemples suivants.

Matrice inverse par matrices de passage

e Ce premier exemple a pour but de montrer que la matrice suivante
A est inversible et de calculer son inverse ; en vérifiant qu’elle corres-
pond bien & une matrice de passage. Pour cela il suffit de vérifier que
ses quatre colonnes B = (U, Us, Us, Uy) constituent une famille géné-
ratrice de R* en exprimant la base canonique Be = (E1, Eq, E3, Ey)
de R* en fonction de ces vecteurs :

Ei=U,
EEEIN =
A= FE3=Us—2FEy — FE1 = Us — 2Uy + 3U4
00 12 E,=Uy—2F; — F
000 1 4= U4 3 2

= Uy — 2U;3 + 3U5 + 4U;

La matrice A~! est la matrice de passage inverse :
1 -2 3 -4

B o 1 -2 3
A= PBcﬁ\Beg£4(R) AL = Ps_p.= 0 0 1 =2
0 O 0 1

Cette méthode s’applique essentiellement aux matrices triangulaires
qui permettent de décomposer de proche en proche les vecteurs de
la base canonique.

e Le deuxiéme exemple est proche du précédent, il a pour but de
montrer que la matrice suivante B est inversible et de calculer son
inverse. Les colonnes de A forment une famille B de vecteurs de R?,
et la base canonique de R est Be = (Ey, Fo, F3, Ey, Es) :

10001
11000
B=| 01100 B = (Uy,Us,Us, Uy, Us)
00110
00011

e Remarquer la premiere de ces égalités permet de montrer ensuite
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que cette famille B & cing vecteurs est génératrice de R, et forme
ainsi une base de R’ ; la matrice A est donc inversible :
2B =U1 — Uy + U3z — Uy + Us

1
E1:§(U1—U2+U3—U4+U5)

Eg:Ul—Elz%(U1+U2—U3+U4—U5)
E3=U2—E2=%(—U1+U2+U3—U4+U5)
E4:U3—E3:%(Ul—U2+U3+U4—U5)
By = Us— By— = (—Uy + Us — Us + Us + Us)

2
La décomposition de E; peut aussi étre obtenue en resolvant le sys-
teme linéaire d’équation AUy + AoUs + A\3Us + AUy + A5Us = E5.
Le reste du calcul se fait de la méme maniere, sans nécessiter la
résolution de quatre autres systémes linéaires.
La matrice B est une matrice de passage Pg._.5, et la matrice B!
est la matrice de passage inverse obtenue a partir des coordonnées
de la base canonique dans la base B :
1 1 -1 1 -1
1 -1 1 1 -1 1
BeGL5(R) B*lz5 1 -1 1 1 -1

Matrice inverse par l'application linéaire réciproque

e La matrice C'€ M,,;1(K) est définie ainsi :

11 1 - 1
0 1 2 n
c=10 0 1 n(n=1)/21 = (¢; })1<ij<nir
0 -+ --- 0 1
0 sii>j

i = <j._1>siz's.j
7—1
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e La matrice C' correspond a la matrice de cette application linéaire
par rapport & la base canonique de Be = (1,X,X?,--- ,X") dans
I'espace R,,[X] des polynémes de degré inférieur ou égal & n ; 'image
de X*~1 par f correspond 4 la colonne k de C'; les coefficients de la
premieres lignes sont les termes constants des polynomes, et ceux de
la derniere ligne, d’ordre n + 1 représentent les monoémes en X".
Les calculs de go f et de fog justifient que I'application f est bijective
d’application réciproque g ;

FiRAX] — Ru[X]  g:Ru[X] — Ry[X]
P P(X +1) P P(X — 1)
p—1 P
NP1y — (X 4+ 1)) — P=1Y vk p=1) vk
P = (X 4 1) kzo(k) kzl(k_l)
(go /)(P)=g(P(X +1))=P(X —-1)+1) = P(X)
(fog)(P)=[f(P(X —1)=P(X+1)-1)=P(X)

go f=1Idgr,x] Jog=1Idg,[x]
La matrice inverse de C' est donc celle de g dans la base canonique :

1 -1 1 - (=1)"
0 1 -2 (—1)"n
cl—p=1]0 0 1 (—=1)"2n(n—1)/2
o --- ... 0 1
= (dij)1<ij<n+1
0 sii>j

17—

o (i
dij= (_UZ]G 1>$i§j
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