DETERMINANTS

Dans ce chapitre E est un espace vectoriel sur un corps K, (A, p) ceK?
et (u,v,w)€E>, en outre neN* et généralement n > 2.

La théorie des déterminants fournit entre autre une méthode pour
tester si une famille de n vecteurs de K™ est libre ou non, et si une
matrice carrée est inversible ou non.

Le corps K doit vérifier 2 # 0 pour que la solution des équations
scalaires x = —x et 2x = 0 intervenant dans la théorie des détermi-
nants soit uniquement x = 0 ; pour cette raison ce chapitre suppose

K=R ou K=C.
Groupe symétrique et signature

Groupe symétrique

e L’ensemble fini S, des bijections sur [1,n] est un groupe pour
la loi de composition o, appelé groupe symétrique d’ordre n, et
card S, = n!.

Les éléments du groupe (S, o), c’est-a-dire les bijections sur [1,n],
sont appelés permutations de [1,n] et souvent notés o.

e Lorsque (i,j) € [[1,71]]2 et i # j la transposition 7;; € S, est la
permutation 7; ; : [1,n] — [1,n] qui échange i et j :

T5(1) = J Tij = Tji
Tij(J) =1 Tij © Ti,j = Id[1 0]
7ij(k)=k pourk #ietk#j TZ»le =Ti;

e Une permutation o € S, est généralement notée ainsi; les en-

sembles Sy et Sz sont donc les suivants :
B SR [ X
= 2 = )

o(1) o(2) o(3) - aln) ATAR
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12 3\ (1 2 3\ (1 23
53_{(1 2 3)’(2 3 1)’(3 1 2)’

= Id{1,2,3} =T1,30T12 =T12°71,3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 }
2 1 3)°\1 3 2/’\3 21
=T1,2 =T23 =T1,3

e Le groupe (S2,0) est commutatif.
Les groupes (S3,0) et (Sy,0) pour n > 3 ne sont pas commutatif.

e La vérification des quatre compositions possibles sur S justifie
que Sy est commutatif.

Les images (71,2071 3)(1) = 3 et (11,30712)(1) = 2 de 1 ne sont pas les
meémes, les permutations 712 07,3 et 713 0712 sont donc différentes
et les groupes (S, o) pour n > 3 ne sont pas commutatifs.

e La restriction & [1,n — 1] d’une permutation o € S, vérifiant
o(n) = n peut étre considérée comme une permutation de S,_1.

e Réciproquement toute permutation ¢ €S,, se prolonge en une per-
mutation o €S,,41 en posant g(n+ 1) =n+ 1.

e Soit o € S, vérifiant o(n) = n; A priori la restriction O /[Ln—1]
est a valeurs dans [1,n]. Cependant l'application o est injective et
o(n) = n par hypothése, donc le seul antécédent de n est n et la
restriction o /[Ln—1] D€ prend pas la valeur n, et est a valeurs dans
[1,n —1]. En conclusion Im O /n—1] C [1,n—1].

La restriction d’une application injective est injective, donc la res-
triction o /py , 17 est injective sur Iensemble fini [1,n — 1] an —1
éléments.

Ainsi O /[1n—1] €St bijective sur [1,n — 1] et T /[n—1] €Sn-1.

e La démonstration de la proposition réciproque est similaire. Le
prolongement ¢ de o €S, par 6(n + 1) = n + 1 est une application
définie sur [1,n + 1].

D’une part n + 1 a un antécédent car g(n + 1) = n + 1 et d’autre
part tout les entiers de [1,n] ont un antécédent par I’application
surjective o €S, et donc par le prolongement &.

En conclusion 'application prolongée & est surjective sur ’ensemble
fini [1,n 4 1] et donc bijective, ainsi ¢ € Sy41.

e Toute permutation peut s’écrire sous forme de composées, aussi
appelés produits, de transpositions.
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e La démonstration par récurrence sur n construit un produit d’au
maximum n — 1 transpositions.

L’ensemble &7 = {Id{l}} ne contient que I’élément neutre qui est
par convention la composée d’aucune transposition, en suivant une
convention comparable & celle notant z° = e lorsque = € G et G est
un groupe d’élément neutre e.

Les seuls éléments de So sont 'identité, ’élément neutre du groupe
(S2,0) composée d’aucune transposition, et la transposition 71 2 qui
est un produit réduit a un seul terme.

L’hypothese de récurrence est ainsi vérifiée aux ordres un et deux.
Deux cas sont possibles pour 0 €S, : o(n) =n ou o(n) # n.

Dans le premier cas o(n) = n, 'hypotheése de récurrence s’applique
immédiatement a la restriction de o a [1,n — 1] qui est une permu-
tation de S,_1 pouvant s’écrire sous la forme de produits de trans-
positions.

Dans le second cas o(n) # n, la permutation o' = 700 ol T = 7, ;)
vérifie o' (n) = n; le résultat précédent s’applique & o’ qui peut donc
s’écrire comme la composée de transpositions car 771 = 7 :

/ / / /

0 =T 0Tp0 0T, avec p <n—1
_ -1 I / / /

O=T 00 =TOT|0Tp0:::0T, avecp+1<n

Dans tous les cas o € S, est bien la composée d’au maximum n
transpositions, ce qui termine la preuve par récurrence.

Signature d’une permutation

e L’ensemble Py des sous-ensembles a deux éléments de [1,n] peut
étre défini de deux facons équivalentes pour toute permutation
c€eS, :

Po={{i.j} J1<i<j<nf={{ok),ol)} /1<k<l<n]

-1
card Py = (g) = %

e Tout sous-ensemble {i,j} de [1,n] o ¢ < j est de la forme
{o(k),0()} avec k et £ de valeur o '(i) et o7 1(j) # o7 1(i) car
la permutation o est bijective, et réciproquement {o(k),o(¢)} est de
la forme {i,5} avec i # j deés que k # ¢ pour la méme raison. La
condition k£ < £ est alors obtenue en échangeant les roles de k et de £.
Dit autrement l'application 1, est bien définie et bijective sur P, :
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Yv: Po— P
i, 5} — {o(i),0(5)}
L’application réciproque est ¥ -1.
e Lorsque ¢ est une bijection sur E ces produits sont égaux car ils

énumerent les mémes éléments ; 1’égalité suivante illustre ce principe
pour le changement d’indices bijectif ¢ : i — n — i sur [0,n] :

I 7@) =11 fle(@) = I fl¢™"(2))

zeFR zeE zeE
n n
[[(n =) =T]i(n~3)°
=0 7=0

Une propriété similaire s’applique aux sommes.

e La signature ¢(0) € {—1,1} d’une permutation o € S,, est ce pro-
duit de n(n — 1)/2 facteurs :

E(O’) — H U(]) — U(Z) — H U(Z) — U(]) _ H U(Z) — U(j) 6{—1,1}

1<idjen I T 1cidjan P {i,j}EP2 i
= (—1)ed & £ ={(i,j) /i <jET oli) > o(j)}

e Aucun des facteurs de ces produits ne dépend de 'ordre d’énumé-
ration des deux éléments i et j des ensembles appartenant a Py :

0(j) —o@) _ o) —o(j)
j—i i
Le signe de la signature £(o) dépend de la parité du cardinal de &.

e La signature d’une permutation est nécessairement +1 car les va-
leurs absolues du numerateur et du dénominateur sont les mémes,
du fait que ¥, : {i,j} — {o(i),0(j)} est une bijection sur Ps. La
valeur absolue |i — j| ne dépend que de l'ensemble {i,j}€Ps et pas
de lordre d’énumération des deux éléments i et j. Autrement dit
cette application g est bien définie et |e(o)| =1 :

g{i,j)=li—jl  gov({i,j})=lo(@) —o(j)]

: : T le(i) —o(h)]
@)l=] I o(i) —o(j)| _ {ibePs
- i— —
{i,j}eP2 J {iyjl;[e% j
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[T 9({o(@),0()}) [1 gov{i,j})

_ {i,j}EP2 _ {i,j}E€P2
ey 0 i
{i.5}€P2 {i,j}EP2
I 9({d. g}
_ {i,j}EP2 _
11 9({isd})
{i,j}EP2

La produit de |o(i) — o(j)| au numérateur et le produit de |i — j|
sont égaux et correspondent car l'application v sur les indices est
bijective sur Ps.

o La signature d’une transposition 7 est e(7) = —1.

e Une preuve repose sur ’énumération du signe de tous les facteurs.
Lorsque 1 < k < ¢ < n, I’ensemble £ associé a la transposition 7 ¢
contient les 2(/—k)+1 couples (k,v) ouk < v < ¥, (u,f) ouk <u < /¥
et (k,0), car 1 o(u) = u et 7 (v) = v.

e La signature est un morphisme surjectif du groupe (S,, o) dans le
groupe multiplicatif ({—1,1}, x); elle vérifie ces propriétés pour des
permutations o, o1, o2 de Sy, :

e(Idpy ) =1 g(og 001) = e(o9) X e(01) e(c™h =¢e(o)

o Cette factorisation justifie que e(o2001) = €(02) x €(01) et prouve
que € est un morphisme de groupes :

g(og007)= H o2001(j) — g2 001(3)

1<i<j<n Jj—1
o2(01(g)) — o2(01(1)) o1(j) — o1(i)
e R L

-1 o2(v) — oa(u) <11 o1(j) — o1(3)

I<u<v<n VT U 1<i<j<n J ¢

= 6(02) X 6(01)

Le passage de la deuxieme a la derniére ligne consiste a modifier
l'ordre d’énumération des éléments de Py a 'aide de la transforma-
tion bijective {i,j} > {02(i),02(j)} sur Po.

Les propriétés usuelles des morphismes multiplicatifs justifient les
deux autres propriétés e(Idp; ,,7) = 1 et (o™ =¢e(o) car 1/u = u
dans les deux cas u =1 et u = —1.

e Le nombre de terme de la décomposition d’une permutation en
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produit de permutation est toujours de méme parité.

e Un argument sur la signature justifie qu’aucune permutation ne

peut se décomposer a la fois en un produit d’'un nombre pair de trans-

positions, et en un produit d’'un nombre impair de transpositions :
g(o)=¢e(riomo---omy) =e(m) x &(m2) X --- x &(1p) = (—1)P

e La signature d’une permutation o € S,, telle que o(n) = n est la

méme que celle de sa restriction a [1,n — 1] calculée dans S,,—;.

e La raison en est que les ensembles £ des inversions associé a 0 €S,

et 0 €S,,_1 sont les mémes car o(n) =n :

£=1{(i,j) /1<i<j<nETo(i)>a(j)}
={(i,j) /1<i<j<n—1ETo(i) > o(j)}

e Un cycle v = (i1,42, -+ ,ip) € S, de longueur p, constitué de p
entiers de [1,n] différents deux a deux, est la permutation définie de
fagon circulaire :
Y(ig) =tg+1 pour 1 <k <p
v yip) =11 Vi g i3 = s = A, — 0
y(u)=u sinon
Cette derniere notation correspond a une autre fagon de représenter
un cycle.

e Une transposition est un cycle de longueur 2 :
Tij - 1 — ] —1
e Ce produit correspond a la décomposition du cycle v de longueur
p en produits de p — 1 transpositions :
v = (i1,92,* ,p) = Tir,ig © Tigig © "+ © Tip—2,ip—1 © Tip_1,ip
e La signature d’un cycle v de longueur p est e(y) = (—1)?"L.

e [’étude des images de i1, is, etc. justifie cette égalité d’applica-
tions. L'entier k ¢ {i1,i2,--- ,ip} est invariant par les deux applica-
tions.

La signature est un morphisme de groupe, la signature du cycle est
le produit des signatures des permutations, et donc est (—1)P~1.

e Par exemple la décomposition de ces deux cycles dans Sg :
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1 2 3 4 5 6
1—>5—>3—>1<5 9 1 4 3 6>_Tl’5075’3
1 2 3 45 6
1—>4—>5—>2—>1(4 1 35 9 6)271,4074,5075,2

Formes multi-linéaires

Exemples de formes bilinéaires et trilinéaires

e Une application f : E? — K est dite bilinéaire si et seulement
si pour tous les vecteurs ug et vg de E les applications f; et fo
ci-dessous sont linéaires :
flzf(o,’vo)iE—>K fQZf(UQ,o):E—>K
u— f(u,vg) v— f(up,v)

Autrement dit une application est bilinéaire si toutes les applications
partielles définies en fixant 1’'une des deux variables sont linéaires.
Une forme bilinéaire est une application bilinéaire dont 1’espace d’ar-
rivée est le corps des scalaires K.
e Une définition équivalente d’une application bilinéaire est la sui-
vante :
V(u,v,w)eE® Y (\ p)ek?
fAu+pv,w)=Af(u,w) + pf(v,w)
ET flu,\v+pw)= Af(u,v)+ pf(u,w)

e L’application nulle de £ x E dans K est une forme bilinaire.

e Les applications f; et fo sont bilinéaires sur R?, et les applications
g1, g2 et g3 ne sont pas bilinéaires. Dans ce dernier cas une condition
suffisante pour qu’une des applications partielles ne soit pas linéaire
provient du fait que I'image du vecteur nul par I'une des applications
partielles n’est pas zéro :
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(OO AEE)e
() (6
Q)= (6

() ()0 o(((0)-1+

L’application ¢; est linéaire sur lespace produit R? x R?, et non
bilinéaire sur R.

e L’ensemble L9(E,K) des formes bilinéaires sur E est un sous-
espace vectoriel de KF*F.

Ainsi L9(E,K) a une structure d’espace vectoriel sur K.

KE*E contient

e Le sous-ensemble Lo(E,K) de I'espace vectoriel
I’application nulle et est stable par combinaisons linéaires, les égalités
suivantes prouvent la linéarité par rapport a la premiére variable :
(af + Bg)(Au + pv, w)
=a f(Au+ pv,w) + B g(Au + po, w)
=al f(u,w) + ap f(v,w) + BAg(u, w) + Bug(v, w)
=XMaf + Bg)(u, w) + plaf + Bg) (v, w)
La preuve de la linéarité par rapport a la seconde variable est simi-
laire.
e La définition des applications tri-linéaires est similaire. Une appli-
cation f de E® dans K est tri-linéaire lorsque pour tous les vecteurs
ug, vg et wy de E les trois applications extraites fi, fo et f3 sont
linéaires :
f1 = f(o,’vo,wo) EF— K
u— fi(u) = f(u, v, wo)
fo=f(ug,e,wp): E - K fa(v) = f(ug, v, wp)
f3=f(uo,vp,¢) : E=>K  f3(w)= f(ug,vo, w)

e L’ensemble £3(K3 K) des formes tri-linéaires sur K a une struc-
ture d’espace vectoriel, et cette famille (y; %), <ijr<s de 3% appli-
cations obtenues par produits d’une coordonnée de chaque vecteur
est bien constituée de formes tri-linéaires et construisent une base de
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U1 U1 w1 1 0 0
U us 1% (%) w w9 E1 0 E2 1 E3 0
us U3 w3 0 0 1

@ijk(U, V., W) = uvjwy
e La distributivité de la multiplication par rapport a I’addition des
nombres réels justifie que les applications ¢; ; » sont tri-linaires.

Les valeurs de ces applications sur les vecteurs de la base canonique
justifient que cette famille d’applications est libre :

('Oi»j7k(Eu) Ey, Ew) = 6i7u6j7v6/€,w

Y Nigkigk = Oxssx
1<i,j, k<3

= Y Aijkik(Bu, By, Ey) =0
1<i,5,k<3
= Ayv,w = 0 valable pour tout (u,v,w)
La décomposition suivante montre que cette famille est génératrice :

FU VW) =y f(EL,V,W) +u f(E2, V,W) +us f(E3, V,W)

3 3 3

=Y ui f(B, V,W) = > uw; f(Ei, Ej, W)

i=1 i=1j=1
= > wvywif(E,Ej EBy) = Y [f(Ei, Ej, Ey) @i jk(UV,W)

1<4,5,k<3 1<4,5,k<3
e Lorsque B est une base de I'espace vectoriel E de dimension finie
n, un calcul sur les coordonnées justifie que les n® applications i jk
indicées sur [1,n]" forment une base de £L3(E,K), en notant U, V et
W les coordoonées dans la base B des vecteurs u, v et w :

Uy U1 w1
U2 V2 w2

U ) 1% ) W ©ijk(w,v,w) = uvjwy
Unp, Un Wn,

Définitions et premieres propriétés

e La définition des formes n-linéaires généralise les définitions pré-
cédentes ; une forme n-linéaire sur F est une application de E™ sur
K telle que pour toute famille de vecteurs (uy);_; les n applications
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partielles fi sont des formes linéaires, lorsque k€ [1,n] :

o= flur, - Jup—1,0,Upy1, - upn) t B — K
Qv +pw)= flur, - up_ 1, A0+ pw, uppg, -, uy)
= AMf(uy, - up_1, v, Upg1, -, Uy)
+pflurg, U, W, Upgy, -, Uy)

= Mi(v) + pfr(w)

Autrement dit, toutes les applications partielles obtenues en fixant
toutes les variables sauf une sont linéaires.

e L’ensemble £,(KP K) des formes n-linéaires sur K” forme un
espace-vectoriel de dimension finie dont une base est constituée de p”
applications obtenues par n produits des coordonnées des vecteurs
de KP.

L’ensemble L, (F,K) des formes n-linéaires sur un espace vectoriel
FE a une structure d’espace vectoriel.

Lorsque l'espace E est de dimension finie p, I'espace £, (E,K) est de
dimension p".

Formes multi-linéaires particulieres
Dans ce paragraphe [’ensemble des transpositions de [1,n] est
noté T,,.

e L’application f, est définie & partir d’une application f de E" et
de 0 €85, en permutant 'ordre des variables de f :

Jo(ur, u, - s un) = f(Uo1), Us2), s Us(n))
Lorsque 7 est une transposition f, échange donc deux variables, et
les autres demeurent a la méme position.

e Les permutations sur les variables d’une fonction vérifient cette
propriété dans le cas ou oy et o9 sont des permutations de S, et f
est une applications de E",

fosoo (U1, U2, s Un) = f(Uoy(01 (1)) Yon(01(2)s " s Yoo (o1 (n)))
= (Vo1 (1), Yo1(2)5 "+ 5 Voi(m))
avec Vg = Ugy (k) donc Vo (i) = Woy(oy (i)
= fo, (v1,v2,- -+ ,vp)
= Jor (Uoy(1)s Uoy(2)s > Uas(n))

e Une forme n-linéaire f est symétrique lorsqu’elle vérifie I'une ou
I’autre des deux équivalences suivantes :
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VreT, frlu,ug,- - uy) = flug,ug, - uy)
—=VoeS, folur,ug, - ,uy)= f(u,u, - ,uy)
La valeur de f est indépendante de l'ordre d’énumération de ses
variables.
e La démonstration de I’équivalence repose sur la décomposition des
permutations en produit de transpositions.
e Sur le méme principe une forme n-linéaire f est anti-symétrique
lorsqu’elle vérifie 'une ou 'autre des deux équivalences suivantes :
VreT, [fr(u,ug,- uy)=—f(u,us, - ,uy)
—=VoeS, folur,ug, - ,uy)=c(o) flug,ug, -, up)
Echanger deux variables change le signe d’une forme anti-symétrique.
e La preuve est similaire a la précédente et fait intervenir le mor-
phisme de signature.

e De méme une forme n-linéaire f alternée est caractérisée par 'une
ou l'autre de ces équivalences :

V (up)p_ €E™ (uk)p_q est liée = f(ur,u2,-- ,up) =0
<~
v (uk)zzleEn V(i7j)€[[17n]]2
i #JETu; =uj = f(uy,ug, - ,u,) =0

La premiere de ces propositions signifie que I'image par f d’une fa-
mille liée est nulle, et la seconde que 'application f est nulle des que
deux variables sont égales.

e La seconde proposition se déduit de la premiere car toute famille
comportant deux fois le méme vecteur est liée.

La premiere découle de la seconde car dans toute famille liée I'un des
vecteurs est une combinaison linéaire des autres; ainsi si u; est une
combinaison linéaire des autres :

U = Z )\iui

1<i<n
itk
f(ul)’u’Z)‘” 7u/€)‘”un)
=flur-wpr, > A, Upgr, - W)
1<i<n
i#k

= flur U, Wi, Uy 1, ) =0
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e Une forme n-linéaire est anti-symétrique si et seulement si elle est
alternée.
e Toute forme anti-symétrique est alternée a cause de ces égalités
lorsque u; = wu;, en échangeant les variables d’ordre i et d’ordre
jg>:
f(uh'" Sy, W,y 7un): f(ul,“‘ JUjy e Wy 7un)
= _f(u17"' JWiy e Uy ,'U'n)
2f(u17"' Sy, W,y 7un):o
Le développement de cette expression par linéarité des variables d’in-
dices i et j, les autres variables d’ordre k étant de valeurs uy, prouve
réciproquement que toute forme alternée est anti-symétrique :

0=f(uy, - ,ui +uj,- ,u;+uj, - ,u,) [car f est alternée]
= f(u1,"',’U;i+’U;j,"',U;i,"',un)
+f(u1,,ul+u]77uj,’un)
= f(uh' y Wiy o0y Uy, 7un) [: 0 car f est alternée]
+f(u1)‘ , Uy, , Wi, 7un)
+f(U1,‘ ©, Wy, , Uy, 7un)
+ flur, - w0 Uy, Uy) [= 0 car f est alternée]
f(ul)”‘ y Wiyt oy WUjy e >'u'n) :_f(ulv"' s Wiyt s Wy, 7un)

e Le sous-espace vectoriel de £,,(E,K) des formes n-linéaires alter-
nées sur F est noté A, (F, K).

Construction du déterminant

Ce paragraphe étudie les formes n-linéaires alternées, c’est-a-dire
anti-symétriques, sur l’espace vectoriel K™ de dimension n.

La base canonique de K" est notée (Ey),_,, et les vecteurs X; pour
j€[1,n] sont notés ainsi :

1 0 0 r1,1 1,5

0 1 : T21 L2,5
El . E2 . ce En 0 X1 X]

0 0 1 Tn,1 Ln,j

e La détermination des formes n-linéaires alternées de K" repose
essentiellement sur ces trois arguments :
Toute application fe[l, n]][[l’"]] est définie de facon unique par 1’énu-
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mération de ses n images (f(1), f(2),---, f(n)) a valeurs dans [1,n].
Une somme indexée par ’ensemble des n-uplets a valeurs dans [1,n]
est donc égale a la méme somme indexée par I’ensemble des applica-
tions sur [1,n].

Si 'application f est alternée et si ¢ : [1,n] — [1,n] n’est pas injec-
tive alors f(Ey 1), Ep2), s Epm)) = 0 car deux variables d’ordre i
et j # i sont égales : (i) = ¢(j) et E,q) = Eyj)-

Une application définie sur un ensemble fini est injective si et seule-
ment si elle est bijective.

e Toute application n-linéaire et alternée f sur K" se développe
ainsi :

f(XluXZ)”‘ 7Xn)

n
= Z xp1 f(Er, Xo, -, Xy) linéarité de la premieére variable
k=1
Z zinxjo f(Ei, Ej, X3,---,X,) linéarité par rapport a Xo
1<i,j<n
= Z Tiy 1Ti5,2° " Lip m f(E‘Z1 sy Ezn) n-linéarité

1<iy iz, in<n
= > TeaTp@2 Tmyn F(Ep)s Bp@)y s Bon))
pe[1,n]l17]
somme indexée par n" applications a la place des n-uplets
= Y TemaTe@2 Tom)n f (Bo) Be@y s Bon)

pe[1,n]ltn]
et ¢ injective

si o n'est pas injective f(E 1), Ep2), 5 Epm)) =0
= Z L5(1),1%0(2),2 """ Lo(n),n f( 1)7 o(2), """ 7E0(n))

oESn o = ¢ est donc bijective
= Z H'xa(k),k E(U) f(E17E27 T 7E'rl)
c€Sn k=1
n
:< doeo)]] xa(k),k) x f(Ey, Ea,- -+, Ey)

e Toute forme n-linéaire et alternée se développe de la maniere pré-
cédente, et est donc proportionnelle a 'application det définie ainsi :
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n

det(X1, X2, , Xn)= > Ha;(,

0ESH
n
f(Xl)XQ)”‘ ’Xn): ( Z E(U) H xo(k),k) X f(EhEZ)‘” 7En)
0ESH k=1

= det(X1, Xp, -+, Xp) X f(Ey, B, -+, Ey)

e Réciproquement I'application det définie ci-dessus est n-linéaire et
alternée sur K".

Cette application est m-linéaire car elle s’écrit sous la forme d’une
combinaison linéaire de produits de coordonnées de chaque vecteur.
Un changement d’indices bijectif prouve que ces deux produits sont
égaux pour toute permutation p €S,

n n
I oo = I #o(o
k=1 j=1

Ces sommes comportent les mémes termes et sont égales car l'ap-
plication T': o — 0 0 ¢ ! associée & ¢ €S, est bijective sur S,,. La
derniére égalité provient du fait que la signature est un morphisme :

det(Xp), Xo(2), 5 X)) = Y &( H To(k

avec j = p(k) et k = go_l(j)

ocES,
n n
= (@) [T 201005 = D_ eloo9™ 09) [ 2(op-1)
€Sy Jj=1 0ESH j=1
n n

= Z H 0)(4)d = Z e(p)e(l'(0)) H LT (0)(5).

0ESK j=1 €Sy j=1
=c(p) Y e H o) = €(p) det(X1, Xa, -+, Xp)

oESy j=1

e Par ailleurs det(F1, Es,--- , E,) = 1 et Papplication det n’est pas
nulle.

Le seul produit non nul dans la somme définissant le déterminant
est celui pour lequel chaque coordonnée e, = 1 des vecteurs de
la base canonique est de valeur 1, ce qui correspond & o(k) = k, et
donc o = Id[y ;) de signature +1 :
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det(El, EQ, e ,En)

= Z e(o) H €o(k),k
k=1

O'ESn

=e(ldp,y [J1=1

k=1
e L’ensemble A, (K") des formes n-linéaires et alternées sur K" est
un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel £, (K", K) des formes
n-linéaires de K".

n
det(XluXQ)”‘ 7X’I’L Z H ]C)]C
oc€SH k=1

det(Ey, Eo, -+ ,E,) =1
Ay (K™) = Vect(det) = K det dim(A,(K")) =1
L’espace A, (K") est de dimension un et 'application det en est une
base.

e L’application det peut aussi étre définie en échangeant les indices
i et j des coordonnées z; ; des vecteurs Xj :

det(X1, Xo, -+, X)) = Z Hx (k)k
oeSy

= > =l H Tho(h)
0ESK
e La démonstration est similaire a la précédente, le changement d’in-
dices bijectif j = o (k) justifie 'égalité des produits, puis ces égalités
de sommes sont dues au fait que la transformation I' : o — o~ ! est
bijective sur S,,, et que 5( )=¢elo™t) =¢(T(0)) :
n

H k)k_H:UJUl

k=1
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n
det(X1, Xo, -+, Xp) = Y & H (k) k
0cESy k=1

=« = > el(0) H%;r( ()
oc€SH j=1

O'ESn

=2 =

n

n
0ESK j=1
e Le déterminant d’une matrice carrée A est défini & partir de ses
vecteurs-colonnes :

A= (aij)i<ij<n=[C1,Ca, - ,Cple M, (K)

n
det A = det(Cy,Ca, -+ ,Cr) = Y & H o (k)

O'ESn :

Z H ag (k) = det( A)

O'ESn

e Les méthodes pratiques de calcul d’'un déterminant d’ordre n ne
reposent pas sur ces sommes car elles comportent n! termes : 120 si
n = 5, plusieurs milliers ou millions si n > 7 ou n > 10.

L’intérét de ce résultat est principalement théorique.

Déterminant d’un produit

Dans la suite de ce chapitre toutes les matrices considérées sont car-
rées et d’ordre n, et (A, B) € M,,(K)?.
e L’application f : M +— det(AM) est une forme n-linéaire et anti-
symétrique de M, (K), donc proportionnelle a Papplication det, en
considérant la matrice M comme n vecteurs-colonnes.
e L’application f est bien n-linéaire car le produit matriciel et ’ap-
plication det sont linéaires par rapport a chaque colonne de M.
La forme n-linéaire f est anti-symétrique car le produit matriciel
AM respecte I'ordre des colonnes de M :
M=1[C1,Cy,- - ,Cple My (K) AM = [ACy, ACy,--- | AC,)]
M, = [00(1)7 00(2)7 R Ca(n)]
AM, = [Aca(l)?ACo(Z)a T 7ACO'(TL)]
f(My)=det(AM,) = e(o) det(AM)
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Ainsi il existe M€K tel quel f(M) = X det M, d’out ces égalité dans
le cas particulier ou M = 11,, puis le cas général :
det A = det(Al,)= f(1l,) = Adetl,, =\
det(AM) = f(M) = X det M = det A det M

e Le déterminant vérifie ces propriétés :
det 1, =1 det(AB) = det A x det B

1
AeGL,(K) <= det A #£0 dans ce cas  det(A™1)

det A
Le nullité du déterminant caractérise les matrices carrées qui ne sont
pas inversibles.

e Les vecteurs-colonnes d’une matrice A € M,,(K) non inversible
forment une famille liée, et donc det A = 0 car le déterminant est
une forme anti-symétrique, c’est-a-dire une forme alternée.
Réciproquement toute matrice A inversible vérifie ces égalités, ainsi
det A#0et det(A ') =1/det A :

det A det(A™') =det(AA™') =det T, =1#0

Calcul des déterminants

Déterminants d’ordre deux et trois

e Le déterminant d’ordre 2 est obtenu par un produit en croix :

a ¢
det (b d> = ad — be

e Le déterminant d’une matrice d’ordre 3 est le suivant :
a1 a12 a3

~
det | agq1 age ass | = a1,1022a33 1+ a21a3201,3 + a3,101,2023
FNERZN
— a1,302203,1 — 423032011 — 43301 20
as] asy 433 1,302,203,1 — (2,303201,1 — (3,301,202
PN
a1 a2 013 Les deux derniéres lignes recopient les
- ~ s .
asi a2 a3 deux premieres de la matrice.

Le déterminant d’ordre trois est défini a partir des produits des trois
termes des six diagonales.

e Le déterminant d’une matrice (a) d’ordre 1 est son coefficient :
det(a) =a
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e Ces méthodes de pratiques sur les diagonales des matrices ne se
généralisent pas aux déterminants d’ordre n > 4.

Matrices triangulaires et diagonales

Les déterminants des matrices triangulaires et diagonales sont les
produits des termes diagonaux :

i1 T2 o Tin lip O e 0
det| 022 det| (21 f22
Tn—1n . - 0
0 ce 0 Tnn En,l ce En,nfl gn,n
n n
= H Tk k = H Cre ke
k=1 k=1
dip 0 0
det O da2 : = H dp k
: I 0 k=1
0 - 0 dup

e Tous les termes de la somme définissant le déterminant d’une ma-
trice triangulaire supérieur pour lesquels o(1) # 1 sont nuls, les
seuls termes intervenant dans le déterminant sont donc ceux véri-
fiant o(1) = 1.

Dans ce cas 0(2) # 1 car 0 €S, et les seuls termes éventuellement
non nuls sont ceux tel que o(2) = 2.

Il en est de méme pour les autres colonnes et le seul terme éven-
tuellement non nul dans le déterminant est celui correspondant a
o = Idp ;) de signature +1.

La démonstration pour les matrices triangulaires inférieures est si-
milaire en partant de la derniére colonne.

Propriétés du déterminant

Le déterminant est multi-linéaire

e Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne de la
matrice, les autres étant fixées. L’égalité suivante illuste cette pro-
priété sur la premiere colonne d’une matrice, il en est de méme sur
les autres colonnes :
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det[ACy + uCy, Ca, - - Cy)
= )\det[Cl, Cy,- - On] + udet[C{’ Co,--- Cn]

e Le déterminant d’une matrice A est multiplié par A\ lorsque une
colonne de A est multiplié par A.
e La multi-linéarité du déterminant a pour conséquence cette pro-
priété :

det(AA) = A" det A

e La linéarité ne correspond pas a la linéarité :

1 2 1 2 1 1 0 1
d(y 3)=emw-—u (03)-(01)+(03)
11 0 1
det(4 1>—|—det(4 2)——3—4——77&—13

Le déterminant est alterné
e Tout déterminant est nul dés que deux colonnes de la matrice sont
égales.

e Plus généralement le déterminant d’une matrice dont les colonnes
forment une famille liée est nul.

e Le déterminant ne change pas en ajoutant une combinaison linéaire
des autres colonnes & une colonne donnée.

e La démonstration faite ici pour la premiere colonne est similaire
pour les autres :

n
det[C1 + > MC, Ca, -+, Chi]
k=2

:det[C’l,Cg,- .. ,Cn] + Z)\k det[Ck,Cg,- .. ,Cn]
k=2
:det[Cl,C'g,“‘ ,Cn]

Tous les déterminants de la somme sont nuls car la méme colonne
C}, se retrouve en premieére et en k-eme position.

Le déterminant est anti-symétrique

e [’échange de deux colonnes d’indice ¢ et j > 4 d’une matrice
change le signe du déterminant :

19 FMy le 6/5/2015

det[Cl, s 7Ci—17 Ci, Ci—i-l, s Cj_l, Cj, Cj+1, s ,Cn]
= — det[Cl, s 7Ci—17 Cj, Ci+17 s Cj_l, Ci7 Cj+1, s ,Cn]
e Plus généralement appliquer une permutation ¢ aux colonnes
d’une matrice multiplie le déterminant par la signature (o) = +1.

e La premieére transformation de matrice correspond a une transpo-
sition sur les deux colonnes extrémes et change le signe du détermi-
nant. La seconde opere un cycle de longueur n sur les colonnes et
demande n — 1 transpositions ; I’échange des colonnes C et Co, puis
C5 et (3, etc. et enfin C,,_1 et C, :

det[Cl, Co,-+,Cph_q, Cn] = — det[Cn, Cy, -+, Cph_1, Cl]

det[Cl, Cy, - ,Cph_q, Cn] = (—1)”71 det[CQ, Cs, - ,Cph_1,Ch, Cl]

Déterminant et transposée

e Le déterminant est invariant par transposée : det A = det (tA).

e La multi-linéarité, le fait d’étre alterné, et 'anti-symétrie du dé-
terminant s’appliquent aux lignes d’une matrice carrée A, qui sont
les colonnes de sa matrice transposée tA.

e Le déterminant d’une matrice anti-symétrique A d’ordre impair
est nul :

A= —tAe Moy i1 (K)
det A= det (tA) =det(—A) = (=1)>""! det A = —det A
2detA=0=detA=0

Développement d’un déterminant
e La matrice extraite Zuyv e M,,—1(K) de la matrice Ae M,,(K) est
obtenue par suppression de la ligne u et la colonne v de A.

e Les déterminants de la matrice particuliere A ci-dessous et celui
de la matrice extraite A, , sont égaux :

a1+ @ip—1 0O
] ) ) a1 vt Glp-1
det : : : =det
p-11 *** Gp-1p-1 0
1 Gpn—-1,1 " OGp—-1n-1
Gn,1 Gn.n—1
e M, (K) e M, —1(K)

e Les seuls termes éventuellement non nul dans la somme sur o€ S,
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caractérisant ce déterminant sont ceux pour lesquels o(n) = n.
La somme obtenue est celle caractérisant le déterminant de la matrice
extraite Ay, .

e Le développement par rapport a une colonne jy ou une ligne ig du

déterminant d’une matrice A énonce ces égalités :
n

n
det A = Z(—l)i+joai7j0 det Zi,jo = Z(—l)io—i_jai()’j det ;1;'07]'

— o
e La démonstration se fait en trois étapes, la premiére consiste a
développer uniquement la derniére colonne de A puis a faire circuler
les lignes de la matrice pour placer celle contenant un 1 en derniére
position sur la dernieére grace a n — ¢ permutations des lignes L; et
Lit1, Litq et Lijo, etc. et enfin L, et Ly,

det A
a1 -+ aip—1 O
n : . 0
= Z ajpdet | a;1 -0 ajp-1 1
) ) 0
an,1 " Gpn-1 0
al?n 0
a2,n n O
car : = Z i n 1
i—1
an—1,n 0
Qpn 0
a1 0 aip—1 0
aji—11 -+ Gi—1p-1 O
n 'l
= Z a;, n det ai+1,1 0 Ai4ln—1 0
ap,1 o+ App-1 0O
ajy o Qipe1 1
o n 3 i+n A
Z @jn( det AZ n= Z a;n(—1) det A; p,
=1
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Le développement par rapport a une colonne Cj, est similaire, et
consiste d’abord déplacer la colonne Cj, en derni¢re position par
n — jo permutations des colonnes Cj, et Cj 41, etc. jusqu'a C),_1 et
Ch, la formule précédente s’applique alors a cette nouvelle matrice.
Vu comment est modifié la colonne Cj, de la matrice A, les matrices

extraites intervenant sont A; j, et non A;, :

det A= o Z aijo(—1)"" det A, Jo
= Z @i 3o (—1)" T det Ay,

n

_ 2n+ + i+

= Zamo(— i+jo detAZJO Zauo )0 det AUO
i—1

Enfin la formule précédente appliquée a tA a la place de A prouve
la formule sur le développement de A par rapport a la ligne g, qui
est la colonne iy de tA

Méthodes pratiques

Par combinaisons linéaires

e Les méthodes usuelles de calcul d'un déterminant consistent a
appliquer ces transformations — développements, combinaisons li-
néaires ou échanges — sur les lignes ou les colonnes de la matrice
initiale pour obtenir une matrice triangulaire dont le déterminant est
le produit des termes diagonaux.

e Le déterminant suivant d’ordre n est calculé en transformant la
matrice donnée en matrice triangulaire, pour cela le vecteur a C,
est retranché a toutes les colonnes précédentes ou C), est la derniere
colonne de la matrice.
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a 1 1
det )
a a 1
1—a 1—a 1
—det | Y L
l1—a
0 0 1

e Le calcul du déterminant d’ordre n ci-dessous ci-dessous ajoute
toutes les colonnes a la premiere pour ensuite pouvoir transformer
les coefficients b en 0 gréace a la nouvelle premiére colonne, et obtenir
enfin une matrice triangulaire :

a b b - b at(n—1b b b - b
b a b b a+(n—1b a b b
det|{b b a . |=det|lat+(n—1b b a
: . b ; LT e
b b -+ b a a+(n—-1b b -+ b a
b b b
1 a b b
=(a+(n—1b)det |1 b a
: ob
1 b b a
1 0 0 0
1 a—5 0 0
=(a+(n—1)b)det[1 0 a—b
S
1 0 0 a-—0»5

Par développement

e Le développement d’un déterminant est pertinent lorsque de nom-
breux coefficients d’une ligne ou d’une colonne sont nuls car ceci évite
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de calculer les déterminants des matrices extraites correspondantes.

e Le déterminant d’ordre n ci-dessous est calculé en le développant
par rapport a la premiére ligne ; les deux déterminants obtenus cor-
respondent a des matrices triangulaires, I'une inférieure et l'autre
supérieure :

1 0 -~ 0 1
11 . 0 0
det | o 1
0
0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1 1
=det [0 1 . . 4+ (=D"det|g o 0
I : o101
o --- 0 1 1 0 --- 0 0 1
:1+(_1)n+1

e Le déterminant ci-dessous transforme la matrice initiale en sous-
trayant la premiere colonne a toutes les autres, puis en développant
ensuite ce déterminant par rapport a la premiere ligne, qui est de la
forme d’un des déterminants précédents, en remplagant a par b — a,
bpar —aetnparn—1:

a a a - «a a 0 0 0
a b 0 --- 0 a b—a —-—a - —a
detla 0 b +. i|l=det|la —-a b—a
Ll 0 z —a
a 0 0 b a —a —a b—a
b—a —a —a
= a det @ b—a
—a
—a o —a b—a/ |

=a((b—a)—(n—2)a)((b—a)+a)" 2 =ab" 2(b—(n—1)a)
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Par récurrence

e Le développement des déterminants s’applique aussi quand les ma-
trices extraites d’ordre n — 1 s’expriment de fagon analogue a la ma-
trice initiale d’ordre n pour aboutir a une relation de récurrence.

e Pour la matrice A, € M, (R) est définie ci-dessous, le développe-
ment par rapport a la premiere ligne, puis par rapport a la premiere
colonne, dont seul le premier coefficient est éventuellement non nul,
aboutissent a cette relation de récurrence pour n > 3 :

a c o --- 0
b a Alz(a)
Av=10 *-. . . 0| EMn(R) (a c)
Ay =
. b «a
.oa ¢
0 0 b a
a ¢ O 0 b ¢ 0 0
a c 0 a c
det A, =adet | ol —cdet|og p» . -, 0
S T a ¢ D e e
o --- 0 b a 0O --- 0 b

=adetA,_1 —bcdetA,_o pour n > 3
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