
DÉTERMINANTS

Dans ce chapitre E est un espace vectoriel sur un corps K, (λ, µ)∈K
2

et (u,v,w)∈E3, en outre n∈N
∗ et généralement n ≥ 2.

La théorie des déterminants fournit entre autre une méthode pour

tester si une famille de n vecteurs de K
n est libre ou non, et si une

matrice carrée est inversible ou non.

Le corps K doit vérifier 2 6= 0 pour que la solution des équations

scalaires x = −x et 2x = 0 intervenant dans la théorie des détermi-

nants soit uniquement x = 0 ; pour cette raison ce chapitre suppose

K = R ou K = C.

Groupe symétrique et signature

Groupe symétrique

• L’ensemble fini Sn des bijections sur J1, nK est un groupe pour
la loi de composition ◦, appelé groupe symétrique d’ordre n, et
card Sn = n !.
Les éléments du groupe (Sn, ◦), c’est-à-dire les bijections sur J1, nK,
sont appelés permutations de J1, nK et souvent notés σ.

• Lorsque (i, j) ∈ J1, nK2 et i 6= j la transposition τi,j ∈ Sn est la
permutation τi,j : J1, nK → J1, nK qui échange i et j :





τi,j(i) = j
τi,j(j) = i
τi,j(k) = k pour k 6= i et k 6= j

τi,j = τj,i

τi,j ◦ τi,j = IdJ1,nK

τ−1
i,j = τi,j

• Une permutation σ ∈ Sn est généralement notée ainsi ; les en-
sembles S2 et S3 sont donc les suivants :

σ =
Ç

1 2 3 · · · n
σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(n)

å
S2 =

{Ç1 2
1 2

å

= Id{1,2}

,

Ç
1 2
2 1

å

= τ1,2

}
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S3 =
{Ç1 2 3

1 2 3

å
,

Ç
1 2 3
2 3 1

å
,

Ç
1 2 3
3 1 2

å
,

= Id{1,2,3} = τ1,3 ◦ τ1,2 = τ1,2 ◦ τ1,3Ç
1 2 3
2 1 3

å
,

Ç
1 2 3
1 3 2

å
,

Ç
1 2 3
3 2 1

å}

= τ1,2 = τ2,3 = τ1,3

• Le groupe (S2, ◦) est commutatif.
Les groupes (S3, ◦) et (Sn, ◦) pour n ≥ 3 ne sont pas commutatif.

• La vérification des quatre compositions possibles sur S2 justifie
que S2 est commutatif.
Les images (τ1,2◦τ1,3)(1) = 3 et (τ1,3◦τ1,2)(1) = 2 de 1 ne sont pas les
mêmes, les permutations τ1,2 ◦ τ1,3 et τ1,3 ◦ τ1,2 sont donc différentes
et les groupes (Sn, ◦) pour n ≥ 3 ne sont pas commutatifs.

• La restriction à J1, n − 1K d’une permutation σ ∈ Sn vérifiant
σ(n) = n peut être considérée comme une permutation de Sn−1.

• Réciproquement toute permutation σ∈Sn se prolonge en une per-
mutation σ̃∈Sn+1 en posant σ̃(n+ 1) = n+ 1.

• Soit σ ∈ Sn vérifiant σ(n) = n ; A priori la restriction σ/J1,n−1K

est à valeurs dans J1, nK. Cependant l’application σ est injective et
σ(n) = n par hypothèse, donc le seul antécédent de n est n et la
restriction σ/J1,n−1K ne prend pas la valeur n, et est à valeurs dans
J1, n− 1K. En conclusion Im σ/J1,n−1K ⊂ J1, n − 1K.
La restriction d’une application injective est injective, donc la res-
triction σ/J1,n−1K est injective sur l’ensemble fini J1, n − 1K à n − 1
éléments.
Ainsi σ/J1,n−1K est bijective sur J1, n − 1K et σ/J1,n−1K ∈Sn−1.

• La démonstration de la proposition réciproque est similaire. Le
prolongement σ̃ de σ∈ Sn par σ̃(n + 1) = n + 1 est une application
définie sur J1, n+ 1K.
D’une part n + 1 a un antécédent car σ̃(n + 1) = n + 1 et d’autre
part tout les entiers de J1, nK ont un antécédent par l’application
surjective σ∈Sn et donc par le prolongement σ̃.
En conclusion l’application prolongée σ̃ est surjective sur l’ensemble
fini J1, n + 1K et donc bijective, ainsi σ̃∈Sn+1.

• Toute permutation peut s’écrire sous forme de composées, aussi
appelés produits, de transpositions.
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• La démonstration par récurrence sur n construit un produit d’au
maximum n− 1 transpositions.
L’ensemble S1 =

¶
Id{1}

©
ne contient que l’élément neutre qui est

par convention la composée d’aucune transposition, en suivant une
convention comparable à celle notant x0 = e lorsque x∈G et G est
un groupe d’élément neutre e.
Les seuls éléments de S2 sont l’identité, l’élément neutre du groupe
(S2, ◦) composée d’aucune transposition, et la transposition τ1,2 qui
est un produit réduit à un seul terme.
L’hypothèse de récurrence est ainsi vérifiée aux ordres un et deux.
Deux cas sont possibles pour σ∈Sn : σ(n) = n ou σ(n) 6= n.
Dans le premier cas σ(n) = n, l’hypothèse de récurrence s’applique
immédiatement à la restriction de σ à J1, n − 1K qui est une permu-
tation de Sn−1 pouvant s’écrire sous la forme de produits de trans-
positions.
Dans le second cas σ(n) 6= n, la permutation σ′ = τ ◦σ où τ = τn,σ(n)

vérifie σ′(n) = n ; le résultat précédent s’applique à σ′ qui peut donc
s’écrire comme la composée de transpositions car τ−1 = τ :

σ′ = τ ′
1 ◦ τ ′

2 ◦ · · · ◦ τ ′
p avec p < n− 1

σ= τ−1 ◦ σ′ = τ ◦ τ ′
1 ◦ τ ′

2 ◦ · · · ◦ τ ′
p avec p+ 1 < n

Dans tous les cas σ ∈ Sn est bien la composée d’au maximum n
transpositions, ce qui termine la preuve par récurrence.

Signature d’une permutation

• L’ensemble P2 des sous-ensembles à deux éléments de J1, nK peut
être défini de deux façons équivalentes pour toute permutation
σ∈Sn :

P2 =
¶

{i, j}
¿

1 ≤ i < j ≤ n
©

=
¶

{σ(k), σ(ℓ)}
¿

1 ≤ k < ℓ ≤ n
©

card P2 =

Ç
n
2

å
=
n(n− 1)

2

• Tout sous-ensemble {i, j} de J1, nK où i < j est de la forme
{σ(k), σ(ℓ)} avec k et ℓ de valeur σ−1(i) et σ−1(j) 6= σ−1(i) car
la permutation σ est bijective, et réciproquement {σ(k), σ(ℓ)} est de
la forme {i, j} avec i 6= j dès que k 6= ℓ pour la même raison. La
condition k < ℓ est alors obtenue en échangeant les rôles de k et de ℓ.
Dit autrement l’application ψσ est bien définie et bijective sur P2 :
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ψ : P2 −→ P2

{i, j} 7−→ {σ(i), σ(j)}

L’application réciproque est ψσ−1 .

• Lorsque ϕ est une bijection sur E ces produits sont égaux car ils
énumèrent les mêmes éléments ; l’égalité suivante illustre ce principe
pour le changement d’indices bijectif ϕ : i 7→ n− i sur J0, nK :

∏

x∈E

f(x) =
∏

x∈E

f(ϕ(x)) =
∏

x∈E

f(ϕ−1(x))

n∏

i=0

(n− i)i2 =
n∏

j=0

j(n− j)2

Une propriété similaire s’applique aux sommes.

• La signature ε(σ) ∈ {−1, 1} d’une permutation σ ∈ Sn est ce pro-
duit de n(n− 1)/2 facteurs :

ε(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(j) − σ(i)
j − i

=
∏

1≤i<j≤n

σ(i) − σ(j)
i− j

=
∏

{i,j}∈P2

σ(i) − σ(j)
i− j

∈{−1, 1}

= (−1)card Eσ Eσ =
¶

(i, j)
¿
i < j ET σ(i) > σ(j)

©

• Aucun des facteurs de ces produits ne dépend de l’ordre d’énumé-
ration des deux éléments i et j des ensembles appartenant à P2 :

σ(j) − σ(i)
j − i

=
σ(i) − σ(j)

i− j

Le signe de la signature ε(σ) dépend de la parité du cardinal de E .

• La signature d’une permutation est nécessairement ±1 car les va-
leurs absolues du numerateur et du dénominateur sont les mêmes,
du fait que ψσ : {i, j} 7→ {σ(i), σ(j)} est une bijection sur P2. La
valeur absolue i− j ne dépend que de l’ensemble {i, j}∈P2 et pas
de l’ordre d’énumération des deux éléments i et j. Autrement dit
cette application g est bien définie et ε(σ) = 1 :

g({i, j}) = i− j g ◦ ψ({i, j}) = σ(i) − σ(j)

ε(σ) =
∏

{i,j}∈P2

σ(i) − σ(j)
i− j

=

∏
{i,j}∈P2

σ(i) − σ(j)

∏
{i,j}∈P2

i− j
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=

∏
{i,j}∈P2

g({σ(i), σ(j)})

∏
{i,j}∈P2

i− j
=

∏
{i,j}∈P2

g ◦ ψ({i, j})

∏
{i,j}∈P2

i− j

=

∏
{i,j}∈P2

g({i, j}

∏
{i,j}∈P2

g({i, j})
= 1

La produit de σ(i) − σ(j) au numérateur et le produit de i− j
sont égaux et correspondent car l’application ψ sur les indices est
bijective sur P2.

• La signature d’une transposition τ est ε(τ) = −1.

• Une preuve repose sur l’énumération du signe de tous les facteurs.
Lorsque 1 ≤ k < ℓ ≤ n, l’ensemble E associé à la transposition τk,ℓ

contient les 2(ℓ−k)+1 couples (k, v) où k < v < ℓ, (u, ℓ) où k < u < ℓ
et (k, ℓ), car τk,ℓ(u) = u et τk,ℓ(v) = v.

• La signature est un morphisme surjectif du groupe (Sn, ◦) dans le
groupe multiplicatif ({−1, 1} ,×) ; elle vérifie ces propriétés pour des
permutations σ, σ1, σ2 de Sn :

ε(IdJ1,nK) = 1 ε(σ2 ◦ σ1) = ε(σ2) × ε(σ1) ε(σ−1) = ε(σ)

• Cette factorisation justifie que ε(σ2 ◦σ1) = ε(σ2)×ε(σ1) et prouve
que ε est un morphisme de groupes :

ε(σ2 ◦ σ1) =
∏

1≤i<j≤n

σ2 ◦ σ1(j) − σ2 ◦ σ1(i)
j − i

=
∏

1≤i<j≤n

σ2(σ1(j)) − σ2(σ1(i))
σ1(j) − σ1(i)

×
∏

1≤i<j≤n

σ1(j) − σ1(i)
j − i

=
∏

1≤u<v≤n

σ2(v) − σ2(u)
v − u

×
∏

1≤i<j≤n

σ1(j) − σ1(i)
j − i

= ε(σ2) × ε(σ1)

Le passage de la deuxième à la dernière ligne consiste à modifier
l’ordre d’énumération des éléments de P2 a l’aide de la transforma-
tion bijective {i, j} 7→ {σ2(i), σ2(j)} sur P2.
Les propriétés usuelles des morphismes multiplicatifs justifient les
deux autres propriétés ε(IdJ1,nK) = 1 et ε(σ−1) = ε(σ) car 1/u = u
dans les deux cas u = 1 et u = −1.

• Le nombre de terme de la décomposition d’une permutation en
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produit de permutation est toujours de même parité.

• Un argument sur la signature justifie qu’aucune permutation ne
peut se décomposer à la fois en un produit d’un nombre pair de trans-
positions, et en un produit d’un nombre impair de transpositions :
ε(σ) = ε(τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τp) = ε(τ1) × ε(τ2) × · · · × ε(τp) = (−1)p

• La signature d’une permutation σ ∈ Sn telle que σ(n) = n est la
même que celle de sa restriction à J1, n− 1K calculée dans Sn−1.

• La raison en est que les ensembles E des inversions associé à σ∈Sn

et σ∈Sn−1 sont les mêmes car σ(n) = n :

E =
¶

(i, j)
¿

1 ≤ i < j ≤ n ET σ(i) > σ(j)
©

=
¶

(i, j)
¿

1 ≤ i < j ≤ n− 1 ET σ(i) > σ(j)
©

• Un cycle γ = (i1, i2, · · · , ip) ∈ Sn de longueur p, constitué de p
entiers de J1, nK différents deux à deux, est la permutation définie de
façon circulaire :

γ :





γ(ik) = ik+1 pour 1 ≤ k < p
γ(ip) = i1
γ(u) = u sinon

γ : i1 → i2 → i3 → · · · → ip → i1

Cette dernière notation correspond à une autre façon de représenter
un cycle.

• Une transposition est un cycle de longueur 2 :
τi,j : i → j → i

• Ce produit correspond à la décomposition du cycle γ de longueur
p en produits de p− 1 transpositions :

γ = (i1, i2, · · · , ip) = τi1,i2
◦ τi2,i3

◦ · · · ◦ τip−2,ip−1
◦ τip−1,ip

• La signature d’un cycle γ de longueur p est ε(γ) = (−1)p−1.

• L’étude des images de i1, i2, etc. justifie cette égalité d’applica-
tions. L’entier k 6∈ {i1, i2, · · · , ip} est invariant par les deux applica-
tions.
La signature est un morphisme de groupe, la signature du cycle est
le produit des signatures des permutations, et donc est (−1)p−1.

• Par exemple la décomposition de ces deux cycles dans S6 :
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1 → 5 → 3 → 1
Ç

1 2 3 4 5 6
5 2 1 4 3 6

å
= τ1,5 ◦ τ5,3

1 → 4 → 5 → 2 → 1
Ç

1 2 3 4 5 6
4 1 3 5 2 6

å
= τ1,4 ◦ τ4,5 ◦ τ5,2

Formes multi-linéaires

Exemples de formes bilinéaires et trilinéaires

• Une application f : E2 → K est dite bilinéaire si et seulement
si pour tous les vecteurs u0 et v0 de E les applications f1 et f2

ci-dessous sont linéaires :
f1 = f(•,v0) : E −→ K

u 7−→ f(u,v0)
f2 = f(u0, •) : E −→ K

v 7−→ f(u0,v)

Autrement dit une application est bilinéaire si toutes les applications
partielles définies en fixant l’une des deux variables sont linéaires.
Une forme bilinéaire est une application bilinéaire dont l’espace d’ar-
rivée est le corps des scalaires K.

• Une définition équivalente d’une application bilinéaire est la sui-
vante :

∀ (u,v,w)∈E3 ∀ (λ, µ)∈K
2

f(λu + µv,w) = λf(u,w) + µf(v,w)
ET f(u, λv + µw) = λf(u,v) + µf(u,w)

• L’application nulle de E × E dans K est une forme bilinaire.

• Les applications f1 et f2 sont bilinéaires sur R2, et les applications
g1, g2 et g3 ne sont pas bilinéaires. Dans ce dernier cas une condition
suffisante pour qu’une des applications partielles ne soit pas linéaire
provient du fait que l’image du vecteur nul par l’une des applications
partielles n’est pas zéro :
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f1

ÇÇ
x
y

åÇ
z
t

åå
= xt f2

ÇÇ
x
y

åÇ
z
t

åå
= (x+ y)(z − t)

g1

ÇÇ
x
y

åÇ
z
t

åå
= x+ z g1

ÇÇ
1
1

åÇ
0
0

åå
= 1 6= 0

g2

ÇÇ
x
y

åÇ
z
t

åå
= xy g2

ÇÇ
1
1

åÇ
0
0

åå
= 1 6= 0

g3

ÇÇ
x
y

åÇ
z
t

åå
= (x− z)(y + t) g3

ÇÇ
1
1

åÇ
0
0

åå
= 1 6= 0

L’application g1 est linéaire sur l’espace produit R
2 × R

2, et non
bilinéaire sur R

2.

• L’ensemble L2(E,K) des formes bilinéaires sur E est un sous-
espace vectoriel de K

E×E.
Ainsi L2(E,K) a une structure d’espace vectoriel sur K.

• Le sous-ensemble L2(E,K) de l’espace vectoriel K
E×E contient

l’application nulle et est stable par combinaisons linéaires, les égalités
suivantes prouvent la linéarité par rapport à la première variable :

(αf + βg)(λu + µv,w)
=αf(λu + µv,w) + β g(λu + µv,w)
=αλf(u,w) + αµ f(v,w) + βλ g(u,w) + βµ g(v,w)
=λ(αf + βg)(u,w) + µ(αf + βg)(v,w)

La preuve de la linéarité par rapport à la seconde variable est simi-
laire.

• La définition des applications tri-linéaires est similaire. Une appli-
cation f de E3 dans K est tri-linéaire lorsque pour tous les vecteurs
u0, v0 et w0 de E les trois applications extraites f1, f2 et f3 sont
linéaires :

f1 = f(•,v0,w0) : E −→ K

u 7−→ f1(u) = f(u,v0,w0)

f2 = f(u0, •,w0) : E → K f2(v) = f(u0,v,w0)
f3 = f(u0,v0, •) : E → K f3(w) = f(u0,v0,w)

• L’ensemble L3(K3,K) des formes tri-linéaires sur K
3 a une struc-

ture d’espace vectoriel, et cette famille (ϕi,j,k)1≤i,j,k≤3 de 33 appli-
cations obtenues par produits d’une coordonnée de chaque vecteur
est bien constituée de formes tri-linéaires et construisent une base de
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L3(K3,K) :

U

Ö
u1

u2

u3

è
V

Ö
v1

v2

v3

è
W

Ö
w1

w2

w3

è
E1

Ö
1
0
0

è
E2

Ö
0
1
0

è
E3

Ö
0
0
1

è

ϕi,j,k(U, V,W ) = uivjwk

• La distributivité de la multiplication par rapport à l’addition des
nombres réels justifie que les applications ϕi,j,k sont tri-linaires.
Les valeurs de ces applications sur les vecteurs de la base canonique
justifient que cette famille d’applications est libre :

ϕi,j,k(Eu, Ev, Ew) = δi,uδj,vδk,w∑

1≤i,j,k≤3

λi,j,kϕi,j,k = 0K3→K

=⇒
∑

1≤i,j,k≤3

λi,j,kϕi,j,k(Eu, Ev , Ew) = 0

=⇒λu,v,w = 0 valable pour tout (u, v,w)

La décomposition suivante montre que cette famille est génératrice :
f(U, V,W ) = u1 f(E1, V,W ) + u2 f(E2, V,W ) + u3 f(E3, V,W )

=
3∑

i=1

ui f(Ei, V,W ) =
3∑

i=1

3∑

j=1

uivjf(Ei, Ej ,W )

=
∑

1≤i,j,k≤3

uivjwjf(Ei, Ej , Ek) =
∑

1≤i,j,k≤3

f(Ei, Ej , Ek)ϕi,j,k(U, V,W )

• Lorsque B est une base de l’espace vectoriel E de dimension finie
n, un calcul sur les coordonnées justifie que les n3 applications ϕi,j,k

indicées sur J1, nK3 forment une base de L3(E,K), en notant U , V et
W les coordoonées dans la base B des vecteurs u, v et w :

U

à
u1

u2
...
un

í

V

à
v1

v2
...
vn

í

W

à
w1

w2
...
wn

í

ϕi,j,k(u,v,w) = uivjwk

Définitions et premières propriétés

• La définition des formes n-linéaires généralise les définitions pré-
cédentes ; une forme n-linéaire sur E est une application de En sur
K telle que pour toute famille de vecteurs (uk)n

k=1 les n applications
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partielles fk sont des formes linéaires, lorsque k∈J1, nK :
fk = f(u1, · · · ,uk−1, •,uk+1, · · · ,un) : E → K

fk(λv + µw) = f(u1, · · · ,uk−1, λv + µw,uk+1, · · · ,un)
= λ f(u1, · · · ,uk−1,v,uk+1, · · · ,un)

+µ f(u1, · · · ,uk−1,w,uk+1, · · · ,un)
= λfk(v) + µfk(w)

Autrement dit, toutes les applications partielles obtenues en fixant
toutes les variables sauf une sont linéaires.

• L’ensemble Ln(Kp,K) des formes n-linéaires sur K
p forme un

espace-vectoriel de dimension finie dont une base est constituée de pn

applications obtenues par n produits des coordonnées des vecteurs
de K

p.
L’ensemble Ln(E,K) des formes n-linéaires sur un espace vectoriel
E a une structure d’espace vectoriel.
Lorsque l’espace E est de dimension finie p, l’espace Ln(E,K) est de
dimension pn.

Formes multi-linéaires particulières

Dans ce paragraphe l’ensemble des transpositions de J1, nK est

noté Tn.

• L’application fσ est définie à partir d’une application f de En et
de σ∈Sn en permutant l’ordre des variables de f :

fσ(u1,u2, · · · ,un) = f(uσ(1),uσ(2), · · · ,uσ(n))

Lorsque τ est une transposition fτ échange donc deux variables, et
les autres demeurent à la même position.

• Les permutations sur les variables d’une fonction vérifient cette
propriété dans le cas où σ1 et σ2 sont des permutations de Sn et f
est une applications de En,
fσ2◦σ1

(u1,u2, · · · ,un) = f(uσ2(σ1(1)),uσ2(σ1(2)), · · · ,uσ2(σ1(n)))

= f(vσ1(1),vσ1(2), · · · ,vσ1(n))
avec vk = uσ2(k) donc vσ1(i) = uσ2(σ1(i))

= fσ1
(v1,v2, · · · ,vn)

= fσ1
(uσ2(1),uσ2(2), · · · ,uσ2(n))

• Une forme n-linéaire f est symétrique lorsqu’elle vérifie l’une ou
l’autre des deux équivalences suivantes :
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∀ τ ∈Tn fτ (u1,u2, · · · ,un) = f(u1,u2, · · · ,un)
⇐⇒ ∀σ∈Sn fσ(u1,u2, · · · ,un) = f(u1,u2, · · · ,un)

La valeur de f est indépendante de l’ordre d’énumération de ses
variables.

• La démonstration de l’équivalence repose sur la décomposition des
permutations en produit de transpositions.

• Sur le même principe une forme n-linéaire f est anti-symétrique
lorsqu’elle vérifie l’une ou l’autre des deux équivalences suivantes :

∀ τ ∈Tn fτ (u1,u2, · · · ,un) = −f(u1,u2, · · · ,un)
⇐⇒ ∀σ∈Sn fσ(u1,u2, · · · ,un) = ε(σ) f(u1,u2, · · · ,un)

Échanger deux variables change le signe d’une forme anti-symétrique.

• La preuve est similaire à la précédente et fait intervenir le mor-
phisme de signature.

• De même une forme n-linéaire f alternée est caractérisée par l’une
ou l’autre de ces équivalences :

∀ (uk)n
k=1 ∈En (uk)n

k=1 est liée =⇒ f(u1,u2, · · · ,un) = 0
⇐⇒®

∀ (uk)n
k=1 ∈En ∀ (i, j)∈J1, nK2

i 6= j ET ui = uj =⇒ f(u1,u2, · · · ,un) = 0

La première de ces propositions signifie que l’image par f d’une fa-
mille liée est nulle, et la seconde que l’application f est nulle dès que
deux variables sont égales.

• La seconde proposition se déduit de la première car toute famille
comportant deux fois le même vecteur est liée.
La première découle de la seconde car dans toute famille liée l’un des
vecteurs est une combinaison linéaire des autres ; ainsi si uk est une
combinaison linéaire des autres :

uk =
∑

1≤i≤n
i6=k

λiui

f(u1,u2, · · · ,uk, · · · un)

= f(u1 · · · uk−1,
∑

1≤i≤n
i6=k

λiui,uk+1, · · · un)

=
∑

f(u1 · · · uk−1,ui,uk+1, · · · un) = 0
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• Une forme n-linéaire est anti-symétrique si et seulement si elle est
alternée.

• Toute forme anti-symétrique est alternée à cause de ces égalités
lorsque ui = uj, en échangeant les variables d’ordre i et d’ordre
j > i :
f(u1, · · · ,ui, · · · ,uj , · · · ,un) = f(u1, · · · ,uj, · · · ,ui, · · · ,un)

= −f(u1, · · · ,ui, · · · ,uj, · · · ,un)
2 f(u1, · · · ,ui, · · · ,uj , · · · ,un) = 0

Le développement de cette expression par linéarité des variables d’in-
dices i et j, les autres variables d’ordre k étant de valeurs uk, prouve
réciproquement que toute forme alternée est anti-symétrique :
0 = f(u1, · · · ,ui + uj, · · · ,ui + uj, · · · ,un) [car f est alternée]

= f(u1, · · · ,ui + uj , · · · ,ui, · · · ,un)
+ f(u1, · · · ,ui + uj , · · · ,uj , · · · ,un)

= f(u1, · · · ,ui, · · · ,ui, · · · ,un) [= 0 car f est alternée]
+ f(u1, · · · ,uj , · · · ,ui, · · · ,un)
+ f(u1, · · · ,ui, · · · ,uj , · · · ,un)
+ f(u1, · · · ,uj , · · · ,uj , · · · ,un) [= 0 car f est alternée]

f(u1, · · · ,ui, · · · ,uj , · · · ,un) = −f(u1, · · · ,uj , · · · ,ui, · · · ,un)

• Le sous-espace vectoriel de Ln(E,K) des formes n-linéaires alter-
nées sur E est noté Λn(E,K).

Construction du déterminant
Ce paragraphe étudie les formes n-linéaires alternées, c’est-à-dire

anti-symétriques, sur l’espace vectoriel Kn de dimension n.

La base canonique de K
n est notée (Ek)n

k=1, et les vecteurs Xj pour

j∈J1, nK sont notés ainsi :

E1

à
1
0
...

0

í

E2

à
0
1
...

0

í

· · · En

à
0
...

0
1

í

X1

à
x1,1

x2,1
...

xn,1

í

Xj

à
x1,j

x2,j

...

xn,j

í

• La détermination des formes n-linéaires alternées de K
n repose

essentiellement sur ces trois arguments :
Toute application f ∈J1, nKJ1,nK est définie de façon unique par l’énu-
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mération de ses n images (f(1), f(2), · · · , f(n)) à valeurs dans J1, nK.
Une somme indexée par l’ensemble des n-uplets à valeurs dans J1, nK
est donc égale à la même somme indexée par l’ensemble des applica-
tions sur J1, nK.
Si l’application f est alternée et si ϕ : J1, nK → J1, nK n’est pas injec-
tive alors f(Eϕ(1), Eϕ(2), · · · , Eϕ(n)) = 0 car deux variables d’ordre i
et j 6= i sont égales : ϕ(i) = ϕ(j) et Eϕ(i) = Eϕ(j).
Une application définie sur un ensemble fini est injective si et seule-
ment si elle est bijective.

• Toute application n-linéaire et alternée f sur K
n se développe

ainsi :
f(X1,X2, · · · ,Xn)

=
n∑

k=1

xk,1 f(Ek,X2, · · · ,Xn) linéarité de la première variable

=
∑

1≤i,j≤n

xi,1xj,2 f(Ei, Ej ,X3, · · · ,Xn) linéarité par rapport à X2

=
∑

1≤i1,i2,··· ,in≤n

xi1,1xi2,2 · · · xin,n f(Ei1
, Ei2

, · · · , Ein
) n-linéarité

=
∑

ϕ∈J1,nKJ1,nK

xϕ(1),1xϕ(2),2 · · · xϕ(n),n f(Eϕ(1), Eϕ(2), · · · , Eϕ(n))

somme indexée par nn applications à la place des n-uplets

=
∑

ϕ∈J1,nKJ1,nK

et ϕ injective

xϕ(1),1xϕ(2),2 · · · xϕ(n),n f(Eϕ(1), Eϕ(2), · · · , Eϕ(n))

si ϕ n’est pas injective f(Eϕ(1), Eϕ(2), · · · , Eϕ(n)) = 0

=
∑

σ∈Sn

xσ(1),1xσ(2),2 · · · xσ(n),n f(Eσ(1), Eσ(2), · · · , Eσ(n))
σ = ϕ est donc bijective

=
∑

σ∈Sn

n∏

k=1

xσ(k),k ε(σ) f(E1, E2, · · · , En)

=
( ∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

xσ(k),k

)
× f(E1, E2, · · · , En)

• Toute forme n-linéaire et alternée se développe de la manière pré-
cédente, et est donc proportionnelle à l’application det définie ainsi :
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det(X1,X2, · · · ,Xn) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

xσ(k),k

f(X1,X2, · · · ,Xn) =
( ∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

xσ(k),k

)
× f(E1, E2, · · · , En)

= det(X1,X2, · · · ,Xn) × f(E1, E2, · · · , En)

• Réciproquement l’application det définie ci-dessus est n-linéaire et
alternée sur K

n.
Cette application est n-linéaire car elle s’écrit sous la forme d’une
combinaison linéaire de produits de coordonnées de chaque vecteur.
Un changement d’indices bijectif prouve que ces deux produits sont
égaux pour toute permutation ϕ∈Sn :

n∏

k=1

xσ(k),ϕ(k) =
n∏

j=1

xσ(ϕ−1(j)),j avec j = ϕ(k) et k = ϕ−1(j)

Ces sommes comportent les mêmes termes et sont égales car l’ap-
plication Γ : σ 7→ σ ◦ ϕ−1 associée à ϕ∈ Sn est bijective sur Sn. La
dernière égalité provient du fait que la signature est un morphisme :

det(Xϕ(1),Xϕ(2), · · · ,Xϕ(n)) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

xσ(k),ϕ(k)

=
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

j=1

xσ(ϕ−1(j)),j =
∑

σ∈Sn

ε(σ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ)
n∏

j=1

x(σ◦ϕ−1)(j),j

=
∑

σ∈Sn

ε(Γ(σ) ◦ ϕ)
n∏

j=1

xΓ(σ)(j),j =
∑

σ∈Sn

ε(ϕ) ε(Γ(σ))
n∏

j=1

xΓ(σ)(j),j

= ε(ϕ)
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

j=1

xσ(j),j = ε(ϕ) det(X1,X2, · · · ,Xn)

• Par ailleurs det(E1, E2, · · · , En) = 1 et l’application det n’est pas
nulle.
Le seul produit non nul dans la somme définissant le déterminant
est celui pour lequel chaque coordonnée eσ(k),k = 1 des vecteurs de
la base canonique est de valeur 1, ce qui correspond à σ(k) = k, et
donc σ = IdJ1,nK de signature +1 :
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det(E1, E2, · · · , En)

=
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

eσ(k),k

= ε(IdJ1,nK

n∏

k=1

1 = 1

• L’ensemble Λn(Kn) des formes n-linéaires et alternées sur K
n est

un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel Ln(Kn,K) des formes
n-linéaires de K

n.

det(X1,X2, · · · ,Xn) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

xσ(k),k

det(E1, E2, · · · , En) = 1
Λn(Kn) = Vect(det) = K det dim(Λn(Kn)) = 1

L’espace Λn(Kn) est de dimension un et l’application det en est une
base.

• L’application det peut aussi être définie en échangeant les indices
i et j des coordonnées xi,j des vecteurs Xj :

det(X1,X2, · · · ,Xn) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

xσ(k),k

=
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

xk,σ(k)

• La démonstration est similaire à la précédente, le changement d’in-
dices bijectif j = σ(k) justifie l’égalité des produits, puis ces égalités
de sommes sont dues au fait que la transformation Γ : σ 7→ σ−1 est
bijective sur Sn, et que ε(σ) = ε(σ−1) = ε(Γ(σ)) :

n∏

k=1

xσ(k),k =
n∏

j=1

xj,σ−1(j)
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det(X1,X2, · · · ,Xn) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

xσ(k),k

=
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

j=1

xj,σ−1(j) =
∑

σ∈Sn

ε(Γ(σ))
n∏

j=1

xj,Γ(σ)(j)

=
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

j=1

xj,σ(j)

• Le déterminant d’une matrice carrée A est défini à partir de ses
vecteurs-colonnes :

A = (ai,j)1≤,i,j≤n = [C1, C2, · · · , Cn]∈Mn(K)

detA = det(C1, C2, · · · , Cn) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

aσ(k),k

=
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

k=1

ak,σ(k) = det(tA)

• Les méthodes pratiques de calcul d’un déterminant d’ordre n ne
reposent pas sur ces sommes car elles comportent n ! termes : 120 si
n = 5, plusieurs milliers ou millions si n ≥ 7 ou n ≥ 10.
L’intérêt de ce résultat est principalement théorique.

Déterminant d’un produit
Dans la suite de ce chapitre toutes les matrices considérées sont car-

rées et d’ordre n, et (A,B)∈Mn(K)2.

• L’application f : M 7→ det(AM) est une forme n-linéaire et anti-
symétrique de Mn(K), donc proportionnelle à l’application det, en
considérant la matrice M comme n vecteurs-colonnes.

• L’application f est bien n-linéaire car le produit matriciel et l’ap-
plication det sont linéaires par rapport à chaque colonne de M .
La forme n-linéaire f est anti-symétrique car le produit matriciel
AM respecte l’ordre des colonnes de M :

M = [C1, C2, · · · , Cn]∈Mn(K) AM = [AC1, AC2, · · · , ACn]
Mσ = [Cσ(1), Cσ(2), · · · , Cσ(n)]

AMσ = [ACσ(1), ACσ(2), · · · , ACσ(n)]

f(Mσ) = det(AMσ) = ε(σ) det(AM)
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Ainsi il existe λ∈K tel quel f(M) = λ detM , d’où ces égalité dans
le cas particulier où M = 11n puis le cas général :

detA = det(A11n) = f(11n) = λ det 11n = λ

det(AM) = f(M) = λ detM = detA detM

• Le déterminant vérifie ces propriétés :
det 11n = 1 det(AB) = detA× detB

A∈GLn(K) ⇐⇒ detA 6= 0 dans ce cas det(A−1) =
1

detA
Le nullité du déterminant caractérise les matrices carrées qui ne sont
pas inversibles.

• Les vecteurs-colonnes d’une matrice A ∈ Mn(K) non inversible
forment une famille liée, et donc detA = 0 car le déterminant est
une forme anti-symétrique, c’est-à-dire une forme alternée.
Réciproquement toute matrice A inversible vérifie ces égalités, ainsi
detA 6= 0 et det(A−1) = 1/detA :

detA det(A−1) = det(AA−1) = det 11n = 1 6= 0

Calcul des déterminants

Déterminants d’ordre deux et trois

• Le déterminant d’ordre 2 est obtenu par un produit en croix :

det

Ç
a c
b d

å
= ad− bc

• Le déterminant d’une matrice d’ordre 3 est le suivant :

det

Ö
a1,1

❏❏
a1,2 a1,3

a2,1
❏❏
a2,2

tt

❏❏
a2,3

a3,1

tt

❏❏
a3,2

tt

❏❏
a3,3

a1,1

tt

a1,2

tt

❏❏
a1,3

a2,1

tt

a2,2 a2,3

è
= a1,1a2,2a3,3 + a2,1a3,2a1,3 + a3,1a1,2a2,3

− a1,3a2,2a3,1 − a2,3a3,2a1,1 − a3,3a1,2a2,1

Les deux dernières lignes recopient les
deux premières de la matrice.

Le déterminant d’ordre trois est défini à partir des produits des trois
termes des six diagonales.

• Le déterminant d’une matrice (a) d’ordre 1 est son coefficient :
det(a) = a
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• Ces méthodes de pratiques sur les diagonales des matrices ne se
généralisent pas aux déterminants d’ordre n ≥ 4.

Matrices triangulaires et diagonales

Les déterminants des matrices triangulaires et diagonales sont les
produits des termes diagonaux :

det

â
r1,1 r1,2 · · · r1,n

0 r2,2
...

...
. . . . . . rn−1,n

0 · · · 0 rn,n

ì

det

â
ℓ1,1 0 · · · 0

ℓ2,1 ℓ2,2
. . .

...
...

. . . 0
ℓn,1 · · · ℓn,n−1 ℓn,n

ì

=
n∏

k=1

rk,k =
n∏

k=1

ℓk,k

det

â
d1,1 0 · · · 0

0 d2,2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 dn,n

ì

=
n∏

k=1

dk,k

• Tous les termes de la somme définissant le déterminant d’une ma-
trice triangulaire supérieur pour lesquels σ(1) 6= 1 sont nuls, les
seuls termes intervenant dans le déterminant sont donc ceux véri-
fiant σ(1) = 1.
Dans ce cas σ(2) 6= 1 car σ∈ Sn, et les seuls termes éventuellement
non nuls sont ceux tel que σ(2) = 2.
Il en est de même pour les autres colonnes et le seul terme éven-
tuellement non nul dans le déterminant est celui correspondant à
σ = IdJ1,nK de signature +1.
La démonstration pour les matrices triangulaires inférieures est si-
milaire en partant de la dernière colonne.

Propriétés du déterminant

Le déterminant est multi-linéaire

• Le déterminant est linéaire par rapport à chaque colonne de la
matrice, les autres étant fixées. L’égalité suivante illuste cette pro-
priété sur la première colonne d’une matrice, il en est de même sur
les autres colonnes :
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det[λC1 + µC ′
1, C2, · · ·Cn]

=λdet[C1, C2, · · ·Cn] + µ det[C ′
1, C2, · · ·Cn]

• Le déterminant d’une matrice A est multiplié par λ lorsque une
colonne de A est multiplié par λ.

• La multi-linéarité du déterminant a pour conséquence cette pro-
priété :

det(λA) = λn detA

• La linéarité ne correspond pas à la linéarité :

det

Ç
1 2
8 3

å
= 3 − 16 = −13

Ç
1 2
8 3

å
=

Ç
1 1
4 1

å
+

Ç
0 1
4 2

å

det

Ç
1 1
4 1

å
+ det

Ç
0 1
4 2

å
= −3 − 4 = −7 6= −13

Le déterminant est alterné

• Tout déterminant est nul dès que deux colonnes de la matrice sont
égales.

• Plus généralement le déterminant d’une matrice dont les colonnes
forment une famille liée est nul.

• Le déterminant ne change pas en ajoutant une combinaison linéaire
des autres colonnes à une colonne donnée.

• La démonstration faite ici pour la première colonne est similaire
pour les autres :

det[C1 +
n∑

k=2

λkCk, C2, · · · , Cn]

= det[C1, C2, · · · , Cn] +
n∑

k=2

λk det[Ck, C2, · · · , Cn]

= det[C1, C2, · · · , Cn]

Tous les déterminants de la somme sont nuls car la même colonne
Ck se retrouve en première et en k-ème position.

Le déterminant est anti-symétrique

• L’échange de deux colonnes d’indice i et j > i d’une matrice
change le signe du déterminant :
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det[C1, · · · , Ci−1, Ci, Ci+1, · · ·Cj−1, Cj , Cj+1, · · · , Cn]
= − det[C1, · · · , Ci−1, Cj , Ci+1, · · ·Cj−1, Ci, Cj+1, · · · , Cn]

• Plus généralement appliquer une permutation σ aux colonnes
d’une matrice multiplie le déterminant par la signature ε(σ) = ±1.

• La première transformation de matrice correspond à une transpo-
sition sur les deux colonnes extrèmes et change le signe du détermi-
nant. La seconde opère un cycle de longueur n sur les colonnes et
demande n− 1 transpositions ; l’échange des colonnes C1 et C2, puis
C2 et C3, etc. et enfin Cn−1 et Cn :
det[C1, C2, · · · , Cn−1, Cn] = − det[Cn, C2, · · · , Cn−1, C1]

det[C1, C2, · · · , Cn−1, Cn] = (−1)n−1 det[C2, C3, · · · , Cn−1, Cn, C1]

Déterminant et transposée

• Le déterminant est invariant par transposée : detA = det
ÄtAä.

• La multi-linéarité, le fait d’être alterné, et l’anti-symétrie du dé-
terminant s’appliquent aux lignes d’une matrice carrée A, qui sont
les colonnes de sa matrice transposée tA.

• Le déterminant d’une matrice anti-symétrique A d’ordre impair
est nul :

A= −tA∈M2n+1(K)

detA= det
ÄtAä = det(−A) = (−1)2n+1 detA = − detA

2 detA = 0 =⇒ detA = 0

Développement d’un déterminant

• La matrice extraite ‹Au,v ∈Mn−1(K) de la matrice A∈Mn(K) est
obtenue par suppression de la ligne u et la colonne v de A.

• Les déterminants de la matrice particulière A ci-dessous et celui
de la matrice extraite ‹An,n sont égaux :

det

à
a1,1 · · · a1,n−1 0

...
...

...
an−1,1 · · · an−1,n−1 0
an,1 · · · an,n−1 1

í

= det

Ö
a1,1 · · · a1,n−1

...
...

an−1,1 · · · an−1,n−1

è

∈Mn(K) ∈Mn−1(K)

• Les seuls termes éventuellement non nul dans la somme sur σ∈Sn
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caractérisant ce déterminant sont ceux pour lesquels σ(n) = n.
La somme obtenue est celle caractérisant le déterminant de la matrice
extraite flAn,n.

• Le développement par rapport à une colonne j0 ou une ligne i0 du
déterminant d’une matrice A énonce ces égalités :

detA =
n∑

i=1

(−1)i+j0ai,j0
det ‹Ai,j0

=
n∑

j=1

(−1)i0+jai0,j det ‹Ai0,j

• La démonstration se fait en trois étapes, la première consiste à
développer uniquement la dernière colonne de A puis à faire circuler
les lignes de la matrice pour placer celle contenant un 1 en dernière
position sur la dernière grâce à n − i permutations des lignes Li et
Li+1, Li+1 et Li+2, etc. et enfin Ln−1 et Ln.

detA

=
n∑

i=1

ai,n det




a1,1 · · · a1,n−1 0
...

... 0
ai,1 · · · ai,n−1 1

...
... 0

an,1 · · · an,n−1 0




car




a1,n

a2,n

...
an−1,n

an,n




=
n∑

i=1

ai,n

â
0
0
1
0
0

ì

=
n∑

i=1

ai,n(−1)n−i det




a1,1 · · · a1,n−1 0
...

...
...

ai−1,1 · · · ai−1,n−1 0
ai+1,1 · · · ai+1,n−1 0

...
...

...
an,1 · · · an,n−1 0
ai,1 · · · ai,n−1 1




=
n∑

i=1

ai,n(−1)n−i detfiAi,n =
n∑

i=1

ai,n(−1)i+n detfiAi,n
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Le développement par rapport à une colonne Cj0
est similaire, et

consiste d’abord déplacer la colonne Cj0
en dernière position par

n− j0 permutations des colonnes Cj0
et Cj0+1, etc. jusqu’à Cn−1 et

Cn, la formule précédente s’applique alors à cette nouvelle matrice.
Vu comment est modifié la colonne Cj0

de la matrice A, les matrices
extraites intervenant sont flAi,j0

et non fiAi,n :

detA= (−1)n−j0

n∑

i=1

ai,j0
(−1)n−i detflAi,j0

=
n∑

i=1

ai,j0
(−1)n−j0+n−i detflAi,j0

=
n∑

i=1

ai,j0
(−1)2n+i+j0 detflAi,j0

=
n∑

i=1

ai,j0
(−1)i+j0 detflAi,j0

Enfin la formule précédente appliquée à tA à la place de A prouve
la formule sur le développement de A par rapport à la ligne i0, qui
est la colonne i0 de tA.

Méthodes pratiques

Par combinaisons linéaires

• Les méthodes usuelles de calcul d’un déterminant consistent à
appliquer ces transformations — développements, combinaisons li-
néaires ou échanges — sur les lignes ou les colonnes de la matrice
initiale pour obtenir une matrice triangulaire dont le déterminant est
le produit des termes diagonaux.

• Le déterminant suivant d’ordre n est calculé en transformant la
matrice donnée en matrice triangulaire, pour cela le vecteur aCn

est retranché à toutes les colonnes précédentes où Cn est la dernière
colonne de la matrice.
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det

à
1 1 · · · 1
a 1 1
...

. . . . . .
...

a · · · a 1

í

= det

â
1 − a · · · 1 − a 1

0
. . .

... 1
...

. . . 1 − a
...

0 · · · 0 1

ì

= (1 − a)n−1

• Le calcul du déterminant d’ordre n ci-dessous ci-dessous ajoute
toutes les colonnes à la première pour ensuite pouvoir transformer
les coefficients b en 0 grâce à la nouvelle première colonne, et obtenir
enfin une matrice triangulaire :

det




a b b · · · b
b a b b

b b a
. . .

...
...

. . . . . . b
b b · · · b a




= det




a+ (n− 1)b b b · · · b
a+ (n− 1)b a b b

a+ (n− 1)b b a
. . .

...
...

...
. . . . . . b

a+ (n− 1)b b · · · b a




= (a+ (n− 1)b) det




1 b b · · · b
1 a b b

1 b a
. . .

...
...

...
. . . . . . b

1 b · · · b a




= (a+ (n− 1)b) det




1 0 0 · · · 0
1 a− b 0 0

1 0 a− b
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

1 0 · · · 0 a− b




= (a+ (n− 1)b)(a − b)n−1

Par développement

• Le développement d’un déterminant est pertinent lorsque de nom-
breux coefficients d’une ligne ou d’une colonne sont nuls car ceci évite
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de calculer les déterminants des matrices extraites correspondantes.

• Le déterminant d’ordre n ci-dessous est calculé en le développant
par rapport à la première ligne ; les deux déterminants obtenus cor-
respondent à des matrices triangulaires, l’une inférieure et l’autre
supérieure :

det




1 0 · · · 0 1

1 1
. . . 0 0

0 1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 1 1




= det




1 0 0 · · · 0
1 1 0 0

0 1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1 0
0 · · · 0 1 1




+ (−1)n+1 det




1 1 0 · · · 0

0 1 1
. . .

...

0 0
. . . . . . 0

...
. . . 1 1

0 · · · 0 0 1




= 1 + (−1)n+1

• Le déterminant ci-dessous transforme la matrice initiale en sous-
trayant la première colonne à toutes les autres, puis en développant
ensuite ce déterminant par rapport à la première ligne, qui est de la
forme d’un des déterminants précédents, en remplaçant a par b− a,
b par −a et n par n− 1 :

det




a a a · · · a
a b 0 · · · 0

a 0 b
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

a 0 · · · 0 b




= det




a 0 0 · · · 0
a b− a −a · · · −a

a −a b− a
. . .

...
...

...
. . . . . . −a

a −a · · · −a b− a




= a det

â
b− a −a · · · −a

−a b− a
. . .

...
...

. . . . . . −a
−a · · · −a b− a

ì

n−1

= a((b− a) − (n − 2)a)((b − a) + a)n−2 = abn−2(b− (n − 1)a)
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Par récurrence

• Le développement des déterminants s’applique aussi quand les ma-
trices extraites d’ordre n− 1 s’expriment de façon analogue à la ma-
trice initiale d’ordre n pour aboutir à une relation de récurrence.

• Pour la matrice An ∈ Mn(R) est définie ci-dessous, le développe-
ment par rapport à la première ligne, puis par rapport à la première
colonne, dont seul le premier coefficient est éventuellement non nul,
aboutissent à cette relation de récurrence pour n ≥ 3 :

An =




a c 0 · · · 0

b a
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . a c

0 · · · 0 b a




∈Mn(R)
A1 = (a)

A2 =
Ç
a c
b a

å

detAn = a det




a c 0 · · · 0

b a c
. . .

...

0 b
. . . . . . 0

...
. . . . . . a c

0 · · · 0 b a




− c det




b c 0 · · · 0

0 a c
. . .

...

0 b
. . . . . . 0

...
. . . . . . a c

0 · · · 0 b a




= a detAn−1 − bc detAn−2 pour n ≥ 3
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