APPLICATIONS DE L’ALGEBRE LINEAIRE

Dans ce chapitre K est un corps, et (n,p) € N*2.

Opérations élémentaires sur les matrices

Dans cette partie les colonnes de la matrice A sont notées (Cy)h_; :
A=[C,Cy, - ,Cple My, 5(K) CreK" pour ke{l---p}
Les matrices E,,, pour (u,v) € {l-- -p}2 sont les p* matrices de la

base canonique de My(K) dont le seul coefficient non nul est celui
placé a l'intersection de la ligne u et de la colonne v, de valeur 1€K.

e Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice A qui
se ramenent & un produit matriciel sont les suivantes :
multiplier la colonne k de A par une constante A € K* non nulle,
permuter deux colonnes d’indices i et j # ¢ de la matrice A, et
ajouter & une colonne k de A une combinaison linéaire des autres.

e Multiplier la colonne k€ {1---p} de A par A consiste & calculer
le produit AP ou la matrice P est construite & partir de la matrice
diagonale 1,, apreés avoir remplacé le coefficient 1 en position (k, k)
par A :
P=1,+ (A—-1)Ey; = Diag(1,--- ,1,\,1,--- ,1)
1—A

1
P_lz]ln‘i’TEk,k:Diag(l?"' 717X717"' 71)

AP:[Cl,"' ,Ckfl,ACk-,Ck:i»l,"' ,Cp] detP:)\;éO
e Lorsque (4,j)€{1-- -p}2 et i # j, échanger les colonnes i et j de
la matrice A revient a calculer le produit AP ou la matrice P est
construite a partir de la matrice diagonale 1,, apres avoir remplacé
les deux coefficients 1 en position (i,7) et (j,7) par des 0, et placé
deux coefficients 1 en position (i, 7) et (j,4) :
P=1, — Ei,i — EjJ + Ei,j + Ej,i
pPP=1, P'=P detP=-1
A=[Cy, - ,C--,Cj, -+ Gy en supposant i < j
AP=[Cy,---,Cj, - ,Cs,--,Cp] échange les colonnes i et j
e Le produit AP ci-dessous ajoute a la premiere colonne de A une
combinaison linéaire des autres colonnes (Cj)§:2 de A :
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1 0 0 -0 1 0 0 ---0
M1 0 0 X 1 0 0
P=1|X3 0 1 : Pl=]-X3 0 1 :
Do .00 : ()
M O - 0 1 X, 0 - 0 1

AP =[Cy + \aCo + AsCs3 4 -+ + AyCp, Co, -+ ,Cp]  det P =1

P
= [Cl + ZA]CJ’CQ’ 7Cp]
Jj=2 n
P=1p,+ XFEo1 +A3E31+ -+ N\Ep1 =1, + Z AiEi
i=2

e Ces trois transformations de matrices sont bijectives sur M,,(K)
car elles consistent a multiplier par des matrices inversibles. Le
produit par la matrice inverse correspond a la transformation ré-
ciproque.
e Plus généralement la matrice P obtenue en modifiant la colonne
k de la matrice 1,, permet d’ajouter a la colonne k de A une combi-
naison linéaire des autres colonnes :

P=1,+> NEy P l=1,-Y NEy

1<i<p 1<i<p
ik itk
AP=[C1, -+ ,Ci—1,C + > _AiCy, Cpgr, -+, Cy]
1<i<p
itk

e Des produits tQA a la place de AP pour des matrices () d’ordre
n de la méme forme que celles décrites ci-dessus operent sur les n
lignes de A a la place de ses p colonnes.

Le produit suivant soustrait ainsi toutes les lignes de A a la premieére :

1 -1 -1 - -1
o 1 0 --- 0
0 0 1 O
0 0 0 1
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Calcul de ’inverse d’une matrice

e La principale méthode pour déterminer si une matrice carrée A
est inversible consiste a tester si det A # 0.

e L’intérét des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
d’une matrice est de lier des transformations sur un tableau de
nombres a un produit par une matrice inversible. Elles s’appliquent
en particulier pour calculer la matrice inverse A~! d’une matrice
AegLl,(K).

e L’équivalence de ces conditions repose sur la stabilité par produit
du groupe linéaire :

VPeGL,(K) AeGL,(K) < PAcGL,(K) <= APeGL,(K)

e Appliquer en parallele les mémes transformations élémentaires sur
les lignes d’une matrice A et sur la matrice 1, revient en fait & mul-
tiplier ces deux matrices par la méme matrice inversible construite a
partir des opérations élémentaires sur les lignes de A.

Transformer la matrice A en 11,, calcule le produit BA = 1,, ; appli-
quer la méme transformation a 1, détemine ainsi Bll,, = B = AL
Cet algorithme échoue si et seulement si la matrice A n’est pas in-
versible.

e L’exemple ci-dessous construit ainsi I'inverse d’une matrice A :

11 1 00 1 0 -1 2 -1 0
A=(1 2 3 010 01 2 -1 1 0
1 46 0 01 0 0 1 -2 3 -1
Lg(——Lg
1 11 1 0 0 100 0 2 -1
1 -1 1 0 010 3 =5 2
0 3 5 -1 0 1 0 01 -1 2 -1
Lo+ Lo — 14 Ly L1+ L3
L3%L3—L1 etLQFLQ—QLg
1 0 -1 2 -1 0 0 2 -1
01 2 -1 1 0 Al =3 -5 2
0 0 -1 2 -3 1 -2 3 -1
L1<—L1—L2
et Ly <+ L3 — 3L,

A chaque étape les matrices A’ et B’ obtenues & partir des matrices
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A et 1, vérifient Dégalité A’A~! = B’
e Cet algorithme s’applique également en opérant sur les colonnes,
et non sur les lignes, de matrice initiale et de la matrice identité.

e Une deuxiéme possibilité pour calculer I'inverse de A € GL£,(K)
considere les colonnes de cette matrice comme une base B de K", et
A comme la matrice de passage Pp.— 5 ; la matrice de passage inverse
Ps_p. = chl_ﬂg = A~! est obtenue en exprimant les vecteurs de
la base canonique Be¢ sous la forme de combinaisons linéaires des
vecteurs de B.

e Il est aussi possible de calculer A~! & partir de A en interprétant la
matrice A comme celle d'un automorphisme f sur I’espace vectoriel
E de base B tel que A = mat(f, B, B), puis en recherchant f~! pour
conclure par A~' = mat(f~!, B, B).

Rang d’une matrice et matrices équivalentes

Dans ce paragraphe E et F' sont deux espaces vectoriels sur un méme
corps K, dim E = p, dim F = n, Bg et By sont des bases de E et de
F, feL(E,F) et A= mat(f, Bg,Br)eM,,(K).

Définition et premieres propriétés du rang d’une ma-
trice
e Le rang d’une famille de vecteurs (vy)f_; est la dimension de les-
pace vectoriel engendré par ces vecteurs :
rg (vg)j—y = dim(Vect (vg)ji_;) < q

e Le rang d’une famille de vecteurs (vy)f_; de E est le méme que le
rang de la famille (V;){_, des vecteurs-coordonnées de ces vecteurs
une fois une base B de E choisie :

U1,k

v B= (uk)zd
O AU/ S 3
rg (Ve )p—1 k)k=1 k V= Z’Ui,kui
Un =1

e Plus généralement supposons que E et I’ sont des espaces vecto-
riels dont le premier est de dimension finie, que G est un sous-espace
de E et que f € L(E,F) est injectif. Avec ces hypotheses f(G) est
un sous-espace de méme dimension que G.
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Le théoreme du rang appliqué a la restriction f /G démontre 1’égalité
dim f(G) = dim G car ker(f/G) =ker fNG ={0g}.
Une fois fixée une base B de E, l'application ¢ de K" dans E qui
associe le vecteur v € E et son vecteur-coordonnées V € K" est un
isomorphisme d’espace vectoriel, donc un morphisme injectif.
L’application précédente du théoreme du rang justifie donc ces éga-
lités :

rg (Vi,)i_, = dim(Vect (Vi)_,) = dim ¢(Vect (Vi)i_;)

= dim go( k—i_l KVk) = dim ( Ii_l K@(Vk»

q
= dim ( zj_l K”k) = dim Vect (vp)j_; = rg (vg)j_,

e Le rang de la matrice A d’une application linéaire f dont les p
colonnes sont notées (C’k)£:1 est défini de fagon équivalente par ces
égalités :

fEﬁ(E, F) A= mat(f, BE, BF) = [Cl, CQ, <. ,Cp] EMMP(K)

rgA=rg f =dim(Im f) =rg (Cj)?zl = dim(Vect (Cj)?zl)

< min(n, p)
Autrement dit le rang d’une matrice est a la fois le rang de I’appli-
cation linéaire correspondante et le rang des vecteurs-colonnes de sa
matrice dans des bases quelconques.

e Cette démonstration note donc f une application de matrice A
dans les bases Bp = (ug)}_; et Bp = (vg),_,, par exemple une fois
connue la matrice A € M,, ,(K) l'application f : X — AX de K
dans K" a A comme matrice par rapport aux bases canoniques.
Les vecteurs-colonnes de A sont les coordonnées écrites dans la
base Br des images de la base Bp par I'application f. La famille
(f(ug))h_; est donc génératrice de Im f, et ses coordonnées sont par
définition les vecteurs-colonnes de la matrice A :

Im f = f(E) = f(Vect(Bg))

= J(Veet (f (wy))}_,) = Veet (f (wr))}_,)
rg f = dim(Im f) = dim(f(Vect Bg)) = dim(Vect (Cy)7_;)

Les deux définitions du rang d’une matrice sont donc équivalentes.

e Le rang d’une matrice vérifie ces propriétés élémentaires :
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1g(0)pp =0 rg A =rg(AA) lorsque AeK*

o Les propriétés des colonnes d’une matrice A € M, (K) sont les
suivantes :

AeGL,(K)<=rgA=n<=detA#0

e Ces propriétés découlent de la définition du rang et du théoreme ré-
capitulatif sur les isomorphismes en dimension finie, ou f € L(E, F),
A =mat(f,Bg,Br) et dimEF =dimF =n :
rgA=n<=rgf=n

<~ Imf=F

<= f est un isomorphisme

< AegLl,(K)
e Le rang d’une application linéaire est invariant par composition
par un automorphisme :

rg f=rg(fog) =r1g(hof) avec g€ GL(FE) et he GL(F)

e Les propriétés usuelles des noyaux et des images justifient ces éga-
lités de sous-espaces vectoriels lorsque f € L(E,F), g € GL(E) et
heGL(F) :
Im(ho f)= (ho f)(E) = h(f(E)) = h(Im f)
r

ucker(fog) < f(g(u)) = 0F
«— g(u)€ker f <= uecg *(ker f)
o Les propriétés précédentes justifient ces égalités de dimension
lorsque g et h sont des isomorphismes :
rg(ho f)=dimh(Im f) = dim(Im f) =rg f
dim(ker(f o g)) = dim(g ! (ker f)) = dim(ker f)
rg(f og)=dim F — dim(ker(f o g))
= dim F — dim(ker f) =rg f
Pour une application bijective g 'image directe D par I'application
réciproque g~ (') d’un sous-ensemble Y C F est Pensemble R des
antécédents de Y par 'application g ; la derniére équivalence est ob-
tenue en appliquant I'application ¢~1 & g(z) :
reER <= g(zr)€Y <= z€D
e Lorsque les matrices P € GL,(K) et Q € GL,,(K) sont inversibles,
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le rang des matrices produits vérifie ces égalités :

rg A = 1g(AP) = rg(QA)
Autrement dit le rang d’'une matrice ne change pas apres produit par
une matrice inversible.

e La démonstration repose sur la propriété précédente et le lien entre
le rang d’une matrice A et le rang de I’application linéaire associée.

e Les opérations élémentaires sur les colonnes et les lignes d’une
matrice — qui sont bijectives — conservent le rang de celle-ci.

e La matrice A ci-dessous, appelée matrice échelonnée, est de rang

T
1 a1z air a1,r41 aip
0 1 :
Qr—1,r Gr—1r+1 Qr—1,p
A=1o0 0 1  arrp1 rp rgA=r
0 0 0 0 0
0 --- 0 0 0 . 0

e Une double inclusion prouve que l’espace vectoriel engendré par
les colonnes des vecteurs de E est le méme que celui obtenu a partir
des r premiers vecteurs de la base canonique de K".

e Le calcul du rang d’une matrice consiste le plus souvent a transfor-
mer la matrice initiale en une matrice échelonnée par des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes.

e Les transformations élémentaires appliquées sur les lignes de ces
matrices justifient qu’elles sont toutes du méme rang, 2 :

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 4 0 -1 -2 0 1 2 0 1 2

3 45 0 -2 —4 0 -2 —4 0 0 0
Lo+ Lo —21 Lo+ —Lo L3 <+ L3+ 2Ly
L3 — L3 - 3L1
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Matrices équivalentes

e Deux matrices A et B de M, ,,(K) sont équivalentes a cette condi-
tion :

IPeGL,(K) IQeGL,(K) B = QAP

La relation d’étre équivalente est une relation d’équivalence sur
M, p(K).

e Toute matrice A € M, ,(K) est semblable & elleeméme car
A=1,A1,.

Si la matrice A est semblable a la matrice B par B = QAP alors la
matrice B est semblable & A = Q 'BP~ L.

Si la matrice A est semblable a la matrice B = QAP, et B semblable
a C' = SBR, alors la matrice C' = SQAPR est semblable a A car les
produits SQ et PR de matrices inversibles sont inversibles.

e La matrice I, est une matrice diagonale dont les r premiers termes
sont 1, et les suivants nuls. Cette matrice est donc définie ainsi par
bloc ou 0 sont des matrices nulles de type (r,p — 1), (n — r,7),

(n—rp—r):
1, 0 p—r -
I, = (0 P > = Z Ek’kGMnyp(K)
k=1

n—r,r On—'r,p—r
rg I, =r < min(n,p)
Théoréeme des matrices équivalentes

e Toute matrice A€ M, ,(K) est équivalente a la matrice I;4 4.

e La démonstration repose sur le théoreme du rang, si f est 'ap-
plication linéaire associée a la matrice A dans une base donnée, la
matrice de f dans les bases Bg et Br construites pour démontrer le
théoreme du rang est I,.

Soit une base By, y de Im f ayant r vecteurs.

Une famille constituée de r antécédent de la base By, ¢ est libre, car
son image par l'application linéaire f est libre.

La base By de F' considérée est obtenue par le théoreme de la base
incomplete appliquée a By, 7.

La réunion de ces r antécédents et de p — r vecteurs constitant une
base de ker f est une famille libre de E, pour le montrer il suffit de
calculer son image par f.

Par rapport a ces deux bases la matrice de f est I,..
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e La condition rg A = rg B caractérise deux matrices A et B équi-
valentes.

e Le rang d’une matrice A est le méme que celui de sa transposée :
rg A= rg(tA)

e Si A et B sont des matrices équivalentes alors B = QAP et

rg B =rg AP =rg A.

Réciproquement si rg A = rg B = r ces deux matrices sont équiva-

lentes & I, et les matrices A et B sont donc équivalentes.

Si la matrice A est de rang r, donc A est de la forme A = QI,.P, et

ty=tp tIr tQ =tp I, tQ, et PP et tQ sont des matrices inversibles.

En conclusion A et A sont des matrices équivalentes.

e Les propriétés de rang sur les lignes d’une matrice sont similaires
a celle relatives a ses colonnes.

Déterminant et trace des endomorphismes

Dans ce paragraphe E est un espace wvectoriel sur un corps K de
dimension n, et f € L(E). Les familles B et B’ sont des bases de E,
A =mat(f,B,B) et A’ = mat(f,B,8).

e Le déterminant et la trace des matrices d’un endormorphisme f
ne dépendent pas de la base utilisée, d’ou cette définition de det f et

tr f -
A= PgpA'Pg_p=PspAPzp
det f = det A = det(Ps_5 A'Pgl )
1
= det Pg_yppr det A" ———— = det A’
¢ BB €4¢ det PB—}B’ ©
trf=trdA= tr(PB%B/A,Pg_l}B/) = tl“((PB%B/A/)PB__l)B/)
=trA
e Les propositions suivantes caractérisent les automorphismes de
E et les matrices inversibles lorsque f € L(E), n = dimE, et
A = mat(f,B,B) ou B est une base de E :
fEGL(E) <= detf#0<=rgf=dimFE
<= AeGL(K) <= det A0 <=r1gA=n

e Deux matrices carrées semblables sont équivalentes :
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B=P'AP — B =QAP avec Q=P 'eGL,(K)
La réciproque est fausse, ces deux matrices sont équivalentes car
inversibles et de méme rang 2, et ne sont pas équivalentes car de
trace et de déterminant différents :

11 2 0
A—(O 1) B_<1 2) rgA=rgB =2

detA=1#detB=4 trA=2#trB=4

e La matrice A de la projection p sur le sous-espace F' parallelement
au sous-espace supplémentaire G, c’est-a-dire £ = F' @ G vérifie ces
égalités :
trp=trA=dimF =rgp

e Si Bp = (ug))_, est une base de F et Bg = (vg);_; est une base
de F, alors la concaténation de ces deux bases est une base B de
F&G=F, p(u;) = u, p(vj) =0, Imp = F et la matrice B de p
dans cette base est la suivante :

B:(u17u27"' y Up, V1, V2, 7,05)
1 0
0
0 1 trp=trA=1trB
B= 0 0 :Ir :trI,,:dlmF
0 = dim(Imp) =rgp
0 0

Etude de la commatrice
e La matrice extraite A; ; € M,,_1(K) est obtenue par suppression

de la ligne 4 et de la colonne j de A.
e La commatrice M € M, (K) d’une matrice A € M,,(K) est défi-
nie ainsi a partir des matrices extraites, et ses coefficients appelés
cofacteurs.
M = (mij)icijen  mij=(=1)"" det Ay
AW ='W A=detAn,

e La démonstration de ces deux égalités consiste a remarquer que
les coefficients des produits A PAL et tar A correspondent au déve-
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loppement d’un déterminant.

Plus précisément le coefficient en position diagonale (7,7) du produit
A M consiste & développer le déterminant de A en suivant la i-eme
ligne.

De méme le coefficient en position diagonale (7, j) du produit A tar
correspond au déterminant de la matrice B qui est obtenue a partir
de A en remplagant la ligne j par la ligne i, ce déterminant est donc
nul car les lignes d’ordre i et 7 de B sont identiques.

La méthode est similaire par rapport les colonnes de A pour le pro-
duit M A.

o Cette propriété ne permet généralement pas de déterminer en pra-
tique une matrice inverse car les calculs de déterminants sont trop
nombreux.

Elle peut éventuellement s’appliquer aux matrices d’ordre 2.

Etude des systemes linéaires

e Un systeme de n équations linéaires a p inconnues correspond a
une équation matricielle :

a11271 + a12%2 + -+ a1 pTy = by x1 b1
a2,1%1 + a22%2 +---+ az pTp = bg T2 b2
. . . X . B
ap121 +an2x2+ -+ GnpTp = bn, Ty bn
X eKP BeK" A= (am-) 1<i<n EMnyp(K) AX =8B
1<j<p

e Lorsquen =pet AcGL,(K), le systeme carré AX = B de n équa-
tions & n inconnues posséde une et une seule solution X = A™'B :

AX =B<+= A"AX =A"'B«= X=A4"'B

e La résolution du systeme de n équations a p inconnues AX = Ogn
se ramene au calcul du noyau de I'application linéaire X — AX.
La dimension du sous-espace des solutions de AX = Ogn est p—rg A.

e Dans le cas général, I'ensemble des solutions de AX = B est soit
I’ensemble vide, soit un ensemble de la forme Xy + F ou X est
une solution vérifiant AXy = B, et F le sous-espace vectoriel des
solutions de AX = Okn.

e [’étude du noyau d’une application linéaire comme cet endomor-
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phisme de R? consiste & résoudre le systéme linéaire correspondant
en éliminant le plus possible d’inconnues dans les équations :

x
y | €ker f
z
r+2y+32=0 x r+2y+ 3z
=< 2z +3y+42=0 fly]—=|2x+3y+4z
3z +4y+52=0 2 3z +4y + 52

—y—22’=0 Lo+ Lo — 214
—2y—4Z:0 L3<—L3—3L1

{ r+2y+32=0
—y—22=0 Ly et L sont proportionnelles

I

{x+2y+32=0

I

= (y=—22)ET (z = -2y — 32 = 2)
T 1 1
— |y |er[ -2 Ul —2
z 1 1
= ker f CRU

La démonstration de I'égalité des sous-espaces ker f et RU peut se
faire en vérifiant que f(AU) = Ops, et donc RU C ker f, ou bien
en justifiant que les implications précédentes sont en fait des équi-
valences, ou bien en exploitant les propriétés du rang de la matrice
correspondante.

En effet 'exemple précédent sur le rang justifierg f = rg A = 2, donc
dim(ker f) = dimR?® — rg f = 1. Le sous-espace ker f est donc une
droite vectoriel, d’ou I’égalité ker f = RU.

e La méthode pratique de résolution d’un systéme donné consiste
généralement & transformer successivement le systeéme initial en n—1
équations & n — 1 inconnues, puis n — 2, etc. a 'aide des opérations
élémentaires sur ces équations qui correspondent aux lignes de la
matrice A.

La matrice du systeme finalement obtenue est triangulaire. Une fois
trouvée la valeur d’une variable, des substitutions déterminent de
proche en proche la valeur des autres.

Appliquer les opérations élémentaires sur les équations multiplie la
matrice du systeme par une matrice inversible et transforme le sys-
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téme initial en un systéme équivalent :

VPeGL,(K) AX =B <= PAX =PB
Méthode de Cramer

e Pour un systéme carré de n équations a n inconnues de matrice A
inversible, la méthode de Cramer énonce les solutions X de AX = B
a l'aide du déterminant des matrices ou la k-éme colone C}, de A est
remplacée par B :

. det[B, CQ, 03, ce ,Cn]

A= [01,02,"' ,Cn] ) det A
T — det[Cl,B,C’g,“‘ ,Cn] e — det[Cl,C’g"' ,Cnle]
2 det A " det A
o = det[Cl,--- ,Cr_1,B,Cry1,- - ,Cn]
det A

e Lorsque la matrice carrée A est inversible, le systeme linéaire
AX = B posséde une et une seule solution. La démonstration repose
sur cette égalité matricielle et le développement des déterminants
des matrices associées a A :

AX =Y 2,04
k=1
n
det[B, 02, s ,Cn] = det[z xkclm 027 e 7071]
k=1

=z det A + Za:k det[Cy, Cy, - -+, Cy]
k=1
r1 det A

car tous les autres déterminants sont nuls

o Cette méthode résout efficacement les systémes linéaires d’ordre 2
ou 3.
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