Géométrie du plan et de ’espace

Frangois MALTEY

La géométrie étudie les droites, les cercles et les courbes du plan
et de 'espace. L’algebre formalise les propriétés des droites et des
plans de ’espace, ainsi que celles des cercles et des coniques. L’ana-
lyse intervient pour énoncer les propriétés des graphes des fonctions
et des autres courbes, dans la description des tangentes, des points
d’aspect singuliers, des asymptotes, etc.

Ce livret justifie les principaux résultats de géométrie apres avoir
énoncé les propriétés sous-jacentes de ’algebre et de I'analyse.
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OUTILS ALGEBRIQUES POUR LA GEOMETRIE

Ce chapitre présente laspect algébrique de la géométrie du plan R?
et de lespace R3. Ces principes et ces outils sont le plus souvent
décrits en toute généralité dans R" ou neN*.

Par convention les points sont généralement notés par des lettres
majuscules comme A et B, et les vecteurs sont écrits en gras, par
exemple u ou AB, ou surmontés d’un fléche comme @ ou AB. Les
lettres grecques «, B, A\, u, etc. représentent des nombres réels qui
sont appelés scalaires.

Définitions

Points et vecteurs

e Les points A et B de R™, et les vecteurs de R™ comme u, v et le
vecteur nul 0 sont notés ainsi; le vecteur AB est défini a partir des
coordonnées des points A et B :

u1 V1 0 al bl bl —ai

U9 V2 0 az bQ b? —asz
ul . v . 0]. Al . B . AB

Up, Un, 0 an by, b, — an,

e Les opérations algébriques sur les points et les vecteurs de R™ ne
sont pas les mémes, mais les uns et les autres sont définis de fagon
similaire par leurs coordonnées.

Espaces vectoriels

e Un espace vectoriel F sur R est un ensemble sur lequel sont définies
une somme et une multiplication par un nombre réel vérifiant les
deux séries de propositions énumérées ci-dessous :
+:ExFE—F RxFE—F
(u,v) — u+v Av)— A u=Au
Les éléments de E sont appelés vecteurs par opposition aux nombres

réels qui sont aussi nommeés scalaires.
D’une part I’addition des vecteurs de E est une loi de composition
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interne associative et commutative ; elle comporte un élément neutre
appelé vecteur nul 0 € E, et tout vecteur u € E posseéde un vecteur
opposé noté —ueckE :
V(u,v)eE* ut+v=v+u
V(u,v,w)eE? (u+v)+w=u+(v+w)
VueE O4+u=u+0=u
VueE u+(—u)=(—u)+u=0 aussinotéu—u=0
D’autre part la multiplication par un scalaire vérifie ces propositions :
VAER V(u,v)€E? A u+v) = u+\v
VY p)eR? YueE (M p)u = Mu+ pu
VY p)eR? YueE (A\p)u = \uu)
Vuel u=1u

e [’addition des vecteurs est une loi de composition interne régu-
liere :
V(u,v,w)€EE? utw=v+w=—u=0v

e La somme de 'opposé —w aux deux membres de ’égalité le dé-

montre :
utw=vt+tw—utw—-—w=v+w-—w

—u+0=v+0
— u="v

e Les opérations sur les vecteurs exploitent régulierement ces pro-
priétés qui correspondent aux regles usuelles du calcul vectoriel :
AM=0<= A=00Uu=0
(=Nu = —(Au) = A(—u) —u=(—-1)u

e Ces preuves de 0-u = 0 et de A -0 = 0 reposent sur la définition
des espaces vectoriels et la régularité de ’addition des vecteurs :
lu+0=0u=0+0u=0u+0u=—0u=0
A+0=X0=A0+0)=X0+)X0=)X0=0
A=00Uu=0= du=0

e Réciproquement ces égalités exploitent le résultat précédent
(-0 =0 et justifient que les hypothéses Au = 0 et A # 0 entrainent
u=20:
A 1 1
u=lu=su=y (A\u) 3
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Cette démonstration prouve donc la premiére de ces deux impli-
cations; la seconde est I'implication réciproque recherchée qui est
logiquement équivalente a la premiere :

AMI=0ET A#A0=u=0 AM=0=A=00Uu=0

e Les démonstrations sur les opposés des vecteurs sont similaires et

reposent sur la régularité de la somme appliquée a ces égalités :

M) — (M) =0=0u=AN—-Nu=_0Au)+(-Nu= —(\u) =(-\u
=A0=ANu—u)= )+ A—u) = —(\u) = \(—u)

La derniére égalité correspond a A = —1.

e L’ensemble R" a une structure d’espace vectoriel sur R lorsque

la somme de deux vecteurs et la multiplation d’un vecteur par un

scalaire sont définies par un calcul coordonnée par coordonnée :

u1 + U1 /\ul —U1
u+v= : Au = : —u =
Uy + Un, Ay, —Up,
e Des calculs coordonnées par coordonnées justifient que R™ muni

des deux opérations précédentes vérifient toutes les propositions ca-
ractérisant un espace vectoriel ; par exemple A(u +v) = Au + \v :

Uy V1 Ul + v1 AMug +v1)
(D=
Uy, Up, Uy + Uy, Ay + vp)
Auq + Avp Auq Avq Uy U1
= : = : +1 =2l | +A
Ay, + Avp, AUy, AUy, U, Up,

Dans la suite (“k)£:1 est une famille de p €N vecteurs d’un espace
vectoriel E, et (A\g)h_, € RP.

e Une combinaison linéaire de vecteurs est définie de la maniere
suivante :

p
Z AU = A1uy + Aoug + -+ - + )\pup
k=1

e Tout espace vectoriel E est stable par combinaisons linéaires, et
changer 'ordre des termes et regrouper par des parenthéses certains
calculs ne modifient pas la valeur d’'une combinaison linéaire, par
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exemple :
Y (a, 8,7)€R? YV (u,v,w)eE® au+ fv+yweE

au + v +yw = (au + fv) + yw = au + (fv + yw) = fv + au + yw

e Les combinaisons linéaires regroupent les deux opérations des es-
paces vectoriels, d’ou la stabilité des espaces vectoriels F par com-
binaisons linéaires.

La deuxieme propriété est une conséquence de ’associativité et de
la commutativité de 'addition des vecteurs.

e Toute combinaison linéaire dont tous les coefficients sont nuls est
le vecteur nul, car Ou = 0 et 04+ 0 = 0; la valeur d’'une combinaison
linéaire réduite a un terme est ce terme, et la somme vide est, par
convention, le vecteur nul :

p 1 0
ZOukzo Z)\kuk:)\lul Z)\kukzo
k=1 k=1 k=1

Espaces affines

e Un espace affine £ est un ensemble non vide de points associé a
un espace vectoriel F qui vérifie les trois propositions suivantes :

— tout couple de points (A4, B) de £ construit un unique vecteur
ABeF,;

— réciproquement & un point A € £ et un vecteur u € E correspond
un unique point B € & parfois noté B = A + u tel que AB = u;

— en outre tout triplet (A, B,C) de points vérifie la relation de

Chasles :
AB + BC = AC

e Les propriétés suivantes sont a la base de la géométrie affine :
B=C+<— BC=0<— AB=AC BA=-AB

e Ces implications circulaires justifient les équivalences précédentes :
B=C=— AB+0=AB=AC =AB+ BC
= BC =0 par régularité des sommes de vecteurs
BC=0=— AC=AB+BC=AB+0=AB
AB=AC—B=A+AB=A+AC=C
= B=C
par unicité du point d’extrémité du vecteur AB = AC issu de A.
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o [égalité AB+ BA = AA = 0 prouve la derniere égalité.

e L’ensemble R™ considéré comme un ensemble de points est un
espace affine dont ’espace vectoriel associé est R™ ou les coordonnées
du vecteur AB sont obtenues par différence des coordonnées des
points A et B.

e Cette structure de R™ vérifie les trois points de la définition des
espaces affines, par exemple la relation de Chasles :

b1 — a1 c1—b C1 — a1
AB+BCc=| : |+| : |=| : |=4ac

by, —ap cn — by Cp — Gnp

Familles de vecteurs

Dans ce paragraphe E est un espace vectoriel sur R, et peN.

Familles libres et familles liées

e La famille (u)_, de vecteurs de E est libre si et seulement si la
seule combinaison linéaire de ces vecteurs égale au vecteur nul est
celle pour laquelle tous les coeflicients sont simultanément nuls :

p
VORI €R? > Nup=0= A\ =X=--=),=0
k=1
e L’implication réciproque est toujours vérifiée, car toute combinai-
son linéaire de vecteurs dont tous les coefficients sont nuls est le
vecteur nul.
e Une famille liée est une famille de vecteurs qui n’est pas libre;
il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs dont tous les co-
efficients ne sont pas simultanément nuls qui est égale au vecteur
nul :

p
3 (Ak)izl ERP\{(ana"' 70)} Z)‘kukzo
k=1

e La famille (u;, w9, us3) de vecteurs de R3 est libre :

0 1 1
ul 1 us 0 us 1
1 1 0
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e La résolution, par différences des équations, du systéme
linéaire obtenu par un calcul coordonnée par coordonnée de
A1ug + Agug + Asug = 0 prouve que cette famille (ug,ug,u3) de
vecteurs de R? est libre :

Ay +A3=0
A1 +XA3=0p=Xo=—-A3=A1=—X\o
AL+ Ag =0
A1 = A2
— {:)\3 —0
e Au contraire la famille suivante (v, v, v3) est liée :

0 1 -1

v | -1 vo| O vy 1

1 -1 0

e La résolution du systeme linéaire Ajv1+ Aovs+ Agvz = 0 n’aboutit
pas a A\ = Ay = A3 = 0 et suggeére de vérifier que v1 + vy +v3 =0

A— A3 =0 0
“AMF+A3=0; = A =Xy = A3 vi+va+v3=10
A — =0 0

e Une famille « est libre » ou « est liée » indépendamment de ’ordre
d’énumeération de ses vecteurs.
Une famille contenant le vecteur nul est liée.
Une famille contenant deux fois le méme vecteur est liée.
Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
e Avec les notations précédentes, si u,, = 0 dans le premier cas ou
si Uy, = Uy €t m < n dans le deuxiéme, les combinaisons linéaires
suivantes dont tous les coefficients ne sont pas nuls prouvent que la
famille (wuy)h_; est liée :
Ouy + -+ +0up—1 + luy + 0y + -+ +0up =0
Ouy + -+ 0upm—1 + 1ty + Qw1 + -+ - + Oup—g
+(—1up + Oupyq + -+ + Oup = Uy, —up, =0
o Il suffit de completer une combinaison linéaire égale au vecteur
nul et & coefficients non tous nuls de la famille liée (u);_; par des
termes & coefficients nuls pour justifier que la sur-famille (u)f_,
avec q > p est liée :
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0 =MXup + daug + -+ \puy, (A)b_, # (0,--+,0)
=Mug + dgug + -+ Mpup + 0upig + Oupio + - + Ouy

e Une famille a un seul vecteur w est libre si et seulement si uw # 0.
« La famille vide est libre » est une convention cohérente.

e La premiére proposition provient de la condition nécessaire et suf-
fisante pour avoir Au = 0.

La seconde est due au fait qu'une combinaison linéaire vide ne
contient aucun coefficient non nul.

e Une famille de vecteurs est liée si et seulement si I'un des vecteurs
est une combinaison linéaire des autres.

e Un des vecteurs d’une famille liée (ug)}_; est une combinaison
linéaire des autres; soit A\; # 0 un coeflicient non nul de la relation
de dépendance linéaire :

P A
k
Z Aup =0 = uy = Z Qrpup avec qp = L
k=1 1<k<p q
k#q

Réciproquement si u, est une combinaison linéaire cette famille est
liée :
P
UG = Z apup = Z)\kuk:O avec \g = 1 et A\ = —ay,
1<k<p k=1
k#q
e La propriété précédente ne signifie pas que le premier vecteur est
nécessairement une combinaison linéaire des autres, ainsi :
1 1 -1 Ou+1lv+1lw=0
v | -1 w| 1 u ¢ Rv+ Rw =Rv

u |2
3 0 0 v=—w=0u+(—1)w € Ru+ Rw

e Deux vecteurs u et v sont colinéaires signifie que u = 0 ou qu’il
existe a € R vérifiant v = au :
u=00U (FaeR v=au)

e Une famille de deux vecteurs est liée si et seulement si ses deux
vecteurs sont colinéaires.

e Siles deux vecteurs u et v sont colinéaires deux cas sont possibles.
D’une part toute famille (0, v) est liée car elle contient le vecteur nul,
d’autre part u = aw entraine 1’égalité lu—awv = 0, et la famille (u, v)
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est donc liée.

Réciproquement supposons la famille (u,v) liée et Au + pv = 0 ou
(A, 1) # (0,0). Deux cas sont possibles : si 1 # 0 alors v = —(\/p)u,
et si p =0 alors A # 0 et Au = 0, donc u = 0. Dans ces deux cas les
vecteurs u et v sont colinéaires.

Familles génératrices

e La famille (uy)!_; de vecteurs de E est génératrice de E si et
seulement si tout vecteur v € E peut s’écrire comme une combinaison
linéaire des vecteurs de cette famille :

p
VoeE 3 (Mho €RP v=> Ny
k=1

e Une famille est génératrice indépendamment de l'ordre d’énumé-
ration de ses vecteurs.

Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

e La démonstration est similaire a celles des sur-familles des familles
liées, en completant la combinaison linéaire initiale par des termes
nuls. Soient (u;)}_, une famille génératrice et (ug)i_, ol ¢ > p une
sur-famille :

p
VoeE 3 (M)I_ €R? v=> Ny
k=1

v:Ep)\u—i— Eq Ou:gqau oﬁ{ak:)\k sik<p
k%k k k2k ar=0 sik>p

e Toute sur-famille stricte d’une famille génératrice est liée.
o Si (ug)i_, est une famille génératrice alors wup;; est une com-

binaison linéaire de (ug)y_, et la famille (uk)ii} est liée, donc la

sur-famille (ug){_; est aussi liée dés que ¢ > p + 1.
Bases

e Une base de I'espace vectoriel F est une famille de vecteurs de E
qui est libre et génératrice de E.

e Une fois la base B = (uy)h_, fixée, les coefficients (\;)}_; interve-
nant dans la décomposition de n’importe quel vecteur v sont uniques
et appelées coordonnées de v dans cette base :

8 FMy le 3/7/2009



P
VoeR! 3 (\)i_  €RP v =) Ny
k=1
e L’existence du p-uplets de coordonnées provient de la définition
méme d’une famille génératrice.
Le fait que la famille soit libre entraine, par différence, I'unicité des
coefficients :
v= AU + Auz + -+ A,
= {1Uy + paU + -+ pUp
0= ()\1 — m)ul +--+ ()\p - up)up
donc AM—p1=A—pg="-=X— i =0
et (A1, Az, - 7)‘p):(ﬂlaﬂ27"' nu’p)

e Réciproquement & tout p-uplets (A;)i_; €RP de coordonnées cor-
respond un seul vecteur v obtenu par combinaison linéaire des vec-
teurs de la base (ug)f_; :

p
v = Z AUk de coordonnées (\g)h_, dans la base B = (ug)}_,
k=1

e Les coordonnées d’une combinaison linéaire de vecteurs dans une
base donnée sont obtenues par combinaison linéaire des coordonnées
des vecteurs initiaux :

p P
v= Z)\kuk w:ZMkuk
k=1 k=1
P P
v+w= Z()\k + g )ug ov = Z(a)\k)uk
k=1 k=1

e La base canonique Be = (ex);_; de R" est définie ainsi et la dé-
composition d’un vecteur v € R™ dans cette base Bc fait directement
intervenir ses coordonnées :

1 0 0 U1
0 1 . U2 =
el | . ex|.| - el v . v=> vpep
: : 0 : 1
0 0 1 Un,

e La famille de ces vecteurs est génératrice pour cette raison :

Outils algébriques pour la géométrie 9

V1 1 0 0
V2 : &
v . v=v | . [F+va|. |+ FUa ]| :kaek
: : : 0 1
Un, 0 0 1

Si cette combinaison linéaire est le vecteur nul alors, les coefficients
sont égaux terme & terme; la famille (ey),_; est donc libre :

1 0 0 A1 0

0 1 : Ao 0

AT |+t A ol =117

0 0 1 An 0
AM=X=-=X =0

e Les bases canoniques de R? et de R? sont notées (i,3) et (4,7, k).

e Une fois une base B a p € N* vecteurs de FE fixée, une famille de
vecteurs de E est libre, génératrice ou une base de E si et seulement
si la famille de ses coordonnées dans RP est respectivement libre,
génératrice ou une base de RP.

e Ces propriétés sont démontrées dans le cours d’algébre linéaire.
Ces propriétés sont une conséquence du fait que les coordonnées de
combinaisons linéaires de vecteurs sont les combinaisons linéaires des
vecteurs-coordonnées, et que le passage des vecteurs aux coordonnées
est bijective.

e Le fait qu'une famille de vecteurs soit une base est indépendant
de l'ordre d’énumération de ses vecteurs; en revanche les coordon-
nées d’un vecteur dépendent de cet ordre : ainsi Be = (i,7,k) et
B = (j,k,i) sont deux bases de R? et les coordonnées de 4 — k sont
(1,0,—1) dans Be et (0,—1,1) dans B.

e La décomposition des vecteurs de la base canonique peut étre une
étape intermédiaire pour montrer qu’une famille de vecteur est gé-
nératrice.

e Cette famille (u;, w2, us) de vecteurs de R? est génératrice de R3:

0 1 1
ul 1 (%) 0 us 1
1 1 0

e La résolution du premier systéme linéaire se fait par différence des
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équations, les décompositions de 5 et k en découlent :
A3=—A1 = Ao

A +A3=1 B o
AL+ Ao =0 )\3:,\2:_>\1:5
. 1 1
1 1 1 @:_§U1+§U2+§’LL3
i:—§U1+§uQ+§U3 1 1 1
,‘i:u3_i~ J= %Ul_?u2+%u3
- k= §U1+§U2—§U3

e Un calcul précédent a montré que cette famille B = (w1, ug, u3)
de R3 est libre. La famille B est donc une base de R3.

e Préciser les coordonnées dans la base (uq,u9,us) d’'un vecteur
quelconque de R3.

e La décomposition des vecteurs %, j et k aboutit directement aux
coordonnées d'un vecteur quelconque de R? :

T

. . —r+y+=z rT—Y+z rT+Y—=z
y| =2t +yjg+zk= 2y u + g U Z us
z

Sous-espaces vectoriels

Définitions

e Un sous-espace vectoriel F' de l’espace vectoriel F est un sous-

ensemble non vide de E qui est stable par combinaisons linéaires :
FCE F#0 VO\peR? V(u,v)eF? Mu4+puweF

e Fn particulier tout sous-espace vectoriel F' de E contient le vecteur

nul : 0€ F, en appliquant cette définition avec des coefficients nuls.

e Par associativité une combinaison linéaire de n vecteurs est consti-

tué de n — 1 combinaisons linéaires de 2 vecteurs, ainsi pour 3 vec-

teurs :
au + v + yw = 1(au + fv) + yw

e Tout sous-espace vectoriel F' de E a une structure d’espace vecto-
riel, et vérifie la définition et les propriétés des espaces vectoriels.
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e Ainsi une base de F' est une famille de vecteurs de F' qui est libre
et génératrice de F.
e Le sous-espace nul {0} et R" sont des sous-espaces vectoriels de
R™.
L’ensemble vide () n’est pas un sous-espace vectoriel.
e Le sous-ensemble F' de R? est un sous-espace vectoriel de R? :

x

F=S|y|/z+y+2=0pCR®
z

e Le sous-ensemble F de R? vérifie les trois propriétés caractéris-
tiques des sous-espaces vectoriels, F' est inclus dans R3, F' n’est pas
vide et est stable par combinaisons linéaires :

0 (\, 1) ER? Uy Vg
0| eF (u,v)€F? u | uy v | vy
0 F#£10 Uy Uz
Uy + Uy +u, =0 Wy AUy + pUg
Uy vy +v, =0 w | wy | = | Auy + pvy

w = \u + uv W, Au, + pu,

Wy + wy +w, = (Aug + pvg) + (Auy + poy) + (Au, + poy)
=Mug +uy +uz) + p(ve +vy+0:) =Ax04+px0=0 weF
e Ces sous-ensembles D et P sont des sous-espaces vectoriels appelés

droite vectorielle D et plan vectoriel P lorsque u # 0 et la famille
(u,v) est libre :

D={wu/AeR}=Ru  P={du+po/(\ueR?} =Ru+Ro
e Plus généralement le sous-espace vectoriel engendré par la famille

(ug)t_, de vecteurs du méme espace vectoriel E est Pensemble des
combinaisons linéaires de ces vecteurs :

p
Vect (uk)zzl = {Z AU / ()‘k)iﬂ S RP} CFE
k=1

Vect(0) = {0} Vect(u) = Ru Vect(u,v) = Ru + Ro
La convention Vect(()) = {0} est cohérente avec cette définition.

e Par construction I'ensemble Vect (ug)t_; est inclus dans E, et le
vecteur nul est dans tout les sous-ensembles Vect (u)y_;.
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Ces égalités prouvent que I’ensemble Vect (uk)izl est stable par com-

binaisons linéaires :
p+q

p q
OJZ /\kuk + ﬂz /\;u; = Z HEVE
k=1 k=1 k=1

N B a\g sikgpt B up, sik<p
ot Hi = BAk—p sik>pe Yk = uﬁc_p sik>p

e La famille de vecteurs (uy)}_, est génératrice de E si et seulement
si Vect (uy)i_; = E.

e La famille (u,v) obtenue & partir d’un vecteur quelconque w du
sous-espace vectoriel F' précédent est une base de F' :

T 1
F = yl/z+y+2=0 ul| 0 v| 1
z -1 -1
e La démonstration commence par cette décomposition :
x T T 0
w|y|eF w = Y =0 |+ vy |=2zu+yv
z —x—y —x —y

Les quatre arguments suivants sont ensuite nécessaires :

— une vérification sur les coordonnées montre que u€ F et vE F';

— (u, v) est une famille libre car ses vecteurs ne sont pas colinéaires ;
— Ru + Rv C F car le sous-espace F' est stable par combinaison
linéaire ;

— w = xu + yv provient de z = —x — y et prouve F' C Ru + Rw.
En conclusion F' = Ru + Rv = Vect(u,v), et la famille (u,v) de
deux vecteurs de F est libre et génératrice de F', et forme donc une
base de F'.

Somme et intersection de sous-espaces vectoriels

e L’intersection FF N G et la somme F 4+ G de deux sous-espaces
vectoriels sont des sous-espaces vectoriels de E :

FNG={v/veFETveG} F+G={v+w/veF ET weG}

e Le sous-ensemble F'N G contient le vecteur nul 0 et est stable par
combinaisons linéaires.

e Le sous-ensemble F'+G de E contient le vecteur nul O et est stable
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par combinaisons linéaires.

e Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires de
E lorsqu’ils verifient ces conditions équivalentes, ils sont notés
FeG=F:

FOG=FE<+= (VucE I (v,w)e FxG u=v+w)

{VueEEl(v,w)eFxG u=v+w

ET Vivyw)e FXxG v+w=0=v=w=0

e Ces deux propositions expriment l’existence de la décomposition
des vecteurs de E sur F'+ (. La premiere de ces propositions énonce
I'unicité de la décomposition de tous les vecteurs de FE, la seconde
uniquement 1'unicité de la décomposition du vecteur 0 € E, de la
forme 0 =0+ 0€F + G.
La démonstration suivante justifie I'unicité de la décomposition d’un
vecteur © = v+ w = v’ + w’ sur F + G A partir de I'unicité de la
décomposition du vecteur nul O :
u=v+w=v+w

= v-v,w—-w)eFXGET (v-—7)+(w—-w)=0

—v—v=w-w=0

—v=v ET w=w
Les deux propositions sont donc équivalentes.

e La condition suivante caractérise deux sous-espaces supplémen-

taires :
FoG=F < F+G=FEET FNG={0}

e Cette condition énonce l'existence de la décomposition des vec-
teurs de E par E = F + G, et 'unicité de la décomposition provient
de 'hypotheése FNG = {0} :
v=v+w=v+w=v-v=w -weFnG
—v—v=w-—w=0
Réciproquement si £ = F' @ G alors les deux arguments ci-dessous
justifient F'N G = {0}.
D’une part F'N G est un sous-espace vectoriel et contient le vecteur
nul 0, et d’autre part si u € FFNG alors u peut se décomposer sous ces
deux formes u+0 = 0+wu dans F'+ G. L’unicité de sa décomposition
aboutit a u = 0.

14 FMy le 3/7/2009



e Quatre inclusions dont deux proviennent de la structure des es-
paces vectoriels permettent de démontrer que deux sous-espaces F'
et G de E sont supplémentaires :

FnGc{o} {0} CFNG F+GCE ECF+G

e L’exemple ci-dessous illustre cette méthode pour prouver que F
et G sont supplémentaires :

T 1

F=S |yl /z+y+2=0 w1 G =Rw

z 1
Les deux inclusions {0} € F NG et F + G C R?® proviennent des
propriétés des sommes et des intersections de sous-espaces vectoriels.
Siwe€ F'NG ces équations prouvent u =0et F NG C {0} :

T T 1
u |y r+y+2z=0ET (EI)\G]R yl=A|1 >
z z 1
doncx+y+2=0=3A=0puisA=0
Enfin la résolution de ce systéme justifie que tout vecteur u de R?
est la somme d’un vecteur de F' et d'un de G ; la somme des trois
dernieres équations aboutit & la valeur de A :

N a+Bry=0 [ amTEEEZ
_ a+A=z o
=] si=y 152000
z Y "}/—'—A:Z ’722_)\
20 —y — 2
”; 2y—?,)z—x +:L‘+y+z 1
B 3
z 22—333—y 1
3

e La somme F' + G de deux sous-espaces vectoriels est dite directe
et est notée F @ G si et seulement si F NG = {0}.

Projections vectorielles

e Lorsque les sous-espaces F et G sont supplémentaires, la projection
vectorielle sur F' parallelement a G est I’application p suivante :
VueE Fl(v,w)e FxG u=v+w p(u) =v
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e La projection p sur F parallelement & G est une application li-
néaire :

p(u+v) =p(u) + p(v) p(Au) = Ap(u)
e Les autres propriétés de cette projection p sont les suivantes :
ucF < plu)=u ueG<=pu)=0 pop=p u—pu)eG

e Lorsque p est la projection sur F' parallelement a G alors ¢ = Id —p
est la projection sur G parallelement a F'.

Dans certains cas il peut étre plus facile de déterminer p a partir de
q que de calculer directement p.

e [’image par une projection d’un vecteur découle de la décompos-
tion de ce vecteur sur les sous-espaces supplémentaires associés a
p.

e L’exemple ci-dessous reprend les sous-espaces I’ et GG précédents
pour calculer la la projection p sur F' parallelement a G, et la pro-
jection ¢ sur G parallelement a F' :

20 —y — z rT+y+z

v e 2y—3m—z o L :L‘—i—%—%z
ply|=\8|=|—"——5— |y =AML =|—5—
z vy 22 — T —y z 1 x+y+z
3 3

Théorie de la dimension

Ce paragraphe récapitule sans preuve les principaux résultats de la
théorie de la dimension des espaces vectoriels. Ces arguments per-
mettent de justifier ou de simplifier un certain nombre de démons-
trations en géométrie.

e Si un espace vectoriel E posséde une base B = (uy);_; de n vec-
teurs, alors I'espace vectoriel E est dit de dimension finie n = dim F
et toutes les bases de E comportent dim E vecteurs.

Ainsi dim R" = n car la base canonique de R™ contient n vecteurs.

e Si l'espace vectoriel E est de dimension n, alors :

— toute famille libre de £ a au maximum n vecteurs;

— une famille libre de F ayant n vecteurs est une base;

— toute famille génératrice de £ a au minimum n vecteurs;
— une famille génératrice de E ayant n vecteurs est une base.
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e Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel de dimension
finie F est de dimension finie inférieure.

En outre I’égalité des dimensions entraine 1’égalité des espaces :
FCFE—dmF <dimF FCFEFETdmF =dmFE—F=F

Théoréme des quatre dimensions

e Deux sous-espaces vectoriels F' et G de 'espace vectoriel E de
dimension finie vérifient cette égalité :
dim F 4+ dim G = dim(F + G) + dim(F N G)

e Un sous-espace de dimension 1 est donc de la forme D = Ru ou
une base de D est la famille (u) & un seul vecteur supposé non nul.
Un sous-espace de dimension 2 est donc de la forme P = Ru + Rov
ot une base de P est la famille (u,v) supposée libre.

Géométrie affine

Dans cette partie £ est un espace affine d’espace vectoriel associé E.

Droites et plans affines

e Une droite affine D est un ensemble de points défini ainsi a partir
d’un point A et d’un vecteur directeur u # 0; le sous-espace vectoriel
D = Ru est appelé droite vectorielle associée a D :

D=A+Ru={M/3INeR AM =) u} D={AM / MeD}

e De méme un plan affine P passant par A et dirigé par deux vec-
teurs w et v non colinéaires est I’ensemble de points ci-dessous; le
sous-espace vectoriel Ru + Rwv est appelé plan vectoriel associé a P :

P=A+Ru+Ro)={M/I(\p)eR? AM =)u+ v}
P={AM | McP}

e Plus généralement un sous-ensemble V de points de 'espace affine
£ est un sous-espace affine passant par A € )V de direction V si et
seulement si le sous-ensemble V' est un sous-espace vectoriel :

V={AM /| MeV}

e Ce sous-espace V est indépendant du point de référence BV :
VBeVY V={BM | MecV}

e Cette démonstration note V4 et Vg ces sous-ensembles de vecteurs
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issus de A€V et de BV, et justifie V4 = Vp :
VA:{AM/MGV} VBZ{BM/MGV}
Soit M €V, les vecteurs AM et AB sont des vecteurs du sous-espace
V4 qui est par hypothése un sous-espace stable par combinaisons
linéaires de vecteurs, donc BM = AM — AB€Vy,, et Vg C Vy.
Réciproquement si M €V alors AM V4 et AM + AB €V, pour
la méme raison ; il existe donc par définition un point N € V vérifiant
AN = AM + AB; ainsi BN = BA + AN = AM. Cette égalité
termine la preuve de V4 C Vp.
e Ainsi un sous-ensemble de points obtenu a partir d’un point de
référence A et des combinaisons linéaires de vecteurs (uy)i_; est un
sous-espace affine d’espace vectoriel associé V :

P
V= {A + (Z )\kuk> / (Ak)Z:l € Rp} V = Vect (’u,k)izl
k=1

e Un sous-espace affine est aussi appelé variété affine.

Une droite affine et un plan affine sont des sous-espaces affines dont
I’espace vectoriel associé est une droite vectoriel ou un plan vectoriel.
e L’ensemble F est une variété affine car I’ensemble F' associé est
un sous-espace vectoriel.

T X
F = yl/z+y+2=3 F= y|l|/xz+y+2=0
v z
MeF
M : = mg+my+m, =3
M Alller oy e
" . = (my —1) + (my — 1)+ (m, — 1) =0
z

<~ AMEcF

La variété affine F est un plan affine car le sous-espace vectoriel
associé F est de base (u,v) et de dimension deux. déja calculée.

e De fagon générale le passage d’une variété affine au sous-espace
vectoriel associé consiste a supprimer les termes constants; ici le
nombre 3 est remplacé par 0.

e Deux variétés affines sont paralleles si et seulement si leurs sous-
espaces vectoriels associés sont les mémes.
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Barycentre

e Le barycentre G = Bar (A4, a)}_; d’une famille de p € N* points
(Aj)P_, associés aux coefficients (ax)?_; € RP dont la somme est
non nulle est I'unique point G défini de fagon équivalente par I'une
ou 'autre de ces égalités valables pour tout point €2 :

p p p
ZakGAk:O QG = pl (ZakﬂAk> pourZak#O

k=1 k=1

k=1 2. Qg
k=1
e Cette définition de G ne dépend pas du choix du point Q; si le
point G’ est obtenu & partir de €’ alors G = G’ car GG' =0 :
GG =GQ+ Q2 + QG

p p
S (ZakﬂAk>—|—QQ’+ . (ZakQ'Ak>
> g \k=l1 > ap Vk=1
k=1 k=1
1 p
= — (Zak(AkQJrQQ’JrQ’Ak)) =0
> o \k=1
k=1

La premiére égalité correspond a cette définition avec 2 = G.
e Le barycentre ne dépend pas de 'ordre d’énumération des points,
il est homogene et associatif, et vérifie ces propriétés une fois supposé
AN£0,a+0#0eta+B+v#0:
Bar (Ay, Aoy, )i_; = Bar (A, o) _;
Bar(4,a), (B, )) = Bar((B, ), (4, ))
Bar((4,a), (B, ), (C,~)) = Bar((Bar(A,a), (B, 8)), a + B), (C,7))

e La propriété d’homogénéité des barycentres permet de restreindre
I’étude de ceux-ci aux cas ou la somme des coefficients est 1 :

P
Bar (A, ak)i:l = Bar (Ak, na—k>
> a5/ k=1
j=1

e Le milieu I de deux points A et B est Bar((A4,1),(B,1)) :
1 1 1
AI:§(AA—|—AB):§AB IB:IA+AB:§AB:AI

e Le segment [A B] est 'ensemble des points compris entre A et B :
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[4B]= {Bar((4,0).(B.9) / (o) €R} ET (a.9) # (0,0) }
= {Bar((4,a),(B,1 —a)) / a€|0, 1]}

Reperes affines

e Un repere affine R = (A, w1, -+ ,u,) est défini a partir d’un point
A et d’'une base B = (uy,---,u,) de lespace vectoriel associé &
I’espace affine.

e Les coordonnées (juy);_; d’un point M dans le repére affine R sont
les coordonnées du vecteur AM dans la base B :

M1 1 n
M| : AM | : AM = jpuy,
fn) i) 5 k=1
e Les coordonnées d’un point M dans le repere R' = (B, w1, -+ ,uy)
sont définies a partir de celles de B et de M dans le repere R :
0 T 1 B B
Al: M| : AM | : B : AB
n H1 — ﬁl
BM = AM — AB =) (u,— B )ux M :
k=1 Hn — ﬂn R!
e Une famille de n + 1 points (Ao, A1, -+, A,) est un repere affine

de & si et seulement si la famille des n vecteurs (AgAy);_, forme
une base de ’espace vectoriel associé F.

Les coordonnées du point M sont définies de fagon similaire a partir
des coordonnées du vecteur AgM .

e Le fait que (Ag)j_, soit un repeére affine ne dépend pas de l'ordre
d’énumération des points, mais les coordonnées dépendent de cet
ordre.

e Une partie de la preuve consiste a montrer par exemple cette im-
plication qui permute les deux premiers points du repere :
(AgA1, ApAg, -+, AgA,) est une base
= (A1A40,A1Ay,--- A1 A,) est libre et génératrice
La suite de la démonstration note w, = AgAy et v, = A1 AL, et
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repose sur AgA, = AgA1 + A1 A, -
Vg = —Uj Vi = UL + Vg = U — U
La preuve que la famille (vj)o<k<p est libre repose sur ’hypothese

k1
que la famille (uy),_; est libre :

Aovo + Aovg + Agvg + -+ A\, =0
— —A\uy + /\Q(UQ — ul) + /\3(U3 — ul) + -+ )\n(un — ul) =0

:>—<Z)\k)u1+)\2u2++)\3u3+---—i—)\nun:O

k=1
n
:>Z)\k:0:>\2:>\3:---:)\n:0
k=1
:>/\1:0:/\2:/\3:"':)\n:0
Prouver que la famille (vy)o<k<n est génératrice a partir de I’hypo-
E£1

these que la famille (uy)1<kx<, est génératrice est similaire.

La démonstration de 'implication réciproque est comparable.
Echanger les deux premiers points d’un repére affine conserve la ca-
ractéristique de repere affine a cette famille de points. Il en est de
méme pour I’échange du premier point avec un point quelconque.
L’échange de deux points autres que le point de téte conserve les
mémes familles de vecteurs, énumérées dans un autre ordre, qui res-
tent des bases.

La combinaison de ces propriétés associées a la permutation de deux
points quelconques de la famille justifie que le fait d’étre un repere
affine est indépendant de I'ordre d’énumération de ces points.

e Les coordonnées (uy)_; du point M dans le repére R = (Ax);_,
permet de considérer M comme un barycentre M = Bar (A, A\p)ji_ :

H1 n
M| : AoM =) AgAy,

fin k=1 kz::(] Ak

k=0

n n
oil)\ozl—z,uk, A = pg lorsque k€{1---n}, et Z)\kzl#()
k=0

k=1
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1 n
AgM = — (ZAkAoAk

)

Projections affines

e Lorsque F est un sous-espace affine de direction F' contenant A,
et G est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F', la projection
affine p sur F de direction G est définie a partir de la projection
vectorielle p sur F' parallelement a G :

AeF N =p(M) AN =pAM) e F MN e G

Cette construction consiste a décomposer le vecteur AM sur les
sous-espaces supplémentaires ' ® G = E.
Cette décomposition unique permet bien de définir 'application p.
Cette définition est indépendante du point A€ F choisi.
e Si A" est un point de F et N’ est la projection de N & partir de
A’ alors le vecteur NN’ est nul, et N = N’ :
(u,v)eFxG AM =u+vAN =u
J(w,v)eFxG AM =u +v AN =
AA =AM —AM = (u—-u)+ (v-2)eF
v—v'=AA —u+ueFNG={0} AA' =u—u' =0
NN'=NA+AA'+ AN' = —u+ AA +4 =0
e L’expression d’une projection affine découle directement de la pro-
jection vectorielle associée, obtenue par exemple a partir de la dé-
composition des vecteurs sur les sous-espaces vectoriels.

AA'cF

e La projection affine p sur F de direction G se déduit de la projec-
tion vectorielle p sur F' de direction G déja calculée :
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My 1 x
m; 1 z
20 —-1)—(y—1)—(2—1)
vl 2y — 1 3 1
AM |y—1 AN = jaMm) = |2y =D —@-1) (-1
a1 2:-1)—(@=D—(y—1)
3
20—y —2+3
20—x—2z+3
ON =0A+AN N =pM)=
22 —x—y+3
3

Espaces euclidiens

Produit scalaire
e Le produit scalaire canonique de deux vecteurs u et v de R™ est
défini ainsi :

n
(ulwv) = Z upvp = (v|u) €R

e Le produit scalaire est bilinéaire et symétrique :
(u+ ' [0) = (u|0) + (o [0) (] 0+ o) = (u|v) + (u] o)
(Aulv) = Au|v) = (u]| dv)

e Les propriétés suivantes sont des conséquences des précédentes :
(w]0)=(0[u)=0  (~u|-v)=(u|v)
(u+v|lu+v)=(u|u)+2(u|v)+ (v|v) Q| du) = A2 (u | u)

Norme euclidienne

e La norme euclidienne ||u|| d’un vecteur w est définie a partir du
produit scalaire :

0<lull = V{ulu) = | > ui
k=1
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e [’inégalité de Cauchy-Schwarz est la suivante :
[ (u]v) | < [jul[|Jv]]
e [’étude du signe de cette expression aboutit a l'inégalité de Cau-
chy :
0< (Mu+v|du+v) = N2|u|* + 2X (u|v) + ||v]?
2 2 2
A =4((u|v)” — |[u|["[[u][*) <0
Une vérification directe justifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz lorsque
u=0.
e La norme euclidienne vérifie ces quatre propriétés caractéristiques :
||lul| >0 |lul]=0<=u=0
lu+of| < [luf[+[lv]] [l = [A]]]ul|
e La démonstration de I'inégalité triangulaire, obtenue a partir du
carré des normes, repose sur celle de Cauchy-Schwarz :
lluw+ 0| = (u+v|u+v) =|lul]* +2(u|v) +[]v||”
2 2 2
<[l + 2f[ul | o] + [[v][" = ([Ju]| + [[v]])
Les autres propriétés découlent des reégles usuelles du calcul algé-
brique.
e [’inégalité triangulaire précédente a pour conséquence ces autres
inégalités triangulaires :
1wl = l[v]l] < |lw+ |

e La démonstration consiste, comme pour les modules des com-
plexes, a appliquer 'inégalité triangulaire initiale a (u £ v) Fu et a
(utv) Fo.
e Le produit scalaire de deux vecteurs peut étre calculé a partir de
la norme euclidienne :

1 2 2 2 2 2
<U|U>:Z(||U+U|| —lu—[") = s ([[u+o|]" = [Ju||" —|[v[][")

N =

e [’égalité suivante propre aux normes euclidiennes est appelée éga-
lité du parallélogramme :

2 2 2 2
[lw+ o] |” + [Ju = o] = 2(|[ul” + [Jv][)
e Ces preuves reposent sur le développement des produits scalaires :
luto|* = (utv|utov)® = ||ul| + ]| £ 2 (u|v)
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o [’égalité de Pythagore des triangles rectangle s’en déduit lorsque
les vecteurs w et v sont orthogonaux :

(ulv) = 0= |[u+ vl =[ul]’ + o]
e La distance entre les points A et B est définie ainsi :
AB =d(A,B) =||AB||
Orthogonalité

e Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si
(u|v) =0.

e Les ensembles de vecteurs orthogonaux vérifient les propriétés sui-
vantes lorsque X\ # 0 et X est un sous-ensemble de vecteurs :

ut ={w/(wlw) =00 wl=0wt ol=r" Rr={0}
(w,0)" = {w / (u|w) = (v]w) =0} =ul Not
xi= {fw/VueX (u|w)=0} est un sous-espace vectoriel

e Si F est un sous-espace vectoriel de R™ alors F’ L st un sous-espace
supplémentaire vérifiant ces propostions :

1
FeFt=R" dm(Fl)=n-dmF (FL) =F

e Ce cours admet ces propriétés dues a la théorie des espaces eucli-
diens.

Bases orthonormées

e Cette condition définie que la famille (uy)}_; est orthonormée :

. . 0 sit#7
Vel ) (uslug) =iy sy ={Y F17

Ces vecteurs sont orthogonaux, de norme un et donc non nuls.
e Toute famille orthonormée est libre.

e La preuve ci-dessous montre A, = 0 pour tout g€ {1--- p}, et donc
la famille orthonormée (uj)y_; est libre :

Z/\kuk—O:>O—<uq\0 <uq|2/\kuk>

k=1
P
=3 Ao (ug|ug) = Z Ok,g Mk = Aq
k=1 k=1
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e Une famille orthonormée de n vecteurs de R™ est une base de R",
appelée base orthonormée.

La base canonique de R™ est une base orthonormée pour le produit
scalaire canonique de R"™.

e Le produit scalaire permet de retrouver les coordonnées d’un vec-
’ n
teur v dans une base orthonormée (uy),_; :

v:Z)\kuk <UQ|U>:Z)‘k<uq’uk>:>\q
= k=1

Z (ug | v) u

e Si le sous-espace I’ a une base orthonormée (uy);-, alors la pro-
jection orthogonale de v sur F est la suivante car p(v) € F et

'v—p(v)EFL:
F = Vect (uy) e,
FLz{w/ (wr [w) = 0= (g |w) = - = (uyy | )}

Z (ug |v)up e F

Ms

(wi|v—pw)) = (ug|v) = > (ur|v) (uq|uk) lorsque ge{1---m}

k=1

= (uq|v) — (uq|v) x1=0 'v—p(v)eFJ-

Déterminants

Déterminants d’ordre deux

e Le déterminant de deux vecteurs R? est défini ainsi :

det(u,v) = det [ * V" = UyUy — UyVy = det o Uy
Uy vy v vy

e Le déterminant d’ordre deux est bilinéaire et antisymétrique :
det(u,v) = — det(v, u)

det(Au,v) = Adet(u, v) det(u + v, v) = det(u, v) + det(u', v)

det(u, \v) = Adet(u, v) det(u,v + v') = det(u,v) + det(u,v')
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o Ces égalités peuvent étre vues comme des conséquences des pro-
priétés précédentes :
det(u,u) = det(u,0) = det(0,v) =0

e Le déterminant de deux vecteurs de R? est nul si et seulement si
la famille est liée.

e Si les deux vecteurs u et v sont colinéaires alors u = 0 ou v est
de la forme v = Au. Dans ces deux cas un simple calcul vérifie que
le déterminant est nul.

Réciproquement si le déterminant est nul deux cas sont possibles
selon que u, = 0 ou u,; # 0.

Si u, = 0 alors uyv, = 0 et pour les deux sous-cas u, = 0 ou uy # 0
la famille (w,v) est liée. Pour le premier sous-cas le vecteur u est
nul, et pour le second v, = 0 et v = (v, /uy)u.

Si u; # 0 alors la nullité du déterminant aboutit a v, = Au, ou
A = v, /ug, et de toute fagon v, = Au,, ainsi v = \u, et les vecteurs u
et v sont proportionnels.

e Toute famille libre (uy,us) de deux vecteurs de R? est une base
et la formule de Cramer détermine les coordonnées d’un vecteur v
dans cette base :

_ det(v,uz) det(u,v)

 det(uy, us) ! det(uy,ug)

e Cette formule peut étre vérifiée par le calcul et par la théorie des
déterminants.
Elle justifie qu’une famille libre de deux vecteurs de R? est une base.
e Toute famille (w1, us) de R? vérifie ces équivalences :
(u1,ug) est une base <= (u1,u2) est libre
<= det(ui,u2) #0

Déterminants d’ordre trois

e Deux vecteurs u et v de R? sont colinéaires si et seulement si ces
trois déterminants extraits d’ordre deux sont nuls :

Uz Vs U U Uy
v v
u | uy v | vy det| * “|l=det[ * F|=det|] Y Y] =0
Uy Uy Uy Uy Uy Vs
Uy e

e Sila famille (u, v) est liée alors u = 0 ou v est de la forme v = \u;
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dans ces deux cas les propriétés des déterminants d’ordre deux jus-
tifient que les trois déterminants précédents sont nuls.
Supposons réciproquement que ces trois déterminants sont nuls,
deux cas sont possibles selon que u, = u, = u, = 0 ou que
(Ug, Uy, uy) # (0,0,0).
Dans le premier cas, u = 0 et la famille (0, v) est liée.
Dans le second cas 'une des trois coordonnées u,, u, ou u, est non
nulle; supposons u, # 0, comme leurs roles de u,, u, et u, sont
symétriques.
Ainsi le vecteur (ug,u,) est non nul et, par conséquent, le vecteur
(vg,vy) est proportionnel & (ug,uy). Pour la méme raison le vecteur
(vg,v,) est proportionnel a (uy,u,). En outre u, # 0 entraine par
les équations suivantes que A = p, et les vecteurs u et v sont donc
colinéaires :
AXNER  (va,vy) = MUz, uy) FueR (vg,v,) = plug, uy)
Vp = AUy = [Uyg Vy = AUy Vy = U, A=u V= \u

e Le déterminant de trois vecteurs de R? est défini ainsi :

Up Uy Wy Up Uy Uy
det(u,v,w) =det [u, v, wy| =det|vy vy, v,
Uy U, w, Wy Wy Wy

Vy W Vy W Vy W
=ugdet | ¥ V) —wuydet | " T ) 4u,det| T T

Vy W,y Vy, Wy Vy Wy
= UgVyWy + Uy, Wy + U Vg Wy — U VyWy — UgVpWy — UyUz Wy

e Le déterminant d’ordre trois est tri-linéaire et antisymétrique :
det(u, v, w) = —det(v,u, w) = — det(u, w,v) = — det(w, v, u)
= det(v, w,u) = det(w, u, v)
Adet(u, v, w) = det(u, \v, w) = det(u, v, \w)
det(u, v, w) + det(u’, v, w)
det(u, v, w) + det(u,v’, w)
det(u, v, w) + det(u, v, w’)

det(A\u, v, w

det(u +u/, v, w

det(u, v + v, w
/

~— — ~— ~—

det(u,v,w +w

e Les propriétés précédentes aboutissent a ces égalités :
det(0,v,w)= 0 = det(u, 0, w) = det(u,v,0)
= det(u, u, w) = det(u, v,u) = det(u, v, v)

e Le déterminant de trois vecteurs de R? est nul si et seulement si
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la famille est liée.

e La théorie des déterminants justifie cette propriété, il est aussi
possible de la démontrer par un calcul coordonnée par coordonnée.
Si la famille (u, v, w) est liée, 'un des vecteurs est une combinaison
linéaire des deux autres et les propriétés précédentes justifient que
ce déterminant est nul; par exemple si w = A\u + pv :

det(u, v, w) = det(u, v, \u + pv) = A det(u,v,u) + pdet(u,v,v) =0

Réciproquement si ce déterminant d’ordre trois est nul, deux cas sont
possibles : les deux vecteurs w et v sont proportionnels ou non.
S’ils sont proportionnels la famille (u,v) est liée et la sur-famille
(u, v, w) est liée.
Sinon 'un des trois déterminants d’ordre deux associé a u et v est
non nul. La démonstration est similaire dans les trois cas. Suppo-
sons que d # 0. Le systeme linéaire suivant est de Cramer et possede
une et une seule solution (A, ). Un calcul algébrique sur la troi-
séme coordonnée exploite que det(u, v, w) = 0 et justifie ensuite que
w=Au+ pv :
AUy + [0y = Wy

d = uzpvy — uyvy # 0 { Nty + 10, = 1w,

WyVy — Wy Uz Wy — Uy Wy

Azi =
d # d

det(u, v, w)
d

e Toute famille libre (w1, us, ug) de trois vecteurs de R3 est une base,
et la formule de Cramer détermine les coordonnées d’un vecteur v
dans cette base :

_ det(v, uz,u3) det(uy, v, us3) det(uy, ug,v)

AUy + pv, —w, = =0

 det(ug, ug, u3) ! det(u, ug, us3) 2 det(uy, ug, us3)
e Cette formule peut étre vérifiée par le calcul et par la théorie des
déterminants.
e Toute famille (w1, us,us) de R® vérifient ces équivalences :
(u1,ug,us) est une base <= (w1, us,us) est libre
<— det(ug,uz,u3) #0
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Propriétés communes des déterminants

e Le déterminant ne change pas en ajoutant a un vecteur une com-
binaison linéaire des autres vecteurs; ainsi un déterminant de trois
vecteurs de R? vérifie cette égalité :
det(u + v + pw, v, w)

=det(u,v,w) + A det(v, v, w) + p det(w, v, w)

=det(u, v, w)
e Les régles de calcul sur les colonnes des déterminants s’appliquent
aussi a ses lignes.
e Les formules de Cramer permettent de résoudre les systemes li-
néaires carrés a deux ou trois inconnues.

e Ainsi le systéme suivant posseéde un unique couple (z,y) de solu-
tion :

det <7 2) det <1 7)
{x+2y:7 B 9 3 s 19 .y

_ Tr = Yy = —
rEA=Y det L2 det L2
1 3 1 3
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GEOMETRIE DU PLAN

Ce chapitre étudie la géométrie du plan initialement assimilé a l’en-
semble des points de R2.

Repérage dans le plan

Repeére canonique

e Le repére canonique du plan affine est (O,%,5) ou la famille
Be = (i, 7) est la base canonique du plan vectoriel R? :

o) ) ) s

Angles

La suite de ce chapitre suppose connues les relations trigonomé-
triques fondées sur les formules d’addition et le relévement d’un vec-
teur.

e Pour tout  €R le vecteur uy est défini ainsi et vérifie ces proprié-
tés :

cos 0 —sinf . .
“o (sin0> Yo+3 ( cos 0 > =1t J = Un/2

Ugir = —Ug  Ugior =Ug  ||ugl| =1

e Réciproquement tout vecteur unitaire est de la forme wuyg.

Tout vecteur w peut s’écrire sous la forme ||u||ug.

Lorsque le vecteur u est non nul, la valeur de 6 est définie a 27
pres et est en général choisie dans l'intervalle |—7, 7] ; cette derniére
condition entraine que 6 est unique.

e L’angle entre les deux vecteurs u = ||u||ug et v = ||v||u, non nuls
est uv = p—0 [+27] de fagon a ce que sa valeur soit dans I'intervalle
|—7, 7] ; ainsi 4 ug € 0 + 277Z.

e Par abus de notation les égalités angulaires 6 = ¢ signifient géné-
ralement ¢ — 0 € 2nZ.

e Ce formulaire découle des définitions précédentes :
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—

AMpv=uv siA>0et >0 vu=—uv[+27]
Cwv=u(—v)=av£n Gw=uv+ oW [+£27]
e L’angle ABC entre des points A, B et C distincts est BABC :
BAC+CBA+ACB=+r
e La preuve repose sur le formulaire précédent :
BAC+CBA+ACB=ABAC+BCBA+CACB
—ABAC + (-BC)(—-BA)+ CACB
—ABAC +CBAB+ ABAC = CAAC = +r
e Le produit scalaire et le déterminant calculé dans la base cano-
nique permettent déterminer I’angle de deux vecteurs non nuls :
(ug | uy) = cos b cos p + sin b sin p = cos(p — 0) = cos ug uy,
det(ug, u,) = cos sing —sinf cos ¢ = sin(p — 0) = sin ug u,
— (u|v) ——  det(u,v)

cos (uv) = ——— sin (u,v) =

~ lull[loll [l [[]]

Coordonnées polaires

e Tout vecteur OA ou u peut s’écrire sous la forme rug avec 7 > 0
et 0 € |-, w]; dans ce cas le couple (r,0) définit les coordonnées
polaires du vecteur u et du point A par rapport a l’origine O.

u(m) U = rug T =1 cosf y =1 sinf tan@zg
x

Yy
0=iu r =/ 2%+ y?

Les coordonnées polaires du plan et des complexes sont similaires.

e Deux couples de coordonnées polaires (r1,6;) € R? et (13, 6:) € R
définissent le méme vecteur & ces conditions nécessaires et suffi-
santes :
(Tg =ry ETO,—0, € QTFZ)
ou (7“2 =-—rETO—0, €7+ QTI‘Z)
ou Tg =71 = 0
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Géométrie et algebre linéaire

Base du plan

Ces résultats ont été justifiés dans le chapitre précédent.
e Le plan vectoriel R? est un espace vectoriel de dimension 2.

e Deux vecteurs forment une famille libre du plan, si et seulement
si leur déterminant obtenu & partir des coordonnées dans la base
canonique est non nul :

u v Uy U
ul| ° v| det | % T ) = ugvy — uyvy
Uy Uy Uy Uy

e Toute famille libre de deux vecteurs du plan est une base.

Toute famille de deux vecteurs du plan est soit constituée de deux
vecteurs colinéaires, soit une base.

Toute base du plan est constituée de deux vecteurs.

e Deux vecteurs u; et us forment une base du plan a cette condition :
(u1,u2) est une base <= (u1,uz) est libre
<~ det(u1,u2) #0
Dans ce cas la méthode de Cramer permet d’obtenir les coordonnées
d’un vecteur quelconque dans cette base.

Déterminant par rapport a une base

e La définition initiale du déterminant fait intervenir les coordonnées
des vecteurs dans la base canonique.
Le déterminant de deux vecteurs dans la base B = (u1,u2) est le
suivant :

V = ViUl + VU w = wiul + was
U1
V2

detg(v,w) = det ( Zl> = VjWy — VW1
2

e Les deux définitions des déterminants sont reliées par cette égalité :
detp.(v, w) = det(v,w)

e Le déterminant par rapport a une base quelconque est bilinéaire
et antisymétrique.

e La famille (v,w) est libre si et seulement si son déterminant
detg(v, w) par rapport a une base quelconque B est non nul.
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e Les démonstrations sont similaires a celles faites pour les déter-
minants dans la base canonique, les coordonnées des vecteurs sont
considérées dans la base B et non la base canonique Bc.

Géométrie euclidienne

Vecteurs orthogonaux

e Deux vecteurs uw et v sont orthogonaux si et seulement si

(ulv)=0.

Cette condition est équivalente pour deux vecteurs non nuls u et v
_ s

a la mesure de l'angle uv = iE'

e La preuve de cette équivalence est justifiée par le lien entre le

produit scalaire et le cosinus.

e L’ensemble u des vecteurs sont orthogonaux a u vérifie ces pro-
priétés lorsque \ # 0 et (z,y) # (0,0) :

1
0t =R2  (Qw)T =ul (‘;) =R (;y> wgt = Rugyy
e Lorsque u # 0, la famille & un vecteur (u) est une base de la droite
vectorielle Ru
R? = Ru & u't dim(Ru) =1 dimut =1
e Deux vecteurs forment une famille orthonormée (u,v) si et seule-

ment si les deux vecteurs sont orthogonaux et de norme un :

(wlo)=0  (ulu) = [l = (v]v) =[]o|[* =1

Bases orthonormées

e Toute famille orthonormée de deux vecteurs de R? est libre et est
donc une base, appelée base orthonormée.
Toute base orthonormée du plan est de la forme (ug, u@i%).

e Les coordonnées dans la base orthonormée B = (ug, ugir/2) d'un

vecteur quelconque v dans la base B est ( (ug|v), <u9:tﬂ- /2 ]'v> )

v = (ug|v) up + <U9i7r/2 | v> Ugir/2
Le paragraphe sur les espaces euclidiens du chapitre précédent dé-
montre ce résultat en toute généralité.
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e Une base orthonormée de la forme (ug, ug,/2) est directe, et une
base orthonormée de la forme (ug,ug_r/2) est indirecte :

det(ug, ugyr o) =1 det(ug, ug_r/2) = —1

Produit scalaire et déterminant dans une base ortho-
normée

e Dans le cas ot B = (ug, Ugir/2) est une base orthonormée, la
formule du produit scalaire est la suivante :
V= 01U + VaUginjp W = Wil + Wolgrrp (V| W) = viwy + vaws
Autrement dit, la formule du produit scalaire en fonction des coor-
données des vecteurs est la méme dans n’importe quelle base ortho-
normée, la méme formule que celle dans la base canonique (4, 7).
e Le déterminant de deux vecteurs est le méme dans toute base
orthonormée directe B = (ug, Ugyr/2)

detg(v, w) = detp.(v,w) = det(v, w)
e Dans la base B les coordonnées de v et w sont les suivantes; le
déterminant s’en déduit :

0= vgi+vy4 = (g | 0) g + (tginj2 | 0) gy
= (cos 0 vy + sin 0 vy )ug + (—sin 0 v, + cos 0 vy )Ug 7 2
detg(v,w)= (cosB v, +sinfv,)(—sin @ w, + cosfw,)
— (—sin @ v, + cos § vy)(cos O w, + sinf w,)
= v wy — Vyw, = detp.(v, w) = det(v, w)

e Le déterminant dans une base orthonormée indirecte B’ change de
signe :

detp (v, w) = —detg.(v, w)
La preuve est similaire & la précédente en remplacant wg /o par
Uyg_r /2
e Le cosinus et le sinus d’un angle uwv de deux vecteurs peuvent
donc se calculer a partir des coordonnées dans n’importe quelle base

orthonormée directe B :
— ——  det
cos (uv) = fulv) (uv) = detp(u, v)

[l [[]] ][ []]]

e Le déterminant det(w,v) mesure la surface du parallélogramme
porté par les vecteurs u et v, et det(AB, AC)/2 est l'aire orientée
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du triangle ABC :
det(AB,AC) = det(BC,BA) = det(CA,CB)

= [|AB||||AC|| sin (BAC)

e La preuve de ces égalités reposent sur I’anti-symétrie et la bilinéa-

rité des déterminants d’ordre deux, par exemple :

det(BC,BA)=det(BA+AC,BA) =det(BA,BA) + det(AC,BA)
= —det(AC,AB) = +det(AB, AC)

o Les vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement si wv = 0 ou
uv = 7, ce qui correspond & un déterminant nul.

Projections orthogonales

Les projections orthogonales du plan vectoriel sont un cas particulier
des projections étudiées dans le chapitre précédent.

e Une base orthonormée de la droite vectorielle Ru est w/||u|| qui

est de la forme uy.
La projection orthogonale p(v) du vecteur v sur Ruy est celle-ci :

p(v) = (ug | v) ug = ||v|| cos (ug, v) up € Ruy = Ru
e La projection orthogonale sur la droite Ru est la suivante car le
vecteur (1/5)u est unitaire :

o) e o))

4 25 4

Droites du plan

Définitions équivalentes

e Toute droite D du plan peut étre définie de quatre fagons équiva-
lentes :

— par deux points distincts A et B,

— par un point A et un vecteur non nul u,

— par un point A et un vecteur v # 0 orthogonal a u, et

— par une équation az + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0).
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D=A+Ru=A+RAB={M /3AeR AM = \u)
= {Bar((4,)),(B,1 - X)) / AeR} AB=u

= {Bar((4, 1), (B, ) / (A1) €R*ET A+ 4 £ 0}

= {M / det(AB, AM) = 0}
) ()

={M / (AM |v) = 0}
¢ = —(aay + bay)

:{M@) /aa:—i—by—i—c:()}

(AM |v) = ax + by — (aa, + bay) A <QI> B <2x> M (a:)
Gy Y Y

—c/a 0 o by @
€D €D det(AB,AM) =det |a, b, ¥y
0 —c/b .11

e La méthode de Cramer permet de calculer le point d’intersection
des deux droites (A B) et (C' D) supposées sécantes :

6 o6 <0 #6)

(AB) : det(AB, AM) = det (‘b“ x_a>:ab—bx—ay:0
—c x—c¢

(CD) det(C’D,CM)zdet(d y )zcd—dw—cy:O

{bx—l—ay:ab x_abc—adc_ac(b—d) _ bed —abd  bd(c— a)

dv+cy=cd *~ Tbe—ad  be—ad ' be—ad  be—ad

Ces deux droites sont sécantes si et seulement si be — ad # 0.

Distance d’un point a une droite

e La distance d(M, D) d’un point M a une droite D de vecteur di-
recteur u est la plus petite des distances de M a un point quelconque
X deD:

d(M,D) = min {|[MX]| / X €D} = |MB]|
Le point B est la projection orthogonale de M sur
D, clest-a-dire B € D et MB ¢ ut ; dans ce cas
IMBI[® < ||MB|} + || BX|[ = ||MX]||*.
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e Lorsque A € D d’équation ax + by +c¢c = 0, et v # 0 est un
vecteur orthogonal a D, cette distance est obtenue par une projection
orthogonale sans qu’il soit nécessaire de déterminer le point B :
AM |v)|  |ax + by + ¢

Vo) | Vet ®

e Avec ces notations v/||v|| est une base orthonormée de ptouD
est la droite vectorielle associée a D :

M <$> v (a) A <a1> aazy +bay +c=0
Y b ay

(v|AM) =a(x —ay) + by — ay) = ax + by — ¢

ap_ PIAM) v (] AM)|

ol [l

d(M,D) = I

[|v]]

e Ainsi la distance de l'origne a la droite d’équation 3z + 4y = 2 est
2/5.

Equation polaire d’une droite

e Toute droite D possede deux vecteurs directeurs unitaires, de la
forme +uy, 'angle 0 est défini modulo 7 et caractérise I'angle de la
droite D.

e Les équations en coordonnées cartésiennes puis polaires d’une
droite D de vecteur directeur orthogonal a u, et passant par le point
H défini par OH = hu, sont les suivantes :

M(;) (uo |OM) = (us |OH) = h cosaz+sinay=nh

h

OM = rug r cosa cosf +r sina sinf = h r=———
cos(f — a)

Le point H est la projection orthogonale de O sur D.

e Réciproquement toute équation cette forme est celle d’une droite :
1 1

= h—e —
acosf +bsind Va2 + b2
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Les cercles

Définition et équation cartésienne

e Le cercle C de centre et de rayon ReR est défini ainsi :

e= ot S = 1) = s (7) / - 4 0 = 2}

wy + Rcost W
:{<wy+Rsint> [ tel-m, ﬂ} Q(wy>

e Réciproquement I'équation z? + y2 + ax + by + ¢ = 0 représente
un cercle de centre (—a/2, —b/2), un point ou ’ensemble vide.

Caractérisation des cercles

e Le cercle C de diametre [A B] est le cercle dont le centre est le

milieu  du segment [A B], et le rayon est ||AB]||/2 :
C={M/(MA|MB) =0}

e La preuve repose sur le développement de ce produit scalaire ou

AI=1B:

[ IM|]> = (IM|IM)= (IA+ AM |IB + BM)
=(IA|IB)+ (IA|BM)+ (IB|AM)+ (AM | BM)
=—||[IA|? + (IA|BM)— (IA|AM) + (AM | BM)
——||TA|*+ (IA|BM — AM) + (AM | BM)
=—||[IA|?+ (IA|BA)+ (AM |BM)

— —[[IA|[* + 2/|IA|]* + (AM | BM) = || IA|]* + (AM | BM)
|1IM|| = [|[IA]| <= [ IM| = |[IA|]’ <= (AM |BM) =0
e L’intersection d’une droite D et d’un cercle de centre {2 et de rayon

R est ’ensemble vide, un ou deux points, selon que la distance du
centre a la droite d(£2, D) est supérieur, inférieur ou égal a R.

e Le paramétrage du cercle de centre I et de rayon 1 aboutit a
I’équation polaire du cercle r(0) = 2 cosf :

{ z(a) =1+ cosa= 2 cos*(a/2)
y(a) =sina =2 cos(a/2) sin(a/2)

OM(a) =2 cosOuy 0=a/2
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e Plus généralement 1’équation polaire du cercle passant par O et de
centre () vérifiant OQ = Ru, est la suivante :

r(0) = 2R cos(0 — a) = a cos + b sin 6 2R =Va® + b?
Cette équation polaire se déduit de la précédente par une homothétie
de rapport R et une rotation d’angle a.

Théoremes de 1’angle inscrit

e SiA, B et M sont trois points distincts d’un méme cercle de centre
Q alors AQB=2AM B[+2x7].

e La caractérisation du cercle a partir d’'un produit scalaire est un
cas particulier du théoréme de ’angle inscrit pour un angle de +m /2.
e Une démonstration algébrique est possible, en effectuant les calculs
dans le repére orthonormé direct (2, u,v) ou le point 2 est le centre
du cercle, et le vecteur v proportionnel & AB.

Avec ces hypotheses les coordonnées d’un point M du cercle, de A et
de B sont de la forme suivante, et dans le cas général, vérifient ces
égalités :

R cosf R cos« R cos« —
M <R sin 9) 4 <—R sin oz) B <R sin a> AQB = 2a
sin(AM B) _ det(MA, MB)
cos(/m\B) (MA|MB)

(cosa — cos ) (sina — sinf) — (—sin a — sin #)(cos o — cos #)

tan(fﬁ/[\B) =

(cosa — cosB)(cosa — cos @) 4+ (—sin o — sin §)(sin o — sin §)
2 sin « (cos o — cos )

2

cos? v — 2 cos § cos a + (cos?  + sin? § — sin? o)

2 sin a (cos @ — cos ) 2 sin a (cos @ — cos B)
= = tan«

cos?a — 2 cosf cosa+cos?a 2 cosa(cosa— cosb)

Cette démonstration n’est pas valable dans deux cas. Le cas
cosa = cosf correspond & M = A ou M = B, et esLe\xclu par
hypothese. Le cas cosa = 0, c’est-a-dire « = £7/2 et AQB = +7
correspond en fait a la caractérisation d’un cercle par le produit
scalaire ou le centre 2 du cercle est le milieu du segment [A B].
L’égalité tan(fﬁ\_/f\B) — tana justifie successivement AM B = a
modulo 7, puis 2AMB=AQB.
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e Une démonstration géométrique est aussi possible a partir des tri-
angles AQ M et B M isoceles en () :

—

MAQ=QMA AQM=n-2QMA

—

AQB=AQM+MQB = (r—2Q0MA) — (r —2QM B)
—2(QMB)-QMA)=2AMB

e L’ensemble des points M vérifiant AMB = 0 modulo 7 est la
droite (A B) sauf ces deux points.

e La démonstration repose sur le calcul du déterminant :
det(AB, AM) = ||M A||||MB|| sin(A M B)

e L’ensemble des points M tel que AMB=a # 0 modulo 7 est un
cercle passant par A et B, sauf les points A et B.

La valeur de 'angle A M B défini a 27 pres dépend de quel coté M
est placé par rapport a A et a B.

e Notons C le cercle contenant A et B dont le centre §2 vérifie
AQ B = 2a. Ce cercle existe et est unique, et son centre est sur
la médiatrice D de [A B]. En effet 'angle A M B varie de 0 a 27 de
facon continue et strictement monotone lorsque M décrit la droite
D d’une extrémité a l'autre.

Le théoreme précédent justifie que tous les points de ce cercle sauf
A et B sont des points-solutions de ce théoreme.

e Réciproquement tout les points M du plan sauf ceux de la droite
(A B) et ceux de la droite tangente au cercle A sont sur une certaine
droite (A M) qui coupe le cercle C en un point N autre que A et B.
Dans le cas ou M # N, la famille (BM, BN) est libre, et donc les
angles ANDB =« et AM B sont différents s modulow.

Les points M sur la droite (A B) vérifient AM B=0ouAMB =~
et ne sont pas solution car « # 0. La construction précédente n’est
pas non plus possible pour les points de la tangente en A a C, dans
ce cas I’échange des roles de A et B permet de conclure de la méme
fagon, sauf pour le point d’intersection des deux tangentes au cercle
en A et en B, qui, pour une raison du signe de ’angle n’est pas non
plus solution. -

En conclusion la seule possibilité pour avoir AM B = « modulo 7

Géométrie du plan 41

est que M = N ; ainsi ’ensemble des solutions contient le cercle
précédent.
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ETUDE DES CONIQUES

Dans ce chapitre le plan affine R? est noté P, il est muni de la
distance usuelle associée au produit scalaire canonique; A est une
droite affine, le point F'€P n’est pas sur la droite A, le point H est
la projection orthogonale de F sur A, et e R’ .

La distance d’un point M a la droite A est d(M,A) = ||[MN]|| ou
le point N est la projection orthogonale de M sur A, et & est défini
ainsi :

§=d(F,H) =d(F,A) >0

La base orthonormée (u,v) est construite de fagon da ce que le vec-
teur v soit un vecteur directeur de A et HF = du, généralement le
vecteur u est représenté horizontalement et v verticalement.

Définition géométrique et équation -carté-
sienne
Dans les définitions suivantes, les coordonnées d’un point M € P
sont notées (X,Y) dans le repére (F,u,v) et (x,y) dans le repére
(Q,u,v) une fois fixé le point QEP :

FM =Xu+Yv QM = zu + yv
e La conique C de foyer F', de directrice A et d’excentricité e est
I’ensemble de points ci-dessous :

C:{MEP/%:e}

e L’équation de C dans le repere (F,u,v) est celle-ci :
(1—e*)X? - 225X +Y? =522
Etude des paraboles - cas e = 1

e Dans ce cas I’équation de C est la suivante dans le repere (2, u, v)
ou 2 est le milieu du segment [H F1 :

)
y? =20z HQ:Qinu
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Etude des ellipses - cas 0 < e < 1

e Cette équation de C dans le repere (€2, u,v) est obtenue a partir
de la précédente par réduction sous la forme d’un carré du terme en
x, et le point € est défini ainsi :

a—i b—i<a c=Va*—b = %0 =d(F,Q)
T1-¢ T Vil - T1-e
22 42
¥+b_2:1 FQ = +4cu

Les points A, A’, B et B’ d’intersections de 'ellipse avec les axes Qx
et Qy sont appelés les sommets de lellipse, le segment [A A'] est le
grand axe, et [B B'] le petit axe. Le point  est le centre de lellipse.

Etude des hyperboles - cas 1 < e

e La méme transformation d’équation aboutit dans ce cas a cette
équation dans le repére (2, u,v), et définit ainsi le point Q qui est
le centre de ’hyperbole :
P R S SNy i — d(F,Q)
e? —1 e? —1 e?—1 ’
22 g2
a2 b2

Etude réciproque de Uéquation algébrique

=1 FQ=—cu

Les équations étudiées dans ces réciproques sont exprimées dans le
repére orthonormé (2, w,v) du plan ; dans ces trois cas la directrice
A est dirigée par le vecteur v et contient le point H.

e Réciproquement 1’équation ci-dessous est celle de Dellipse ou 'ex-
centricité e, un foyer F' et un point H sont ceux-ci :

22 42 c b2
—+5=1 oul<b<a c=Vd>—v? e=—-<1 0=—
a b a c
1) a?
HF = ju QF = —cu QOH = Uu=———u
ez —1 c

e De méme I'équation ci-dessous représente cette hyperbole :
2 2 b2

x_2_y_:1 c=vVa? + b e=S>1 0= —

a b2 a c
) a?

HF = ju QF = +cu QH = 5—u=

e —1 c
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e Une étude analytique de cette courbe ou des criteres algébriques
justifient que les asymptotes de I’hyperbolle sont ces deux droites :
r oy r Yy
—+==0 -——==0
a b a b
e Le graphe de cette fonction trinéme dans le repere (O, 1, j) est la
parabole ou le point €2 est au sommet de celle-ci, le foyer F', et la

directrice A est une droite horizontale :

y=oar’+pr+v ouacR* et (B,7)cR? 5:|;i|
a
93 Aoy — o — B2
& dory 2_5)&2 Ay = 04’)’4—24[5 dans le repere canonique
4o

Récapitulatif

e Lorsque a et b sont des réels strictement positifs, les quatre équa-
tions suivantes définissent une ellipse, une hyperbole, un cercle ou
I’ensemble vide; la directrice est une droite parallele a 'un des axes

Qx ou Qy :

2 2
x vy
ia—Q + i 1.
e Cette définition géométrique des coniques exclut les cercles, alors
que I’équation des cercles de rayon R > 0 fait naturellement partie de

cette famille des équations cartésiennes des coniques avec a = b = R.

e Lorsque I'exentricité e < 1 tend vers 1, ’ellipse correspondante est
de plus en plus allongée — le quotient a/b tend vers +0o0 — et sa
forme se rapproche de celle d’une parabole autour de l'origine.

e Au contraire lorsque I'exentricité e > 0 tend vers 0, I'ellipse cor-
respondante est de plus en plus circulaire — le quotient a/b tend
vers 1 — pour ressembler a un cercle.

Définition bifocale

e La symétrie des formules cartésiennes dans le repere orthonormé
(©, u,v) montre que les droites Qz et Qy sont des axes de symétries
des ellipses et des hyperboles; ces coniques possedent en fait deux
couples foyer et directrice symétriques par rapport a l'origine €2, ils
sont notés (F,A) et (F',A’) :
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1:2 y2

a2
e L’ensemble suivant définit I'unique ellipse dont les deux foyers sont
les points F et F’ et le demi grand axe est de longueur a :
C={MeP /dM,F)+dM,F')=2a}
|| FF| 2_ 2 c

c=—<a b=+Vva —c e=—
2 a

e Tout les points M de 'ellipse dont les foyers sont F et F’, d’exen-
tricité e = c/a et de directrice A et A’ vérifient cette définition
bifocale :

=1 QF = -QF' QH = -QH' HeA

dM,F) _d(MF)

d(M,A) ~ d(M, A

2ea?

d(M, F) + d(M, F') = e(d(M, A)+d(M,A")) = ed(A,A) = =2

Cc

Ces égalités sont justifiées du fait que les droites A et A’ sont paral-
leles, et que le point M sur ’ellipse est entre ces deux droites.
Réciproquement d(M, F) + d(M, F') est strictement inférieur & 2a
pour un point M intérieur a l’ellipse, et strictement supérieur pour
un point extérieur. De tels points M ne peuvent étre solution.

e De méme 'ensemble ci-dessous est 'unique hyperbole caractérisée
par F, F',aeth:
C={MeP /|dM,F)—d(M,F')| =2a}
5 c

FF'
627” ||>a b=+Vc*—a e = —
2 a

Le signe de cette différence détermine la branche de I’hyperbole.

e La démonstration que les points de I’hyperbole de foyers F et F’
vérifient cette propriété bifocale se fait de la méme facon que pour
Iellipse, sauf que I’hyperbole est placée en dehors des deux directrices
et non entre celles-ci.

Réciproquement, montrons qu’un point M en dehors de cette hyper-
bole ne vérifie pas cette définition bifocale; la valeur absolue de la
différence des distances est plus grande ou plus petite que 2a selon
que le point M est a 'intérieur ou a l'extérieur des braches d’hyper-
bole.

La comparaison peut se faire avec le point d’intersection N de la
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droite (F' M) et de la branche d’hyperbole opposée au foyer F'; d’ou
ces inégalités dans le cas d’un point intérieur de la branche d’hyper-
bole entourant F’ :
d(N,F") > d(M,F’) —d(M,N) d(M,N)+d(N,F)=d(M,F)
2a = d(N,F) —d(N, F')
<d(N,F)+d(M,N) —d(M,F')=d(M,F) —d(M, F")

Equation polaire

Dans ce paragraphe la droite A a pour équation x = —0§, dans le

repére (O, u,v), et le point M a pour coordonnées polaires (r,0) :
OM = r(cosfu+sinfv)

e Ces ensembles de points définis en coordonnées polaires sont
égaux :
{M(r,0) / e|r cos@ + 8| = |r| ET €]—n, 7]}
={M(r,0) / e(r cos@+d) =r ET 0e]—m, ]}
={M(r,0) | —e(r cosf +6) =r ET f€]—m, n1]}

11 suffit de vérifier que les coordonnées polaires (—r,0 + ) du point
de coordonnées (r, ) vérifient I'autre équation.

e Cette équation en coordonnées polaires représente la conique de
foyer 'origine O, d’excentricité e, et de directrice la droite d’équation
r=9:

ed

er—ecosG

e Plus généralement une conique dont le foyer est a l'origine O se
déduit de la précédente par rotation, son équation est de cette forme

ou « est fixé dans R :
ed

- 1+e cos(f —a)

r

Dans ce cas la directrice associée au foyer a 'origine est de direction
orthogonale au vecteur u,,

e La premiere de ces deux équations est celle d’'une conique dont la
directrice a pour équation x = 4, et la seconde est celle d’une conique
dont le dénominateur est de la forme ecos(6 — «) :
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- ed - D B ed
~ 1+4ecost 14+ AcosO+psingd 1 —ecos(f — a)

A I P
e=\/A"+pu Cos o c sin av - .

Réduction d’une équation cartésienne

L’ensemble T est défini ainsi dans le repére canonique (O,,7) du
plan, et ce paragraphe a pour but de déterminer un repére orthonormé
Ry = (Q,ug,vg) ot l’équation de I est « plus simple » :

I:{(‘;) /ax2+ﬁy2+7xy+)\x+uy+n:0}

6 _ [cost - —sinf
(avﬁv’%)‘?,uvn)eR Up = (Sln@) Vg = Ugyr/2 Vo ( cos 0 >

e Lorsque @« = f = v = 0 'ensemble 7 est une droite, ’ensemble
vide ou le plan en entier.
La suite du paragraphe suppose (c, 3,7) # (0,0,0).
e Ces équations relient les coordonnées (x,y) dans le repere cano-
nique aux coordonnées (X,Y’) du repere (O, ug, vy) :

OM =zi+yj=Xug+Yvy

{mzcos@X—sinHY {X: cosfx+sinfy
y=sinf X +cosfY Y =—sinfx+cosfy

e [’équation de Z exprimée dans le repere (O, ug, vg) est obtenu en
remplacant x et y en fonction de X et Y ; le coefficient en XY dans
cette équation est celui-ci :

2(3 — a)sin 6 cos O + y(cos® 0 — sin? §) = (B — a)sin(26) + v cos(26)

e L’équation dans le repere (O, u,, v,,) est de la forme suivante sans
terme en XY pour certains réels ¢ ; celui-ci est généralement défini
a partir de la fonction tan pour que le coefficient précédent de XY
soit nul :

i

AX? + BY 4+ MX + NY +P=0  tan(2p) = i
ou cos(2p) =0, c’est-a~dire ¢ = /4 ou ¢ = 37w /4, si a = f3

e Un changement d’origine fondé sur une réduction de I’équation
précédente aboutit a l'une de ces équations dans un repére
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(Q,ug,vp); les coordonnées sont notées (X' , )7), les différents cas
dépendent du signe des coefficients qui sont tous supposés non nuls :
aX?2+bY?=1: une ellipse, une hyperbole, un cercle ou ’ensemble vide
aX? 4+ bY?=0:le point Q ou deux droites concourantes en €
aX?+¢Y =0 aX?=0
aY?+¢X =0 aY? =0
aX?=1
aY?=1

} une parabole } une droite

} deux droites paralleles ou ’ensemble vide

e La courbe représentée par 2zy = 1 est de la forme précédente et
correspond bien a une hyperbole.

En effet la méthode précédente et ’aspect de la courbe justifient de
étudier dans le repere (O, Uy /4, U3y /4). Son équation devient celle-

ci:
2 2
ng(x—y) yzg(xjuy) 2oy =X?-Y? =1 e=+2
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GEOMETRIE DE L’ESPACE

Ce chapitre étudie la géométrie de l’espace initialement assimilé a
Uensemble des points de R3.

Repérage dans I’espace

Repeére canonique

e Le repére canonique de 'espace affine (O,1,7,k) est construit a
partir de la base canonique Be = (¢, j, k) de l'espace vectoriel R3.

0 1 0 0 x
olo| 4lo| 1| x|o| M|y| OM=zi+yj+zk
0 0 0 1 2

Coordonnées cylindriques

e Le triplet (r,0,z) — appelé coordonnées cylindriques du
point M — est défini a partir du fait que tout vecteur du plan
Ri + Ry est de la forme ruy avec r > 0 et 0 €]—m, 7] :

ug =cosfi+sinfdj r=/x2+y*>0 OM = rug+ zk

z z
cos = — sinf = — tan@zy
r r T

Coordonnées sphériques

Le triplet (p,0,¢) — appelé coordonnées sphériques — est dé-
fini a partir du fait que la famille (k,up) est une base ortho-
normée du plan Rk + Ruy contenant le vecteur O M ou la colatitude
p= kOM ¢ [0, 7] est un angle mesuré dans le plan Rk + ROM :

p=V224+rt=/a®+1y? + 22 OM = zk + rug = pv,

cos  sin ¢

) i z . r r
v, | sind sin g cosip=— sinp=— tanp= — |[vp]| =1
p p z

COS

L’angle de latitude est /2 — p€[—7/2, 7/2].
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Géométrie et algebre linéaire

La majorité de ces résultats a été justifié dans le premier chapitre.

Vecteurs colinéaires

e La nullité de trois déterminants d’ordre deux détermine si deux
vecteurs u et v sont colinéaires :

Uy Uy v Uy
O=det| “ “|=det{ * “|=det| * °°
Uy, U, Uy Vg Uy Uy
= UyUy — UpVy = UpVUp — Ugly = Uply — UyVy
e Les points A, B et C sont alignés ou confondus si et seulement si

la famille (AB, AC) est liée.
Cette propriété est indépendante de 'ordre d’énumération des points.

e La démonstration repose sur des équivalences de cette forme :
AMAB + 1 AC ET (A, 1) #(0,0)
< AN+ p)AB+puBC ET (A4 p,p) # (0,0)

Famille de trois vecteurs

e Toute famille libre de trois vecteurs de I'espace est une base.
Toute famille de trois vecteurs de ’espace est soit liée, soit une base.
Toute base de ’espace est constituée de trois vecteurs.

e Trois vecteurs uq, us et ug forment une base de 'espace a cette

condition :
(u1,u2,us) est une base <= (w1, u2,us) est libre

<> det(uy, u2,u3) # 0

Dans ce cas la méthode de Cramer permet d’obtenir les coordonnées
d’un vecteur quelconque dans cette base.

Géométrie euclidienne

Produit vectoriel

e Le produit vectoriel u A v est défini de la maniére suivante par
permutation circulaire des coordonnées :
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UyVy — Uy
UNV= | UyVp — ULV,
UgVy — Uz Vg

— det (“y Uy>i+det (“’Z UZ)j—l—det (“’”‘" Uﬂ”)k
Uy U, Uy Vg Uy Uy

e Le produit vectoriel est bilinéaire et antisymétrique :
uANv=—(vAu) Au) Av=AuAv)=uA (\v)
(u+uv)ANv=uAv+u'Av uA(v+V)=uAv+uAd

e Ces propriétés en sont des conséquences :
uANu=uAN0=0Av=0

e Le vecteur u A v est orthogonal a u et a v :

(wluAv)=(w|uAv)=0 wAve(u,v)"

L’identité de Lagrange énonce cette égalité :
2 2 2 2
[lu Ao][" + (u[v)” = [[u]["[|v]]

La famille (u,v) est liée si et seulement si u A v = 0.

e La premiere de ces propriétés correspond a des déterminants nuls :
det(u,u,v) = det(v,u,v) =0

Un développement coordonnée par coordonnée justifie I’égalité de

Lagrange. Le lien entre les trois déterminants extraits d’ordre deux

prouvent la derniére propriété.

e L’ensemble des vecteurs orthogonaux a la famille libre (u,v) est
proportionnel & u A v # 0, et réciproquement :

(u,'v)L:]R(u/\'v) (u/\'v)J‘:]Ru—HRv
En particulier si la famille (u, v) est libre alors (u, v, u Av) est libre.

e Un critere de dimension sur les espaces euclidiens permet de dé-
montrer rapidement ces propriétés a partir des deux inclusions élé-

mentaires R (u A v) C (u, ’U)J_ et Ru+ Rv C (u A v)J‘ :
dim((u,v)L) = dimR? — dim(Vect(u,v)) =3 -2 =1
=dimR (u Av)
dim((u A v)7) = dimR3 — dim(Vect (u Av)) =3 —1 =2
= dim(Vect(u A v))
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Une démonstration par un calcul sur les coordonnées est aussi pos-
sible.

Produit mixte

e Le produit mixte est défini & partir du produit scalaire et du pro-
duit vectoriel :
Uy Vz Wy
(u|vAw) =det |u, vy, wy| =det(u,v,w)
Uy Vy Wy

e Le produit mixte, comme tout déterminant d’ordre trois, est tri-
linéaire et antisymétrique :
(uAhv|w)=(vAw|u) =(wAu|v)
=—(vAu|lw)=—(uAhw|v)=—(wAv|u)
e Le produit mixte représente le volume du parallélépipede dont les
cotés sont ces trois vecteurs.

Projections orthogonales

Ce paragraphe reprend les propriétés du premier chapitre.
e Le sous-espace orthogonal a une droite vectorielle D de vecteur
directeur u est un plan vectoriel dont toute base est constituée de
deux vecteurs orthogonaux & u, et R3 =D & Dt
e La projection orthogonale p(w) du vecteur w sur Ru est la sui-
vante lorsque w est un vecteur unitaire :

p(w) = (u|w)u € Ru
e Le sous-espace orthogonal & un plan vectoriel P dirigé par les
vecteurs non colinéaires u; et ug est une droite vectorielle de base
v = uq A ug, et R :P@PL.
e La projection orthogonale p(w) du vecteur w sur le plan vectoriel
dont une base orthonormée est (uq,us) est obtenue a partir de la
projection g sur la droite vectorielle Rv = PL de direction P :

q<w>=<|i|w>|i=<"""‘;>v p(w) = w — q(w)

[l ol lvl]
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Bases orthonormées

e Toute famille orthonormée B = (e, ez, e3) de trois vecteurs de
I’espace est libre et est donc une base.

e Une base (eq, eq, e3) est directe lorsque det(ey, es, e3) > 0, sinon
elle est dite inverse. Deux bases sont dites dans le méme sens si elles
sont toutes les deux directes ou toutes les deux inverses.

La base canonique (4, j, k) est donc par définition directe.

e Les bases (e1,es,e3), (es,e3,e1), (es,e1,e2), (e2,e1,—es3), etc.
sont dans le méme sens.

e Toute base orthonormée directe (eq, eq, e3) vérifie ces égalités :

el Ney = e e Nesg = e esNel = e det(ej, ez, e3) =1

e Le sous-espace (el,eg)L est une droite vectorielle, de dimension
1, et contient es # 0, car la base (e, ez, e3) est orthonormée ; ainsi
e1 A ey est de la forme Aes.
Par ailleurs A = 41 a partir de I’égalité de Lagrange :
Al = [esl” = ller A ea|F = [leal | lea” — (e1 ] e2)? =1
Enfin la base (e, e2, e3) est directe :
0 < det(e, ez, e3) = det(es, e1,es) = (eg|e1 A ea) == (es| Aes) = A
En conclusion A = 1 et le déterminant d’une base orthonormée di-
recte est 1.
La méthode est similaire pour les autres produits vectoriels.
e Si la famille (u,v) est orthonormée alors les trois vecteurs
(u,v,u A v) forment une famille orthonormée et donc une base
orthonormée.
Cette base est directe.
e Les vérifications suivantes le justifient :
(ulurv)=(@lurv) =0  [uro|’ =|ju|P|lv]] - (u|v) =1
det(u,v,u Av) = (WAv|uAv) = |[uAv|?=1

Méthodes de calcul dans une base orthonormée

Dans ce paragraphe la famille B = (e1,eq,e3) est une base de l'es-
pace, généralement orthonormée directe, et les coordonnées des vec-
teurs (u,v,w) sont notées ainsi :
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U = uije] + ugze2 + uszes vV = v1e1 + v2€9 + v3es
w = wie1 + waey + waes

e La base canonique Bc = (i,7,k) et les deux bases suivantes in-
tervenant dans en coordonnées cylindriques et sphériques sont des
bases orthonormées directes :

(ug, Woir/2, k) ug = cosfi+sinfyj
(ve,sou0+7r/27 Iv9,go—7r/2)
cos @ sinp —sind —cosf cos
Vg, | sinf sing Ugir/2, | cOSO Vg p—r/2 | —Sind cosep
Cos 0 sin ¢

o Le déterminant dans la base B est défini ainsi :

up 1w
detg(u,v,w) =det | ug vy wo detg.(u, v, w) = det(u, v, w)
uz vz w3

e Dans toute base orthonormée, pas nécessairement directe, la for-
mule du produit scalaire est la méme :

<u | ’U> = U1V1 + UV2 + U3V3

e Les coordonnées de u dans cette base sont
((e1]u),(e2|u),(es|u)) :

u = (e |u)e; + (ex|u)es + (e3|u)es
Ce résultat a été justifié dans le chapitre Outils algébriques pour la
géométrie.
e Dans toute base orthonormée directe la formule du produit vecto-
riel est la méme :

u A v =det <u2 UZ) e + det <u3 v3> ey + det <u1 Ul) es
uz U3 ur n U2 U2
e Cette propriété provient de la bilinéarité du produit vectoriel et

des trois égalités de la forme e; A es = e3 vérifiées par toute base
orthonormée directe (e, ez, €3).

e La formule du produit mixte est la méme dans toute base ortho-
normée directe :
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uy v wi
(u|lvAhw)=det |uy v2 wy| =detg(u,v,w)
uz vz w3

e Ce résultat est une conséquence des deux précédents.

e La formule du double produit vectoriel énonce cette égalité :
(uAv)ANw = (u|w)v— (v|w)u

e Une démonstration consiste a construire une base orthonormée
directe (e1, e, e3) telle que u€Rey, par exemple e; = u/||ull.

Le vecteur ey est choisi orthogonal a e; de fagcon a ce que
v € Vect(ey, e2), par exemple f = v — (e |v) ey et ea = f/||f]-
Enfin e3 = e A ey termine la construction d’une base orthonormée
directe.

Cette base orthonormée directe simplifie les calculs du double produit

vectoriel car certaines coordonnées de vecteurs sont nulles :
! 1

a a a
u|0 v |V w | b
0 0 '
0 —ab'b”’
uAv=|0 (uAv)Aw=| ab'’
ab’ 0
(u|w) = aad” (v]w) =dad" +'b"
aa//a/ _ (a/a// + b/b//)a ab/b//
(u|lw)yv— (v|w)u = aad’t' — 0 = | at/a”
0 0

Ainsi (AN =kNi=7=(i|i)j— (i|7)1.
Ensembles remarquables

Plans de ’espace

e Tout plan affine de ’espace peut étre défini de quatre fagons équi-
valentes :

— par un point A et deux vecteurs u et v non colinéaires,

— par trois points non alignés A, B et C,

— par une équation ax + by + ¢z +d = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0), et
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— par un point A et un vecteur normal w # 0.
P=A+ (Ru+Rv)=A+(RAB+RACQC)

= {Bar((4,0), (B, 8),(C,7)) / (a,8,7) ER* ET a+ B+ £ 0}
={M /det(AM ,u,v) =0} ={M /| (AM |w) = 0}

a Ay
:{M<x>/ax+by+cz+d:0} w (b Alay
)
c a
AB =u AC = w=uAv d = —(aaz + bay + ca)

e Deux plans Py et Po dirigés par (u1,v1) et (ug,v2) sont paralleles
si et seulement si les deux sous-espaces vectoriels associés sont les
mémes ; ils sont caractérisés par ces conditions équivalentes :
Rui + Ry = Rug + Roo
< (ug A vy, ug A vg) sont liés
<= (a1, b1,c1) et (az,ba, c2) sont proportionnels
e La distance d(M,P) d’un point M & un plan P de direction (u,v)
est défini par ces égalités :
d(M,P) =min{||MX]||/ XeP} =||MB]|
Le point B est la projection orthogonale de M sur P, c’est-a-dire
BeP et MBE(u,v)L = Rw.
e Lorsque le plan P est dirigé par (u,v) et d’équation
ar+by+cz+d =0, la distance d(M, P) fait intervenir la projection
orthogonale de direction la droite vectorielle Rw ou A € P et
w e (u,v)J‘, par exemple w = u A v, sans qu’il soit nécessaire de
déterminer explicitement le point B :
AM, P) | (AM | w) | _ laz + by + cz + d| _ | det(AM , u,v)|
V{(w [ w) Va? + b2 + 2 [lu A o]
e Cette distance est obtenue a partir de la projection vectorielle
orthogonale de AM sur Pl = Ruw.

Droites de ’espace

e Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si la famille
(AB, AC) est liée; cette proposition est indépendante de l'ordre
d’énumération des trois points A, B et C.
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e Toute droite D de 'espace peut étre définie de quatre facons équi-
valentes :

— par deux points distincts A et B,

— par un point A et un vecteur non nul u,

— par l'intersection de deux plans non paralleles, et

— par deux équations linéaires non proportionnelles.

D=A+Ru=A+RAB AB=u
— {Bax((A,N), (B,1 - X)) / AR}
ay ag
=P1NPy u=|b [|A]|b
C1 (&)
X

ax+biy+ciz+di=0

Z /ET agx + boy + coz +do =0

=M

e La distance d’un point M a une droite D de vecteur directeur u
est définie et calculée par ces égalités ou A€ D :
MA A
A, D) = min {|[MX]| / X €D} = |IprB]| = ]
Le point B est la projection orthogonale de M sur D, c’est-a-dire
BeD et MBecut.

e La formule de Lagrange justifie ces égalités :
MAANu=(MB+BA)ANu=MBANu+BAANu=MBAu

IMB Aulf® = [|[MA|P|[ul|* — (MA|w)* = || MA|P|jull”

e Deux droites affine A; et Ay non paralleles de 'espace ont une
droite perpendiculaire commune qui est dirigée par uq A us lorsque
uy et ug sont des vecteurs directeurs de Aj et As.

Lorsque A; € Ay et Ay € Ay la décomposition de A1 As sur la base
(u1,ug, u; Aug) permet de construire les points By € Aj et By € Ay
qui appartiennent a une méme droite perpendiculaire a Aq et Ao.
A1As =vi v+ w v1 €Ruy v €ERuy weR(ul/\ug)

A1B; =v Biel AsBy = —wvy Bye Ay
BBy, = B{A; + A1 Ay + A3By = weR (U1 AN UQ)

e La distance entre ces deux droites contenant respectivement A et
B est définie de la méme maniére et se calcule de facon comparable :
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d(Al,AQ): m1n{||XY|| / XeA; ETYEAQ} = ||BlBQ||
. det(AB,ul,'uQ)
[lur A g

Angles de ’espace

e Les angles dans ’espace sont définis uniquement & ’aide du pro-
duit scalaire, sous la forme d’un cosinus, & valeurs dans [0, 7] et sans
orientation :

— _ (ulv)

cos (uv) = WE[—L 1] ‘sin (uv)‘ =

A i
[l [ ]]

° Le/slgne de 'angle u v de deux vecteurs u et v du plan dépend de
sin (uv) = detg(u, v) calculé dans une base orthonormée directe B,
une base du plan est dite directe en référence a la base canonique,
cette notion d’orientation du plan canonique R? n’a pas d’équivalent
pour les plans de 'espace.
e [’angle 0 entre deux droites dont les vecteurs directeurs sont u et
v est défini ainsi :
| (u|v)]

cos 6 ||u||||v||€[0’ 1] 6el0, m/2]
La valeur absolue du produit scalaire permet de rendre cosf indé-
pendant du choix des vecteurs directeurs +u et £v des deux droites.
e L’angle 0 € [0, /2] entre deux plans est de méme défini a partir
de ’angle entre les vecteurs normaux w et v des deux plans :
| (u]v)|

cosf) = ————
|| []]]]

e L’angle ¢ entre une droite et un plan est 'angle ¢ = 7/2 — 4 ou
1) est I’angle entre un vecteur directeur w de la droite et un vecteur
v normal au plan :

[(u]v)|

COSY = S = o]
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COURBES PARAMETREES ET POLAIRES

Dans ce chapitre le plan affine euclidien est muni du repére canonique
(0,1,3), dans lequel les vecteurs i et j sont orthogonauzx et unitaires.

Etude des courbes paramétrées

Définitions

e Une courbe paramétrée plane I' est construite a partir de deux
fonctions réelles x et y définies sur D, C R et D, C R, et cor-
respond & Pensemble des points M (t) de coordonnées (z(t),y(t)) si
teD =D, ND,.

M :D — R? OM(t) = x(t)i+y(t)j

z(t) _ _ (=@ 2
t— (y(t)) I'={M(t)/teD} = {(y(t)) /teD} CR

e Une courbe paramétrée est continue [respectivement de classe c*
ou C™] si et seulement si les fonctions = et y sont continues [respec-
tivement de classe C* ou C>].

o Le vecteur OM't) = 2'(t)i + v/ (t)j est appelé vec-
teur vitesse ou vecteur tangent. Le vecteur accélération est
OM"(t) = 2"(t)i + y"(t) j. Les vecteurs des dérivées itérées sont
définis coordonnée par coordonnée de la méme facon.

e Le graphe d’une fonction réelle f est la courbe paramétrée ainsi :

{ z(t)=t
y(t) = f(t)

e Une courbe paramétrée M (t) de I'espace R3 dans le repére ortho-
normé (O,4,7,k) est définie de facon analogue par trois fonctions
coordonnées x, y et z : OM(t) = z(t) 1 + y(t) j + 2(t) k.

Ensemble d’étude

e L’étape suivante de l'étude conmsiste a rechercher un sous-
ensemble D de D permettant de tracer la courbe I'" en entier.

e Par exemple le tracé de la courbe I' est complet lorsque t € DNR .
pour toute courbe vérifiant M (t) = M (—t).
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De méme des propriétés de périodicité comme x(t) = x(t + T) et
y(t) = y(t +T) ou T > 0 entrainent que la courbe T' est tracée en
entier pour n’importe quel intervalle de longueur 7.

e [’étude se poursuit par la recherche des axes de symétrie de la
courbe I'; les propriétés suivantes traduisent les principaux inva-

riants géométriques, par exemple lorsque ©u = —t, u = 7+t, u = 1—t,
etc. :

Symétrie d’axe Ox (@(u),y(u)) = (z(t), —y(t))
Symétrie d’axe Oy ((u),y(u)) = (—z(t),y(t))
Symétrie d’axe y = x (@(u),y(u) = (y(t),(t))
Symétrie d’axe y = —x (z(u),y(u) = (—y(t), —z(t))
Symeétrie centrale (z(u),y(u)) = (—=(t), —y(t))
Symétrie d’axe vertical x = a/2 (x(u),y(u)) = (a —z(t),y(t))
Symétrie d’axe horizontal y = b/2 (z(u),y(u)) = (z(t),b — y(t))

Invariant par rotation
centrale d’angle 7/2 (z(u),y(u)) = (y(t), —x(t))

Invariant par translation
de vecteur (b)

Invariant par homothétie
de rapport a  (x(u), y(w)) = (az(t), ay(t))
Toutes ces symétries sont orthogonales.
Exemple de astroide
e L’astroide est la courbe I paramétrée par (x(t), y(t)) = (cos® t,sin3 t).
e Les fonctions x et y sont définies et de classe C* sur R.

La périodicité de 27 des fonctions x et y entraine que la courbe est
tracée en entier pour tout intervalle de longueur 27 :

z(t+2m) = x(t) y(t +2m) = y(t)

e La recherche des symétries de cette courbe suggere a posteriori de
tracer I' en retenant l'intervalle [—7/2, 37/2].

Les égalités z(t + ) = —x(t) et y(t + m) = —y(t) réduisent I’étude
de T' a lintervalle [—7/2, m/2] et mettent en évidence la symétrie
centrale de cette courbe par rapport a l'origine.

De méme les relations x(—t) = z(t) et y(—t) = —y(t) limitent 1’étude
de I" a l'intervalle [0, 7/2] et prouvent que 'axe Oz est aussi un axe
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de symétrie de I'.

Enfin les égalités z(m/2—t) = y(t) et y(w/2—t) = x(t) énoncent que
la premiére bissectrice d’équation y = x est un axe de symétrie de I'
et réduisent I’étude de I' a l'intervalle [0, 7 /4].

La courbe compleéte est construite a partir de cette partie de courbe
pour t €0, 7/4] et est reproduite 7 autres fois pour tenir compte de
ces trois symétries.

e Il est aussi possible de partir de l'intervalle [—7, 7] et de le réduire
successivement a [0, 7], & [0, 7/2] puis & [0, /4] par les transforma-
tions u = —t, w = m — t puis u = w/2 — t qui aboutissent a trois
symétries d’axes respectifs Ox, Oy et y = x.

Tableau de variation

e Le tableau de variation des fonctions x et y sur lintervalle
d’étude I permet de déterminer la partie du plan ou la courbe est
tracée.

e Par exemple la courbe est dans la bande délimitée par les
droites verticales © = m et x = M deés que la fonction x vérifie
m < z(t) < M pour tout te 1.

e Les extrema des fonctions x et y correspondent aux points ex-
trémes de la courbe a gauche, a droite, en haut et en bas selon la
représentation géométrique usuelle.

e Les variations des fonctions = et y fixent les directions de la
courbe T :

signede 2’(t) || + | + | — | —
variation de a:(t) 7NN
signede y'(t) || + | — | + | —
variation de y(¢) || /" |\, | /' |\

sens de parcours de I H /! ‘ N\ ‘ AN ‘ v

e Le tableau de variation des fonctions z et y facilite la recherche
des éventuels points de croisement de la courbe :
M(t) = M(u) t#u

e Le tableau de variation récapitule les informations nécessaires a
un tracé soigné de la courbe I'.

Il peut étre judicieux d’ajouter dans ce tableau quelques points in-
termédiaires et éventuellement de calculer le vecteur dérivé en ces
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points.
Courbe de Lissajous

e La courbe paramétrée (z(t),y(t)) = (sin(2t),sin(3t)) appelée
courbe de Lissajous comporte des points de croisement.
La courbe est tracée en entier sur un intervalle de longueur 2w, et
les axes Ox et Oy sont des axes de symétries par les transformations
7+t et m —t. L’étude initiale se limite donc a l'intervalle [0, m/2].
Le tableau de variation est le suivant :

| 0 /6 /4 /3 /2 |
w(t)‘O/ﬂﬂ/ 1 N\ V32N, 0
g [0 7 1 N V22N 0\ -1

Les symétries imposent deux points de croisement de la courbe sur
'axe Ox, d’abcisse ++/3/2 obtenue pour t = +7/3 et u = 447 /3.
La courbe comporte quatre autres points d’intersections, dont les
coordonnées sont les solutions de cette équations & quatre sous-cas :
sin(2t) = sin(2u) ET sin(3t) = sin(3u)
<:>{ (2t —2ue2nZ OU 2t — (m — 2u) € 277Z)
ET (3t —3ue2xZ OU 3t — (7 — 3u) €27Z)

Le seul point d’intersection a coordonnées strictement positives est
(1/2,4/2/2) atteint pour t = 7/12 et u = 177/12.

Vecteurs tangents

e Un point M(a) pour lequel le vecteur vitesse OM’(a) est nul est

appelé point singulier, et point régulier sinon.

e En tout point régulier M(a) le vecteur vitesse OM/(a) non nul

est tangent a la courbe I'; il correspond direction-limite de la corde

reliant les deux points M (a) et M(a + h) quand h tend vers zéro :

M(a) M h M(a)M(t

i MMath) MM oy

h—0 h twa  t—a

e La tangente en M (a) est la droite passant par M(a) de vecteur

directeur OM'(a) # 0.

e Un point pour lequel 2'(a) =
ticale, et un vérifiant z’(a) # O
horizontale.

t 3/(a) # 0 a une tangente ver-
( ) = 0 possede une tangente

e En un point sigulier le vecteur vitesse nul, OM(a) = 0, ne permet
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pas de déterminer I'aspect de la courbe.

Aspect local des courbes paramétrées

Ce paragraphe suppose que les dérivées successives des fonctions x
et y existent d un ordre suffisamment élevé en a pour définir de la
maniére suivante les entiers p et ¢ > p.

e Pour la valeur ¢ = a du parametre, 'entier p correspond au premier
vecteur non nul des dérivées successives :

OM'(a) =0OM"(a)=---=0MP Va)=0 OMP(a)#0

e Les points réguliers, c’est-a-dire ceux pour lesquels le vecteur vi-
tesse est non nul, correspond & p = 1, et les points singuliers a p > 1.

e La définition des applications vectorielles O M(t) négligeables est
reliée a celle des applications réelles :

OM() = o ((t = a)) <= Jim 7— = OM(1) =0
. x(t
w(t)= o (t—ay) | lm % =0
= { y(t)= 0 (t—a) " ) L wl)
t—a (t — a)l’
= OM)|= o ((t - a) = Jim | = OM() | =0

e L’application de la formule de Taylor-Young coordonnée par coor-
donnée aboutit a cette égalité vectorielle a I'ordre p :
t—a)P
OM(t) = OM(a) + %OM@(Q) + 0 ((t—a))
p: —a
e Le vecteur OM (p)(a) # 0 est appelé tangente généralisée, ce vec-
teur correspond a la direction-limite de la corde reliant les deux
points M (a) et M(a + h) quand h tend vers zéro :
M(a)M h M(a)M(t
L M(@Ma+h) | M(a)M()
h—0 h? t—a (t—a)P

-0 M(p)(t)

e L’entier ¢ > p est le plus petit des ordres des dérivées successives
tel que OM PXa) et OM(9(a) ne sont pas colinéaires :

(OMP)a),OM*)(a)) est une famille liée lorsque p < k < ¢
(OMP)a), OM9(a)) est une famille libre
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Ainsi les vecteurs OM P (a), OM P+ (q), .., OM T (a) sont
tous proportionnels au vecteur O M (p)(a) 0 ; certains de ces g—p—1
vecteurs peuvent étre nuls.

e Les développements limités des coordonnées du point M (a + h)
par I'application de la formule de Taylor-Young aboutissent a cette
égalité vectorielle :

OM(a + h) lim e(h) = lim e, (h) = lim ¢, (h) =0
= OM(a) + p—];(l +e(h))OMP)q) + g(OM(q)(a) +ex(h)i +ey(h) 5)

e L’aspect de la courbe I" au voisinage du point M (a) s’obtient &
partir de cette égalité vectorielle, et dépend plus précisément de la
parité des entiers p et q :

‘ p est impair p est pair

q est pair | aspect régulier rebroussement de seconde espéce
q est impair | point d’inflexion rebroussement de premiere espece

e Un point birégulier vérifie p = 1 et ¢ = 2, il est d’aspect régulier.
Un point de rebroussement est un point singulier.

Un point régulier est un point d’aspect régulier ou un point d’in-
flexion.

e Les deux méthodes pour obtenir p et ¢ consistent soit a calculer les
dérivées successives, soit a retrouver ces dérivées par les développe-
ments limités des coordonnées, grace a la formule de Taylor-Young.

Points singuliers de l’astroide

e Le point M(0) de coordonnée (1,0) de l'astroide paramétrée par
z(t) = cos®t et y(t) = sin®¢t est singulier car 2'(0) = y/(0) = 0.

Les développements limités de x(t) et y(¢) en 0 permet de déterminer
les vecteurs dérivées successifs :
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t2 3 3t?
_ 34 v 3 _1_ 2 3
x(t) = cos —<1 2+_q(t)) =1 5 +t20( )
y(t) = sin*t = (¢ - Pro (t3))3 — 3+ o ()
6 t— t—0
3
1\ o (-3/2) L 5[0}, (2
o= (1) (4 o (1) (44

OM0) (8) OM"(0) <_03> oM®(0) (g) p=2 ¢=3

La courbe comporte donc un point de rebroussement de premiére es-
pece de tangente généralisée de direction horizontale 0M"(0) = —34.

e Des critéres de symétrie permettent de déterminer ’aspect de cer-
tains points singuliers sans mener a terme tous les calculs.

Par exemple 'axe Ox de symétrie de 'astroide permet de déduire
laspect du point M (0) une fois connue l'ordre de la tangente géné-
ralisée : p = 2; cette symétrie interdit un point de rebroussement de
seconde espeéce.

Concavité

e La concavité traduit les variations relatives, vers la gauche ou vers
la droite, du vecteur vitesse.

Le vecteur accélération O M"(a) représente les variations du vecteur
vitesse OM'(a); et, pour cette raison, le vecteur accélération est
orienté dans le sens de la concavité de la courbe.

e Le changement de signe de ce déterminant signale un point d’in-
flexion ou un point de rebroussement de seconde espece :

/ 1 _ .CC/((L) 1‘”(&)
det (OM0),0Mw) = (10) 211 )

Direction asymptoptique et asymptote

Dans ce paragraphe les fonctions x ou y divergent vers oo au voi-

sinage de a € R. Cette hypothése entraine que tlim [|IOM(t)|| = +o0
—a

et que la courbe I' n’est pas bornée au voisinage de a.

e La direction asymptotique définie & une constante multiplicative
positive pres est un vecteur non nul qui indique la direction limite
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de la courbe I' au voisinage de a.
Cette direction est celle de la limite vectorielle suivante calculée co-
ordonnée par coordonnée :
OM(t)

lim ————

t—=a [[OM(1)]|
e La condition suivante est suffisante pour que la courbe I' possede
une direction asymptotique en a :

t
lim Q =/eR direction asymptotique 1
t—a :L‘(t) ¢

t
lim & == direction asymptotique 0 .
t—a x(t) 1

e Une droite A est asymptote de la courbe I' au voisinage de a si et

seulement si la distance d’un point M (¢) de la courbe & la droite A

tend vers O en a : %im d(M(t),A) = 0avec d(M(t),A) = ||H(t)M(t)||
—a

et H(t) étant la projection orthogonale de M (t) sur la droite A.

e La courbe admet une branche parabolique dans la direction
asymptotique lorsque d(M (), A) tend vers +00 ou A est une droite
dirigée par la direction asymptotique.

e Le vecteur directeur de I’asymptote est la direction asymptotique;
I’équation de la droite A est de la forme y = fx + m; et le tableau
ci-dessous détermine 'existence et I’équation de 'asympote :

limM:EGR

t—a x(t)
%im y(t) —Lz(t)=meR asymptote A d’équation y =z +m
—a
1
%im y(t) — lx(t) = oo branche parabolique de direction < €>
—a
_yt) - -
lim == =0 est un cas particulier du précédent
" (1)
%im y(t) =meR A d’équation y = m
—a
%im y(t) = £oo branche parabolique horizontale
—a
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i YO _ i 20 _

= =4 im —= les roles de x et de y sont inversés
t—a z(t) t—a y(t)
%im z(t)=meR A d’équation x = m
—a
%im x(t) = £oo branche parabolique verticale
—a

e Le signe de f(x) — fx — m renseigne sur la position relative de
I’asymptote par rapport a la courbe.

e La courbe (z(t),y(t)) = (t*/(t — 1),t2/(t + 1)) comporte trois
asymptotes : asymptote horizontale d’équation y = 1/2 lorsque ¢

tend vers 1, asymptote verticale d’équation x = —1/2 lorsque ¢ tend
vers —1, et asymptote d’équation y = x — 2 lorsque ¢ tend vers 4o0 :
t t—1
& = — de limite 1 en +00
x(t) t+1
—2t° -
y(t) —x(t) = o] de limite —2 en +o00
2
y(t)—a:(t)+2:—ﬁ<0 pour [t > 1

Le signe de cette derniére expression prouve que la courbe I' est
placée en dessous de cette asymptote des que |t| > 1.

Etude des courbes polaires

Définitions

e La courbe polaire associée a la fonction réelle r dont I’ensemble de
définition est noté D C R est 'ensemble I' des points M () définis
ainsi :

M:D— R?
+(0) cos OM(O)=r(0)uy L g (COSQ
9’—><r(9) sin9> '={M(@)/0eD} CR sin 6

e Une courbe polaire est continue si et seulement si la fonction r est
continue.

e Dériver la fonction vectorielle 8 — ug opére une rotation d’angle
m/2 et se traduit dans le plan complexe par une multiplication par
i:
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cos 6 , [—sinf ' 0
o (sin@) u9<c0s9> fiO—e
uy = UGt /2 Uy = Ugpr = —Up
f/(e) — ieia — ei(9+ﬂ/2) f//(e) — i2€i9 — _eie — ei(9+7r)
e Le vecteur-vitesse et le vecteur-accélération sont donc les suivants :
OM'(0) = r'(0) ug + (0) Up 1 o
OM”(Q) = (7’”(9) —7(0))ug + 27”(0) UGy /2

Ensemble d’étude

e [’étape suivante de 1’étude consiste a rechercher un sous-
ensemble D de D permettant de tracer la courbe I' en entier.
o Les égalités r(6+2nm) = r(0) et r(6+(2n+1)7) = —r(6) entrainent
que les points correspondants de la courbe I' sont confondus :

Ugt2nm = UP UGt (2n+1)r = — U9

r(0 + 2nmw) = r(0) = OM(0) = OM(0 + 2nm)
r@+ 2n+ 1)7w) = —r() = OM(0) = OM(0 + (2n + 1)7)

e L’étude se poursuit par la recherche des invariants de la courbe I';
ces propriétés traduisent les principales symétries :

Symétrie d’axe Ox r(0)=r(—0)

Symétrie d’axe Oy r(@)=r(mr—0)ou —r(—0)
Symétrie d’axe y = x r(@)=r(r/2—6)

Symétrie centrale r(@)=r@ L)

Invariant par rotation d’angle « (0 +a)=1r(0)

Symétrie d’axe orienté par u, r(2a —0)=1r(0)

Symétrie d’axe orienté par wqyr/o 7(2a —0)= —r(0)

Toutes ces symétries sont orthogonales.

e Cette partie de I’étude se termine en recherchant donc un intervalle
le plus petit possible permettant, aprés rotations et symétries, de
tracer completement la courbe I'.
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Vecteurs tangents et tableau de variation

e Le vecteur tangent OM'(0) est différent du vecteur nul deés que la
courbe n’est paﬂorigine.

L’angle V = uy OM'(0) est défini a 7 pres :

r(0)

r'(0)

e Le seul éventuel point singulier d’une courbe polaire est 'origine,
tous les autres points sont réguliers.

OM'(0) = r'(0) ug + 7(0) Wy r /o tanV =

e Lorsque 7(a) = 0 et 7'(a) # 0 la courbe passe par 'origine et est
un point régulier. Le vecteur tangent est orienté par .

e Le tableau de variation de la fonction r permet de placer la courbe
par rapport a un disque de rayon R > 0

|r(0)] < R <= M(0)eB(O,R) B(O,R)={M / ||OM|| < R}
En outre le signe de () sur un intervalle I permet de placer la
courbe dans le secteur angulaire correspondant a I si 7(f) > 0, ou
dans le secteur symétrique a l’origine si r(0) < 0.

e Récapituler dans le tableau de variation r’ et tanV = r/r’ re-
groupe les principales données nécessaires au tracé de la courbe.

e La courbe polaire r(0) = cos(36) est tracée en entier sur un inter-
valle de longueur m, et comporte trois pétales, alors que la courbe
polaire () = cos(40) est tracée en entier sur un intervalle de lon-
gueur 27, et en comporte huit.

Aspect de la courbe a l’origine
Ce paragraphe suppose que les dérivées itérées de la fonction r
existent a un ordre suffisamment élevé pour définir ’entier p.

e Les courbes en coordonnées polaires sont des cas particuliers de
courbes paramétrées, 'aspect d’un point singulier dépend des valeurs
de p et g associées aux dérivées itérées.

o Les dérivées successives de O M(«) sont les suivantes lorsque « est
une solution d’ordre p de ’équation r(0) = 0 :
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r(a) =1 (a) = r”(a) =...=r® V) =0 ET r®(a) £ 0
OM(a) M'(a)=0M"(a)=---=0MP Na)=0
ETOMP( ): Pl () uq £ 0
ETOM®™ () = (p+ 1)rP(a) ugirn + r?™ (@) ua # 0
ET (OM®)a), OM P+ ()) est libre ET ¢ =p+1

e Toute courbe polaire a l'origine a donc 'aspect soit d’un point
régulier soit d’un point de rebroussement de premiere espéece.
Dans tous les cas la tangente généralisée est de direction wu,,.

e La formule de Taylor aboutit a cet équivalent et met en évidence
le signe de r(#) au voisinage de « :

r(@) ~
@)~ o
e L’entier p est impair si et seulement si o est une racine d’ordre
impair de r(«) = 0, et dans ce cas r(0) s’annule et change de signe.
L’aspect de la courbe a 'origine est celui d’un point régulier.

e Au contraire p est pair si et seulement si 6 est une racine d’ordre
pair de 7(6) = 0, et r(f) s’annule sans changer de signe au voisinage
de a.

L’origine est alors un point de rebroussement de premiere espece.

Concavité

e La concavité d’une courbe paramétrée dépend du signe du déter-
minant det(OM’, OM") dont la formule de calcul est la méme dans
toute base orthonormée directe, la base By = (ug, g ,/2) dans ce

o det(OM'(0),OM"(0)) = detp, (OM'(9), OM"(9))

_ 7’/(9) 7’”(9)—7“(9) _ / "
=det (r(@) 27 (6) > =72(0) +2r%(0) — r(0) " (0)

e La courbe polaire représentée par r(6) = 1 + cosf est appelée
cardioide; les propriétés r(m) = r'(7) = 0 et r"(7r) = 1 justifient
que l'origine est un point de rebroussement de premiere espéce; la
concavité de la courbe ne change pas, elle est tournée vers la gauche
en suivant le sens de parcours trigonométrique des 6 croissants :
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, I _ —sinf —1—2cosf
det(OM'(0),OM"(0)) = det (1 4 cosf 9 sind )

=2sin?0+ 143 cosf+2 cos? = 3(1 +cosf) >0

Direction asymptoptique et asymptote

e Par définition méme de la direction asympotique la courbe po-
laire r(0) possede une direction asymptotique u, si et seulement si
(}im r(f) = £oo.

—Q

e La courbe paramétrée possede une asymptote A de vecteur direc-
teur u, passant par H tel que OH = {u, /7 si et seulement si la
limite elim sin(f — a) r(6) = { existe et est finie.

—Q

e Le signe de sin(f — «) r(6) — ¢ précise la position de la courbe par
rapport a I'asymptote.
e La limite £ peut étre obtenue par un calcul d’équivalent :

sin(f — ) r(0) o (0 —«a)r(0)

e La courbe polaire r(f) = 2/cos(20) est tracée en entier sur un
intervalle de longueur 27 et est invariante par rotation d’angle —m /2
car (0 + 7/2) = —r(f). Elle possede une symétrie d’axe Oz car
r(—0) =r(0).

Cette courbe comporte 7 autres morceaux similaires a celui obtenu
par 1'étude sur [0, 7/4].

Ces limites justifient que I'asymptote a la courbe au voisinage de
0 = /4 est dirigée par u,/, et contient ce point H :

lim r(0) =+o0 h=0—2  OH=—tgjirp=1t_;

0—m/4 4
O<m/4
2 sin(0 — 7 /4) 2sinh —2sinh —2sinh
cos(26) cos(2h +w/2)  sin(2h)  2sinhcosh

de limite ¢ = —1
L’inégalité f(h) < —1 pour h proche de 0 place la courbe dans le
demi-plan délimité par cette asymptote qui ne contient pas l’origine.
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Branches en spirales

e Une courbe polaire () contient une branche en spirale lorsque
I'intervalle d’étude de la courbe s’effectue sur un intervalle non borné,
par exemple R ou R;.

e Lorsque r(f) tend vers une limite finie R au voisinage de £oo cette
branche en spirale est un cercle asymptote de rayon R et centré a
Iorigine.

Lorsque r(#) a une limite infinie en +00, la courbe n’est pas bornée.

—

e Les courbes polaires 7(f) caractérisées par un angle OM OM’ = «
constant sont appelées spirales logarithmiques. Ce sont les courbes
polaires dont la fonction 7(6) est solution de cette équation différen-
tielle :

r
tanV = - = tan o rl = r 7"(9) — )\eﬁ/tana
T
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PROPRIETES METRIQUES DES COURBES

Dans ce chapitre le plan affine euclidien est muni du repére canonique
(0,1,3) ot les vecteurs & et j sont orthogonauz et unitaires.

Les courbes paramétrées étudiées sont généralement de classe C* ou
C? et notées M(t) avec t€|a, b].

Rectification

e L’abscisse curviligne s et la longueur L d’une courbe paramétrée
M(t) de classe C! sur l'intervalle [a, b] sont définies & partir de ces
notations plus ou moins précises :

= [llomtllar )=S0 < jlonr(n)  as =|jor|as

= /bds = s(b) — s(a)

L’application s(t) est donc une primitive de ||OM(t)||, généralement
calculée par intégration sur le segment |[a, t].

= [lom)ar= [ 40

e Le calcul de cette longueur dépend de la fagon dont la courbe est
représentée, courbe du graphe d’une fonction f(z), courbe du plan
paramétrée par (x(t),y(t)) ou courbe polaire associée a r(0) :

/b J1+ 2(z) de /b a2 () + o2 () dt /b Jr20) + 72(0) do

ds_ 2 ds_ [ 2 ds

do

e Les notations utilisées dans ce paragraphe omettent régulierement
le nom des variables et représentent de fagon différentielle les déri-
vées :
ds ds(t

2 + % & la place de z%(t) + v (t) % a la place de s'(t) = d(t )
e Le vecteur tangent OM’ est aussi appelé vecteur vitesse, et sa
norme ||OM’|| est la vitesse.
Le lien entre la vitesse et la longueur de la courbe est le méme
qu’entre un indicateur de vitesse et un compteur kilométrique.

e Lorsque 'application ¢ est croissante, de classe C! et bijective
d’un segment [o, 3] dans [a, b], et que Papplication ¢! est de classe
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C', les deux paramétrages M= Mo © sont appelés paramétrages
équivalents de la méme courbe.

Une telle application ¢ est appelée changement de paramétrage ad-
missible de la courbe paramétrée.

e La longueur de la courbe paramétrée M=Mo ¢ définie sur [a, f]
est la méme que celle définie par la courbe M.

e La démonstration repose sur un changement de variable :
—~ —~/
OM(u) = OM(p(u))  OM (u) = ¢'(u) OM'(p(u))
loa' ]| = &'(u) [lOM (o))

B — .y b
L=LHOMwa=LHOMWNMww=LHmW@Mt

e L’hypothese que l'application ¢ est strictement croissante indique
que les deux courbes M et M sont parcourues dans le méme sens :
M(a) = M(«) et M(b) = M (), sans points singuliers supplémen-
taires.

L’hypothése que 'application p~! est bien définie et de classe C!
ne sert pas dans cette démonstration, mais permet de retrouver le

paramétrage M (t) a partir de celui de M (u).

Paramétrage régulier et paramétrage normal

e Le paramétrage M (t) d’une courbe I' pour laquelle le vecteur tan-
gent OM(t) ne s’annule pas est appelé paramétrage régulier.

e Le paramétrage P(s) d’une courbe pour laquelle le vecteur tangent
OP/(s) est unitaire — ||OP/(s)|| = 1 # 0 — est appelée paramétrage
normal.

Tout paramétrage normal est régulier.

Dans la suite le paramétrage M(t) est régulier de classe C', dépend
d’une variable t € [a, b] et définit la courbe T

La courbe paramétrée M (t) de classe Cl est sans point singulier ni
point de rebroussement car la vitesse est continue et ne s’annule pas.
Les paramétrages normaux sont notés P(s) et dépendent d’une va-
riable s.

e Le paramétrage P(s) ci-dessous est équivalent au paramétrage
M (t) et normal; il représente la méme courbe I'; Papplication s est
strictement croissante car §'(t) = ||OM(t)|| > O et continue, donc
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bijective :
P=Mos ! M = Pos autrement dit M(t) = P(s(t))
1 OM'(s71(0))
s'(s7(0)) ~ JloM (s~ ()]
e Le changement de paramétrage s est admissible.
Les courbes représentées par les paramétrages M (t) sur ¢ € [a, b] et

P(s)surs€[0, Ljou L = | Lf ds sont identiques, elles sont parcourues
dans le méme sens de M (a) = P(0) a M(b) = P(L).

OP/o) =

Repere direct de Frénet

Dans la suite de ce chapitre la courbe réguliére paramétrée par M (t)
a pour paramétrage normal P(s) qui vérifie M(t) = P(s(t)).

Les notations usuelles nomment de la méme facon la fonction d’ab-
cisse curviligne s(e) et la variable s d’un paramétrage normal.

e Le vecteur tangent T'(s) = OP/(s) d’une courbe normale est uni-
taire et de la forme wu,. Le vecteur IN(s) = w42 associé a T'(s)
est choisi de fagon & ce que la base (T'(s), N (s)) = (tp, Uy r/2) SOit
une base orthonormée directe.

e Le repere de Frénet au point P(s) d’une courbe de paramétrage
normal est le repere affine (P(s),T'(s), N (s)).

e Le repére de Frénet en un point d’'une courbe I' de paramétrage
régulier M (o) en ¢ est le repere de Frénet de I' de paramétrage normal
P(e) en s(t).

En toute rigueur il devrait étre noté (P(s(t)), T (s(t)), N (s(t))) :

M=Pos M(t) = P(s(2))
OM(t) = s'(t) OPs(t)) = ||OM(#)|| T(s(t))
, ds oM’

Ces deux derniéres lignes correspondent a la méme propriété ; la pre-
miere des deux précise les variables et les compositions d’applications
intervenant dans 1’égalité vectorielle, alors que la derniere les sous-
entend.

e Le repére de Frénet d’une courbe est indépendant du paramétrage
admissible choisi, et Tp(s(t)) = Tas(t).
Pour cette raison le vecteur tangent est dans la suite noté T" au point
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OM(s™(0)) = IOP]| =1

P(s) = M (s(t)) sans préciser le paramétrage.
e Le repere de Frénet (M, T, N) d’un point M d’une courbe I' est

transformé en (M, —T',—NN) lorsque le sens de parcours échange les
extrémités de I'.

Etude de la courbure

Dans cette partie les courbes étudiées sont toutes de classe C?.

Courbure pour un paramétrage normal

e Le vecteur OP’(s) = T'(s) d'une courbe de paramétrage normal
P(s) est orthogonal au vecteur unitaire OP/(s) = T(s), et est donc
proportionnel au vecteur N (s) du repére de Frénet; la courbure
algébrique p(s) en P(s) est définie ainsi :
N
0= (IIT(s)II7) =2(T'(s)|T(s))  OPs)=T'(s) = p(s) N(s)
dT dN
— =pN — = —pT
ds P ds P
e Un point d’une courbe paramétrée est birégulier lorsque p = 1 et
q = 2; cette condition est équivalente a une courbure p non nulle
pour les courbes de paramétrage normal.

e Le rayon de courbure en un point birégulier P(s) est R = 1/p, et
le cercle C de rayon R et de centre §2 tel que P = RIN est appelé
cercle osculateur de I' en P(s).

e Un paramétrage régulier du cercle de centre A et de rayon r par-
couru dans le sens trigonométrique est le suivant, le paramétrage
normal et la courbure en découlent :
xo x(t) = xo + 1 cost / 2'(t)= —r sint

A Mt . OM'(t

<Z/0) (){ y(t)=yo +r sint (){ y'(t)=r cost
x(s) = xo + 1 cos(s/r)
y(t) = yo + r sin(s/r)

u (COSt) T_ dOP ar 1

<in t ds = Us/r47/2 ds  r Us )y

oM@ =r  st)=t/R  P(s) {

N:us/r+7r:_us/r p:l/r R=r QP:R’U,S/T:AP

Le rayon de courbure 1/p d’un cercle parcouru dans le sens direct
est son rayon r. Le rayon de courbure du méme cercle parcouru dans
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le sens inverse est —r
Dans les deux cas A = Q et le cercle osculateur du cercle est lui-
meéme.

e Le cercle osculateur C paramétré de fagon normale et parcouru
dans le sens de T, et la courbe I' ont le méme repere de Frénet et la
méme courbure au point de contact P(s).

Les dérivées premieéres et secondes des paramétrages normaux du
cercle et de la courbe sont égales en ce point.

Pour cette raison le cercle osculateur est le cercle «le plus proche »
de la courbe I" parmi tous les cercles tangents a I' en P(s),

e La courbe décrite par les centres des cercles osculateurs d’une
courbe I' est appelée développée de T'.

Courbure pour un paramétrage régulier

e La courbure en un point d’une courbe I' de paramétrage régulier M
en t est obtenue, comme le repére de Frénet, a partir du paramétrage
normal P de I' en s(t).

e Pour toute courbe de paramétrage régulier, la dérivée de I'appli-

cation t — T; correspondant au vecteur tangent unitaire de Frénet

en M(t) est en fait la composition des applications t — s(t) avec

s+ Tp(s) = OP/(s) et se dérive comme une application composée :

drI' dT' ds ds

T t == T S t _—— — = —

m) =Tr(s() =L T &

Les notations employées notent généralement T le vecteur tangent

de Frénet a la place de T (t) = Tp(s(t)), et sous-entendent que le
calcul est fait au point M(t) = P(s(t)).

e Le vecteur accélération s’écrit donc ainsi dans le repeére de Frénet :

ds ds
OM't)=—T — =||lOMt
=" = Jlom(|
d? dsdT  d? d
_ &s S _ 4% ( S

2
=T = NN
@ Taa T ae >p

M//
OM"(t) g

Angle de relevement

e Si l'application ¢ — z(t) définie d’un intervalle I dans I’ensemble
des complexes de module 1 du plan complexe est de classe C" ou
n > 1, alors il existe une application réelle ¢(t) de classe C" définie
sur I telle que z(t) = e! *) pour tout tel.
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pIN  correspond A (T o s)'(t)

e Si lapplication ¢(t) est solution, alors la dérivée de cette
égalité complexe complexe aboutit & 2/(t) = ¢'(¢)ie P et
Si 2 (0)/2(0) = & (1),

Réciproquement vérifions que cette primitive complexe de ¢(t) de
Iapplication —i2/(t)/z(t) ou tg € I et 6y = arg z(ty) est bien solu-
tion :

[t (u)
o) =i | T
L’application ¢ est a priori a valeurs complexes.
L’application f(t) = e~ 9®) 2(¢) est dérivable sur I'intervalle I de dé-
rivée (2'(t) — i@ (t) z(t))e™ 1) = 0. L’application f(t) est constante
sur I, de valeur f(t) = f(to) = 1; ainsi z(t) = e' ?®).
e Si lapplication ¢ — U(t) définie d’un intervalle I dans I’ensemble
des vecteurs unitaires du plan est de classe C", alors il existe une
application réelle ¢ de classe C" définie sur I telle que U (t) = uy ()
pour tout te1 :

U(t) = cos(p(t)) i + cos(p(t)) I = uy Yo (Z?I? :j)

du  (to) = 0o

e La preuve de ce théoréme consiste a identifier le plan complexe C
avec R, ol 24 + yj € R? correspond & z = x + iy.
e La fonction vectorielle T' de Frénet posséde une fonction de rele-
vement ¢ de classe C' dés que le paramétrage normal P(e) est de
classe C?; la dérivation de la premiére égalité aboutit au calcul de la
courbure :
T(s) =ups  p(s)N(s) =T(s) = ¢'(s) Up(s)1n2 = ¢'(s) N (s)
de
— / P
ps)=¢'(s)  p=,
Détermination de la courbure d’une courbe paramétrée

e La propriété précédente permet de calculer la courbure d’une
courbe paramétrée de fagon normale par (zp(s),yp(s)) :

cos(¢(s)) = 2’p(s) sin(¢(s)) = yp(s) tan(p(s)) = iiig
_dz . dy B d_Z;
COSP= 18 s = 2 tango_étig
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o(s) = &'(s) = —jﬁéi - i}fj; — yb(5) p(5) — p(5) ()

e Le vecteur tangent de Frénet est noté T indépendemment du para-
métrage choisi car T/ (t) = Tp(s(t)). Il en est de méme pour l'angle
de reléevement ¢ défini a partir du vecteur T'. En effet les angles de
relevement pour une courbe réguliere en M (s(t)) ou pour la courbe
normale associée en P(s) sont égaux et pr(s(t)) = ¢@p(s).
e La méthode géométrique pour déterminer l'angle de relevement
d’une courbe I' paramétrée de fagon réguliere par (xpr(t),yar(t))
consiste le plus souvent a exploiter la relation en tan ¢ pour le para-
métrage normal (xp(s),yp(s)) associé a I :
zp(s(t) =zm(t)  2p(s(t)s'(t)=
yp(s(t))=yn(t)  yp(s(t))s'(t)
_ up(s() _ ya(D) _

tan (p(s(t))) = 2’ (s(t)) N 2 (1) - %

s 2y (t)
s Yy (t)

e La dérivée de cette application composée relie la courbure aux
variations de ’angle de relevement :

ont(t) = pp(s(t)  p= el den(®) _ dep(s(t) ds(t)

ds dit ds dt
dp
p= gi au point M(t) = P(s(t)).
dt

e La combinaison des deux remarques précédentes permet d’extraire
p =dy/ds.

e Une méthode comparable traitant cos ¢ ou sin ¢ a la place de tan ¢
est aussi possible :

dz dy
coscng—fg sincp:%
dt dt

e L’exemple suivant détermine de cette maniére la courbure de la
parabole d’équation y = az? avec a€R :

M(t) { z(t) =t 4 _ STva?

y(t)=at®>  dt

/
y'(t) 9t ds d

' 2
= s A =2
x'(t) dt ds( tan” ) = 2a

tan ¢ = tan(p(s(t))) =
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dp 2a 2a 2a

T ds ds(14+tan?p) V1 + 4622 (14 4a212) (14 4at2)3/2

e Le repere de Frénet et le centre 2 du cercle osculateur en dé-
coulent :

p

1 1 1 1 —2at
T=1-0Mt)= ——ur N=—o—
ds Q V1 + 4a2t2 <2at> 1+ 4a%t? < 1 >

1 rqo(t) = —4d*t?
ON=0M+MQU=0M+-N Q1) 1 + 6a2t?
P yalt)= —5 —

e De facon générale la dérivation de tan(p(s(t))) permet donc de
calculer la courbure p = dp/ds :

_ (st = L) — 2" (1) y'(2)
p(S(t))— 90( (t)) - x/g(t) COSz(gO(S(t )Sl(t)
y'()a'(t) — ") y'(t) _ y'(H)a"(t) — 2" () y'(1)

) @O+

e Dans certains cas, ’angle de relevement ¢ d’une courbe paramé-
trée peut étre obtenu directement, cette propriété simplifie ensuite le
calcul de la courbure en un point régulier car elle évite la dérivation
de tan ¢ :

_ : 4 —
{ z(t)=1+sint { v(t)=1+ cost réguliere pour t€|—m, 7|

y(t) = cost y'(t)= —sint
—2sin(t/2) cos(t/2)
t = = —tan(t/2) = tan(—t/2
= an(t/2) = tan(~t/2)
o= —t/2+km correspond a (¢ o s)(t)
d
d_ff =3§'(t) = \/(1 +cost)? +sin®t = /2 + 2cost = 2cos(t/2)
dep de
p= i % = —m par dérivation de ’application ¢ o s

e Cette courbe est appelée cycloide, elle correspond a la trajectoire
d’un point de la bande de roulement d’une roue roulant sans glis-
ser sur un plan. La développée de la cycloide est la méme cycloide
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translatée.

Détermination de la courbure d’une courbe polaire

e En coordonnées polaire 'angle de relevement ¢ est associé a ’angle
de la tangente V = ug OM'(0) par p =0+ V :

dy (é_g L+ % r(0) ds 2 2
p=—= "9 =g tan V' = — =/1"%(0) + r*(0)
ds S S () do

La dérivation de tan Vy permet, comme pour les courbes paramétrées,
d’extraire dV/ds pour obtenir la courbure.

e L’exemple suivant illustre cette méthode de calcul de la courbure :
_ 1—tanh*(0/2) 1

2 2 cosh?(6/2)

ds (1 — tanh?(6/2))?
- \/tanh2(9/2) + 1

/4 tanh?(6/2) + 1 + tanh*(6/2) — 2 tanh?(6/2)

r(0) = tanh(0/2) ' (6)

2
_ 1+tanh®(9/2)  cosh?(0/2) +sinh?(0/2)  coshd
2 B 2 cosh?(6/2) 2 cosh?(/2)
tan V' = w = 2 cosh(6/2) sinh(0/2) = sinh @
2 cosh?(0/2)
dV' coshf 1

A9 1+tan’V  cosh
_dg dV 1+ av B 1+ 1 _ 2 cosh?(0/2)(cosh 6 4 1)

P= =7 e s - cos
ds ds 3—9 ﬁ cosh?
2 cosh?(6/2)(2cosh?(0/2) — 1+ 1) 4 cosh*(9/2)
N cosh? @ N cosh?

e Cette méthode de dérivation de tan V' pour déterminer la courbure
est générale :
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r'(0) 2(0)
oy T2(0) —r(0)r"(6)
Vi) = r2(0) + r%(6
_1+Vie) r2(0) +2r2(0) — r(0) " (0)
P= "5 (r2(0) + 72(0))5'(0)

(
r2(0) 4+ 2r'(0)% — r(0) r"(0)
(2(0) +17(0))"
e Dans certains cas il est possible de déterminer directement les
angles V et ¢; le calcul de la courbure en est simplifié.

e Le calcul de la courbure de la cardioide définie en coordonnées
polaire par r(0) = 1 + cos6 avec § € |—m, 7| met en ceuvre cette
simplification :

r(@) 14cos@ 2cos?(0/2) -1 0—m

t = = = — e :t R

an’V’ r'(6) —sin 2sinf cosf  tan(6/2) an ( 2 )
V= 9;W+k7r avec k€Z

d
5= \[12(0) +7(8) = \fsin® 0 + (1 +cos 6)?
=2+ 2cosf = 2cos
24 2cosf =2 0/2

d
:d_gozi“g:1+%:1+1/2: 3
ds % % 2cos(0/2)  4cos(0/2)

e Cette propriété provient du fait que la cardioide est une cyloide;
c’est une courbe obtenue en faisant rouler sans glisser une roue sur un
cercle, la cardioide correspond au cas particulier ou les deux cercles
ont le méme rayon, et ’astroide a un rapport 4 entre les rayons.
Par ailleurs la développée de la cardioide est une cardioide obtenue
a partir d’une homothétie appliquée a la cardioide initiale.

Méthode algébrique de calcul de la courbure

e Ce déterminant dans la base orthonormée directe Bx = (T, N') de
Frénet dépend directement de la courbure :
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dets, (OM/(t),OM"(t)) = detp, (% T, j—zj T + (%) 2pN)
Gy
S
=det| 4 A )= (g) v
(F)

e Ce résultat appliquée aux courbes paramétrées aboutit a cette
égalité :
dot (:c:(t) xZ(t))
_ det (OM(t),0OM"(t)) y() v @) oy —a"y
= ||OM/(t)||3 - (x/Q(t) + y/Q(t))3/2 - (x,g + y’2)3/2
e L’exemple suivant illustre le calcul de la courbure d’une ellipse :
{ x(t)=a cost { 2/ (t)= —a sint { 2" (t)= —a cost
y(t)=0bsint y'(t)=b cost y"(t)= —b sint
ab
(a2 sin?t + b2 cos? t)3/2
Les rayons de courbure aux sommets de Pellipse sont donc a?/b et
v’ /a.
e La méme méthode appliquée aux courbes en coordonnées polaires
énonce cette égalité :

10:

det () r"(0) —r(0)
_ det (OM'(6),0M"(9)) _ r(0) 2r'(0)
a lloM(6)|]° o (r2(0) +172(0))%/?
B r2 4202 — oyl
(r2 + 74/2)3/2
e Les courbures a l'origine — en § = 7/6 — et a 'extrémité — en
6 = 0 — des trois pétales de la courbe polaire r = cos(30) peuvent

s’obtenir de cette maniere :
r(6) = cos(50)
cos?(30) + 18 sin%(36) + 9 cos?(30)

0) =
pl) (cos2(30) + 9 sin?(30))3/2
18 2
p(0) =10 p(m/6) = %23
Propriétés métriques des courbes 85
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