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3.3 Méthode du pivot de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.4 Méthode du pivot total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Matrices et systèmes linéaires 1 Les matrices

Notation. K désigne un corps quelconque.
Selon le programme, “en pratique, K est égal à R ou C”.

Notation. Symbole de Kronecker : Si i et j sont deux objets mathématiques, on
convient que δi,j = 0 lorsque i 6= j et δi,i = 1 lorsque i = j.

1 Les matrices

1.1 Vocabulaire

Définition. Soit (n, p) ∈ N∗2. On appelle matrice à n lignes et à p colonnes (à
coefficients dans K) toute famille de scalaires indexée par Nn × Np.
Si M = (mi,j)(i,j)∈Nn×Np = (mi,j) 1≤i≤n

1≤j≤p
, on représente M sous la forme suivante :

M =

m1,1 · · · m1,p
...

...
mn,1 · · · mn,p

 ,

où le (i, j)ème coefficient est situé à l’intersection de la ième ligne et de la j ème colonne.
Une matrice est donc un tableau de scalaires.

Notation.
— L’ensemble des matrices à coefficients dans K, à n lignes et p colonnes est noté
MK(n, p) ou Mn,p(K).

— De plus, MK(n, n) est souvent noté MK(n) ou Mn(K).

Définitions :
— Une matrice ligne est une matrice ne possédant qu’une ligne.
— Une matrice colonne est une matrice ne possédant qu’une colonne.
— Une matrice carrée est une matrice possédant autant de lignes que de co-

lonnes.
— Soit M = (mi,j) ∈MK(n, p).

M est une matrice triangulaire supérieure si et seulement si
∀(i, j) ∈ Nn × Np (i > j =⇒ mi,j = 0).

— M est une matrice triangulaire inférieure si et seulement si
∀(i, j) ∈ Nn × Np (i < j =⇒ mi,j = 0).

— M est une matrice diagonale si et seulement si
∀(i, j) ∈ Nn × Np (i 6= j =⇒ mi,j = 0).
On note alors M = diag(m1,1, . . . ,mn,n).

— Soit M une matrice diagonale et carrée. On dit que M est une matrice scalaire
si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont égaux.
En particulier, lorsque tous ses coefficients diagonaux sont égaux à 1, on obtient
la matrice identité, notée In.
Ainsi, M est une matrice scalaire si et seulement s’il existe λ ∈ K tel que
M = λIn.
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Matrices et systèmes linéaires 1 Les matrices

Définition. Soit M = (αi,j) ∈MK(n, p).
Pour j ∈ Np, on appelle j ème vecteur colonne de M la quantité (α1,j, . . . , αn,j) ∈ Kn.
Pour i ∈ Nn, on appelle ième vecteur ligne de M la quantité (αi,1, . . . , αi,p) ∈ Kp.

Remarque. Lorqu’aucune ambigüıté n’est possible, on identifie Kn avec MK(n, 1)
(ensemble des matrices colonnes).
Plus rarement, un vecteur de Kn sera vu comme un élément de MK(1, n) (ensemble
des matrices lignes).

1.2 Opérations sur les matrices

Définition. MK(n, p) = KNn×Np , or K est un K-espace vectoriel , donc MK(n, p) est
un K-espace vectoriel : On dispose ainsi des lois d’addition et de multiplication par un
scalaire.

Exemple. 3

(
1 2 −1
0 0 3

)
−
(

0 4 −1
2 3 1

)
= · · ·.

Propriété. Soit n, p ∈ N∗. La base canonique de Mn,p(K) est la famille de matrices
(Ei,j) 1≤i≤n

1≤j≤p
définie par : Pour tout i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . , p}, Ei,j = (δa,iδb,j) 1≤a≤n

1≤b≤p
.

Ei,j est appelée la (i, j)-ième matrice élémentaire deMn,p(K). Tous ses coefficients sont
nuls, sauf celui de position (i, j) qui est égal à 1.

Ainsi, pour tout M ∈Mn,p(K), M =
∑
1≤i≤n
1≤j≤p

Mi,jEi,j.

On en déduit que dim(Mn,p(K)) = np.

Définition du produit matriciel : Soit (n, p, q) ∈ (N∗)3.
Soient A = (ai,j) ∈MK(n,p) et B = (bj,k) ∈MK(p, q).
On appelle produit des matrices A et B la matrice C = (ci,k) ∈ MK(n, q) définie
par

∀(i, k) ∈ Nn × Nq ci,k =

p∑
j=1

ai,jbj,k.

Exemple. Soit a ∈ K :

(
1 −1
2 1

)
 a 1
−a a
0 0

  a+ 2 1− a
a 2a
0 0


Convention : sauf précision du contraire, lorsque A est une matrice, on notera Ai,j
son coefficient de position (i, j).
Ainsi, lorsque A et B sont deux matrices telles que le nombre p de colonnes de A est
égal au nombre de lignes de B, la définition du produit matriciel se résume par :

[AB]i,j =

p∑
k=1

Ai,kBk,j .
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Matrices et systèmes linéaires 1 Les matrices

Exercice. Soit n,m, p ∈ N∗, calculer Ei,jEh,k, où Ei,j désigne la (i, j)-ème ma-
trice élémentaire deMn,p(K) et où Eh,k désigne la (h, k)-ème matrice élémentaire
de Mp,m(K).

Solution : Soit a, c ∈ Nn × Nm.

[Ei,jEh,k]a,c =

p∑
b=1

[Ei,j]a,b[Eh,k]b,c

=

p∑
b=1

δi,aδj,bδh,bδk,c

= δi,aδh,jδk,c
= δj,h[Ei,k]a,c,

donc Ei,jEh,k = δj,hEi,k .

Formule pour le produit de trois matrices : Soit (n,m, l, p) ∈ (N∗)4.
Soient A = (ai,j) ∈MK(n,m), B = (bj,k) ∈MK(m, l) et C = (ck,h) ∈MK(l, p).

Pour tout i, h ∈ Nn × Np, [(AB)C]i,h = [A(BC)]i,h =
∑

1≤j≤m
1≤k≤l

Ai,jBj,kCk,h.

Démonstration.
Soit (i, h) ∈ Nn × Np.

[(AB)C]i,h =
l∑

k=1

[AB]i,kCk,h =
l∑

k=1

(
m∑
j=1

Ai,jBj,k

)
Ck,h =

m∑
j=1

l∑
k=1

Ai,jBj,kCk,h.

Remarque. On pourrait généraliser en donnant l’expression des coefficients du pro-
duit de N matrices en fonction des coefficients de ces N matrices.

Exemple. On considère un ensemble S = {s1, . . . , sn} fini de cardinal n, dont les
éléments sont appelés des sommets, et une partie A de S2, dont les éléments sont
appelés des arêtes. On a ainsi défini un graphe orienté, dont l’ensemble des sommets
est S et l’ensemble des arêtes est A.
La matrice d’adjacence de ce graphe est, par définition, la matrice M ∈ Mn(R) sui-
vante : pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, Mi,j = 1 si (si, sj) ∈ A et Mi,j = 0 sinon.
Alors, pour tout p ∈ N, [Mp]i,j correspond au nombre de chemins de longueur p per-

mettant de passer de si à sj : en effet, [Mp]i,j =
∑

1≤i1,...,ip−1≤n

Mi,i1Mi1,i2 · · ·Mip−1,j, et

Mi,i1Mi1,i2 · · ·Mip−1,j est égal à 1 si et seulement si le chemin
si → si1 → · · · → sip−1 → sj est bien une succession d’arêtes du graphe, et il est égal
à 0 sinon.

Propriété. La multiplication matricielle est associative.

Propriété. La multiplication matricielle est distributive par rapport à l’addition.

Démonstration.
Soit A ∈Mn,p et B,C ∈Mp,q. Alors A(B + C) = AB + AC

car [A(B + C)]i,k =

p∑
j=1

Ai,j(Bj,k + Cj,k) =

p∑
j=1

Ai,jBj,k +

p∑
j=1

Ai,jCj,k = [AB + AC]i,j.
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Matrices et systèmes linéaires 1 Les matrices

De même, on montre que si D ∈Mn,p(K), (A+D)B = AB +DB.

Propriété. Soit A ∈Mn,p, B ∈Mp,q et a ∈ K. Alors a(AB) = (aA)B = A(aB).

Démonstration.

[a(AB)]i,k =

p∑
j=1

aAi,jBj,k = [(aA)B)]i,k = [A(aB))]i,k.

Propriété. Pour tout M ∈MK(n, p), InM = MIp = M .

Démonstration.
[InM ]i,k =

∑
1≤j≤n

δi,jMj,k = Mi,k.

Propriété. Soit n, p ∈ N∗ et M ∈MK(n, p).
Pour tout X ∈ Kp =MK(p, 1), MX ∈MK(n, 1) = Kn.

Si X =

 x1
...
xp

, alors ∀i ∈ {1, . . . , n}, [MX]i =

p∑
j=1

Mi,jxj .

Si X =

 x1
...
xp

, alors MX = x1M1 + · · · xpMp ,

en notant M1, . . . ,Mp les colonnes de M .

Démonstration.

[MX]i,1 =

p∑
j=1

Mi,jXj,1, donc avec d’autres notations, [MX]i =

p∑
j=1

Mi,jxj.

Ainsi, [MX]i =

p∑
j=1

xj[Mj]i, où [Mj]i désigne la i-ème composante de Mj.

Propriété. Soit n, p ∈ N∗ et M ∈MK(n, p).
Soit j ∈ {1, . . . , p}. La j-ème colonne de M est Mcj, où cj = (δi,j)1≤i≤n ∈ Kp.

Propriété. Soit n, p ∈ N∗ et M ∈MK(n, p).

Alors l’application
M̃ : Kp −→ Kn

X 7−→ MX
est une application linéaire que l’on appelle

l’application linéaire canoniquement associée à la matrice M .

Propriété. Soit n, p ∈ N∗. Alors
MK(n, p) −→ L(Kp,Kn)

M 7−→ M̃
est un isomorphisme

d’espaces vectoriels.

Démonstration.
� Soit A,B ∈MK(n, p) et λ ∈ K. Pour tout X ∈ Kn,
˜(λA+B)(X) = (λA + B)X = λAX + BX = λÃ(X) + B̃(X) = (λÃ + B̃)(X). Ceci

prouve que M 7−→ M̃ est linéaire.
� Soit u ∈ L(Kp,Kn). S’il existe M ∈ MK(n, p) telle que M̃ = u, alors, pour tout
j ∈ {1, . . . , p}, la j-ème colonne de M est égale à Mcj = M̃(cj) = u(cj). Donc si M
existe, elle est unique.
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Matrices et systèmes linéaires 1 Les matrices

Ainsi, M 7−→ M̃ est injective. De plus, dim(MK(n, p)) = np = dim(L(Kp,Kn)), donc
M 7−→ M̃ est bien un isomorphisme.

Remarque. Avec les notations précédentes, pour tout X ∈ Kp, M̃(X) = MX.
Il est fréquent que l’on identifie M et M̃ . Alors, pour tout X ∈ Kp, M(X) = MX.
Cette identification n’est pas systématique cependant.

Définition. Soit M ∈MK(n, p).

Ker(M)
∆
= Ker(M̃) = {X ∈ Kp / MX = 0}.

Im(M)
∆
= Im(M̃) = {MX / X ∈ Kp}.

Corollaire. Soit (M,M ′) ∈MK(n, p). Alors,

(∀X ∈ Kp MX = M ′X)⇐⇒M = M ′.

Démonstration.
Si ∀X ∈ Kp MX = M ′X, alors M̃ = M̃ ′, donc par injectivité, M = M ′.

Propriété. Soit n, p, q ∈ N∗, soit A ∈Mn,p(K) et B ∈Mp,q(K). Alors ÃB = Ã ◦ B̃.

Démonstration.
Pour tout X ∈ Kq, Ã ◦ B̃(X) = Ã(BX) = ABX = ÃB(X).

1.3 L’algèbre des matrices carrées

Notation. On fixe un entier n non nul.

Propriété. (Mn(K),+, .,×) est une K-algèbre, non commutative dès que n ≥ 2.

ATTENTION : (Mn(K),+, .,×) n’est pas intègre, dès que n ≥ 2.

En effet,

(
0 1
0 0

)2

= 0.

Ainsi, lorsque A,B,C ∈Mn(K), AB = 0 6=⇒ (A = 0) ∨ (B = 0)
et (C 6= 0) ∧ (AC = BC) 6=⇒ A = B.
Cependant, lorsque C est inversible, alors AC = BC =⇒ A = B.

Définition. Soit A ∈Mn(K).
On dit que A est nilpotente si et seulement si il existe p ∈ N∗ tel que Ap = 0.

ATTENTION : L’anneau (Mn(K),+,×) n’est pas commutatif, ce qui nous prive
d’un certain nombre de règles : si A,B ∈Mn(K),

— (AB)p 6= ApBp ;
— (A − B)(A + B) 6= A2 − B2 ; plus généralement, la formule de Bernoulli n’est

plus valable, lorsque A et B ne commutent pas.
— (A+B)2 6= A2 +B2 + 2AB. plus généralement, la formule de Newton n’est plus

valable, lorsque A et B ne commutent pas.

Propriété.
ϕ : MK(n) −→ L(Kn)

M 7−→ M̃
est un isomorphisme d’algèbres.
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Matrices et systèmes linéaires 1 Les matrices

Démonstration.
ϕ(In) = IdKn .
Pour tout A,B ∈MK(n) et X ∈ Kn,

(̃AB)(X) = (AB)X = A(BX) = Ã(B̃(X)) = [Ã ◦ B̃](X).

Corollaire. Soit A ∈ MK(n). A est inversible dans MK(n) si et seulement si Ã est

inversible dans L(Kn) et dans ce cas, M̃−1 = M̃−1.

Corollaire. Soit A ∈ MK(n). A est inversible dans MK(n) si et seulement si, pour
tout Y ∈ Kn, il existe un unique X ∈ Kn tel que AX = Y .

Propriété. Soit A ∈Mn(K). Alors
A inversible dans Mn(K) ⇐⇒ A inversible à droite dans Mn(K)⇐⇒ Im(A) = Kn

⇐⇒ A inversible à gauche dans Mn(K)⇐⇒ Ker(A) = {0} .

Démonstration.
A est inversible à droite dans Mn(K) si et seulement si il existe B ∈ Mn(K) telle
que BA = In, i.e telle que B̃Ã = IdKn , donc si et seulement si Ã est inversible à droite
dans L(Kn).
De même, A est inversible à gauche dans Mn(K) si et seulement si Ã est inversible
à gauche dans L(Kn).
De plus, on sait que A est inversible dans Mn(K) si et seulement si Ã est inversible
dans L(Kn).
La propriété est alors démontrée car on a vu lors du cours sur les espaces vectoriels de
dimension finie (page 27) que, lorsque E est un K-espace vectoriel de dimension finie et
u ∈ L(E), alors u est inversible dans l’anneau L(E) si et seulement si u est inversible
à droite (resp : est inversible à gauche).

Formule : Dans M2(K), M =

(
a b
c d

)
est inversible si et seulement si

det(M)
∆
= ad− cb 6= 0, et dans ce cas

(
a b
c d

)−1

=
1

det(M)

(
d −b
−c a

)
.

Démonstration.
� Supposons que det(M) 6= 0.

On calcule

(
a b
c d

)
×
(
d −b
−c a

)
=

(
ad− bc 0

0 −cb+ ad

)
= det(M)I2,

donc

(
a b
c d

)
× 1

det(M)

(
d −b
−c a

)
= I2,

donc M est inversible et M−1 =
1

det(M)

(
d −b
−c a

)
.

� Supposons que ad− bc = 0.
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Matrices et systèmes linéaires 1 Les matrices

Alors

(
a b
c d

)(
d
−c

)
= 0 et

(
a b
c d

)(
b
−a

)
= 0, donc

(
d
−c

)
,

(
b
−a

)
∈ Ker(M̃).

On en déduit que Ker(M̃) 6= {0} lorsque M 6= 0, donc que M̃ n’est pas inversible, puis
que M n’est pas inversible. Lorsque M = 0, comme dans tout anneau non nul, M n’est
pas inversible.

Exemple.

(
1 5
−3 2

)−1

=
1

17

(
2 −5
3 1

)
.

On en déduit les formules de Cramer pour la résolution d’un système linéaire de deux
équations à deux inconnues :

Formule de Cramer : Soit a, b, c, d, e, f ∈ K. On considère le système linéaire (S) :{
ax+ by = e
cx+ dy = f

, en les inconnues (x, y) ∈ K2.

Lorsque det = ad− cb ∆
=

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0, (S)⇐⇒


x =

∣∣∣∣ e b
f d

∣∣∣∣
det

y =

∣∣∣∣ a e
c f

∣∣∣∣
det

.

Démonstration.

Posons M =

(
a b
c d

)
, X =

(
x
y

)
et Y =

(
e
f

)
. Alors (S)⇐⇒MX = Y .

On suppose que det(M) 6= 0, donc M est inversible.

Alors (S)⇐⇒ X = M−1Y =
1

det(M)

(
d −b
−c a

)(
e
f

)
.

Exemple.

{
x+ 5y = 1
−3x+ 2y = 1

⇐⇒
{
x = − 3

17

y = 4
17

.

Notation. On note GLn(K) le groupe des inversibles de Mn(K). On l’appelle le
groupe linéaire de degré n.

Exemple. Un automorphisme intérieur deMn(K) est un automorphisme surMn(K)
de la forme M 7−→ AMA−1 où A ∈ GLn(K).

Propriété. L’ensemble des matrices diagonales deMn(K) est une sous-algèbre com-
mutative de Mn(K).

Propriété. Pour tout i ∈ Nn, on pose ci = (δi,j)1≤j≤n ∈ Kn.
Pour tout i ∈ {0, . . . , n}, on note Fi = Vect(ck)1≤k≤i. Ainsi, F0 = {0} et pour tout

i ∈ {1, . . . , n}, Fi =
{


x1
...
xi
0
...
0

 / x1, . . . , xi ∈ K
}

.
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Si M ∈ Mn(K), alors M est triangulaire supérieure si et seulement si, pour tout
j ∈ {1, . . . , n}, Fj est stable par M̃ .

Démonstration.
M est triangulaire supérieure si et seulement si, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, la j-ème
colonne de M , égale à M̃(cj), est une combinaison linéaire de c1, . . . , cj, donc si et
seulement si (C) : ∀j ∈ {1, . . . , n}, M̃(cj) ∈ Fj.
Or si tous les Fj sont stables par M̃ , alors pour tout j, sachant que cj ∈ Fj, M̃(cj) ∈ Fj,
donc (C) est vérifiée.
Réciproquement, si l’on suppose (C), pour j fixé dans {1, . . . , p}, pour tout
k ∈ {1, . . . , j}, M̃(ck) ∈ Fk ⊂ Fj, donc Vect({M̃(ck)/1 ≤ k ≤ j}) ⊂ Fj, or

Vect({M̃(ck)/1 ≤ k ≤ j}) = {
j∑

k=1

αkM̃(ck) / α1, . . . , αj ∈ K}

= {M̃
( j∑
k=1

αkck

)
/ α1, . . . , αj ∈ K}

= M̃(Vect({ck/1 ≤ k ≤ j})),
donc Vect({M̃(ck)/1 ≤ k ≤ j}) = M̃(Fj), si bien que M̃(Fj) ⊂ Fj.

Propriété. On suppose que n ≥ 2.
— L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement : inférieures)

de Mn(K) est une sous-algèbre non commutative de Mn(K).
— Le produit d’une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (a1, . . . , an)

par une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (b1, . . . , bn) est une
matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (a1b1, . . . , anbn).

Démonstration.
Première démonstration :
� Notons T l’ensemble des matrices supérieures. In ∈ T , T est stable pour l’addition et
la multiplication par un scalaire, donc pour montrer que T est une sous-algèbre, il reste
à montrer qu’il est stable pour le produit. Or, si A,B ∈ T , pour tout i ∈ {1, . . . , n},
(̃AB)(Fi) = Ã(B̃(Fi)) ⊂ Ã(Fi), car B ∈ T donc B̃(Fi) ⊂ Fi, donc (̃AB)(Fi) ⊂ Fi, ce
qui prouve que AB ∈ T .
� Soit j ∈ {1, . . . , n}. Acj est la j-ème colonne de A et A ∈ T , donc Acj = Aj,jcj + d,
où d ∈ Fj−1. De même, Bcj = Bj,jcj + d′, où d′ ∈ Fj−1.
Ainsi, (AB)cj = A(Bj,jcj + d′) = Bj,jAcj + Ad′ = Aj,jBj,jcj +Bj,jd+ Ad′.
Or A ∈ T et d′ ∈ Fj−1, donc Ad′ ∈ Fj−1 et d ∈ Fj−1. Ceci démontre que le coefficient
de position (j, j) de AB est égal à Aj,jBj,j.

Seconde démonstration : Par calcul matriciel direct.
� Soient A = (ai,j) et B = (bi,j) deux matrices triangulaires supérieures.

Soit (i, j) ∈ N2
n avec i > j. Le coefficient de position (i, j) de AB vaut

n∑
k=1

ai,kbk,j. Mais,

pour tout k ∈ Nn, i > k ou k > j (sinon, i ≤ k ≤ j, donc i ≤ j, ce qui est faux). Or A
et B sont triangulaires supérieures, donc, pour tout k ∈ Nn, ai,k = 0 ou bk,j = 0, ce qui
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prouve que le (i, j)ème coefficient de AB est nul. Ainsi AB est une matrice triangulaire
supérieure.

� De plus, le coefficient de position (i, i) de AB vaut
n∑
k=1

ai,kbk,i. Mais, pour tout

k ∈ Nn, ai,kbk,i est non nul si et seulement si i ≤ k et k ≤ i, donc si et seulement si
k = i. Ainsi, le (i, i)ème coefficient de AB vaut ai,ibi,i.

Exercice. Soit M ∈MK(n) une matrice triangulaire supérieure stricte, c’est-à-
dire triangulaire supérieure et de diagonale nulle.
Montrer que pour tout k ∈ {1, . . . , n}, Mk est une matrice triangulaire supérieure
dont les k diagonales supérieures (en partant de la diagonale principale) sont
nulles. En déduire que M est nilpotente.

Solution : En adaptant ce qui précède, on montre que pour tout i ∈ {1, . . . , n},
M̃(Fi) ⊂ Fi−1, puis par récurrence sur k que, pour tout k ∈ {1, . . . , n},
et i ∈ {1, . . . , n}, M̃k(Fi) ⊂ Fi−k en convenant que pour tout h ∈ Z\N, Fh = {0}.

Propriété. Soit A ∈ Mn(K) une matrice triangulaire supérieure, dont la diagonale
est notée (a1, . . . , an). Alors A est inversible si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . , n},
ai 6= 0, et dans ce cas, A−1 est encore triangulaire supérieure et sa diagonale est(

1

a1

, . . . ,
1

an

)
.

Démonstration.

� Soit A ∈ T une matrice supposée inversible. L’application
T −→ T
B 7−→ AB

est linéaire

et injective car AB = 0 =⇒ A−1AB = 0 =⇒ B = 0, or T est de dimension finie, donc
c’est un isomorphisme. En particulier, In possède un antécédent : il existe B ∈ T telle
que AB = In. Ainsi A−1 = B ∈ T .
� Les éléments diagonaux de
In = AA−1 sont égaux au produit des éléments diagonaux de A et de A−1, donc les
éléments diagonaux de A sont non nuls et les éléments diagonaux de A−1 sont les
inverses des éléments diagonaux de A. On a ainsi montré le sens direct de la propriété.
� Réciproquement, supposons que pour tout i ∈ Nn, Ai,i 6= 0.
Soit X ∈ Kn tel que AX = 0. Pour tout i ∈ Nn,

(Ei) : 0 = [AX]i =
n∑
j=1

Ai,jXj =
n∑
j=i

Ai,jXj, car A est triangulaire supérieure.

Pour i = n, (En) se réduit à An,nXn = 0, or An,n 6= 0, donc Xn = 0. Alors (En−1) se
réduit à An−1,n−1Xn−1 = 0, or An−1,n−1 6= 0, donc Xn−1. Par récurrence descendante,
on en déduit que X = 0.
Ainsi Ker(Ã) = {0}, donc Ã est une application linéaire injective de Kn dans lui-même,
or Kn est de dimension finie, donc Ã est un isomorphisme, ce qui prouve que A est
inversible.
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1.4 Transposée d’une matrice

Définition. Soit A = (αi,j) ∈ MK(n, p). On appelle transposée de la matrice A
et on note tA la matrice (βi,j) ∈MK(p, n) définie par

∀(i, j) ∈ Np × Nn βi,j = αj,i.

En résumé, [tA]i,j = Aj,i.

ATTENTION : Si A = (αi,j) ∈MK(n, p), alors (αj,i) 1≤j≤n
1≤i≤p

= A.

Exemples.
— tIn = In. Plus généralement, pour toute matrice diagonale D ∈MK(n), tD = D.

— La transposée de

 1 2
2 3
4 5

 est

(
1 2 4
2 3 5

)
.

— La transposée d’une matrice triangulaire supérieure est triangulaire inférieure.

Propriété. Pour tout A ∈MK(n, p), t(tA) = A.

Propriété. L’application
MK(n, p) −→ MK(p, n)

M 7−→ tM
est un isomorphisme d’espaces

vectoriels.

Propriété. Soit (A,B) ∈MK(n, p)×MK(p, q). Alors, t(AB) = tB tA.

Démonstration.
Soit i ∈ {1, . . . , n} et k ∈ {1, . . . , q}.

[tB tA]k,i =

p∑
j=1

[tB]k,j[
tA]j,i =

p∑
j=1

Bj,kAi,j = [AB]i,k = [t(AB)]k,i.

Corollaire. Si A ∈ GLn(K), tA ∈ GLn(K) et (tA)−1 = t(A−1).

Démonstration.
Soit A ∈ GLn(K). Alors AA−1 = In, donc In = tIn = t(AA−1) = t(A−1)tA.
De même, on montre que tA t(A−1) = In.

Définition. Soit M ∈Mn(K).
M est une matrice symétrique si et seulement si tM = M .
M est une matrice antisymétrique si et seulement si tM = −M .

Exemples.

 1 0 1
0 3 2
1 2 4

 est symétrique et

 0 a 1
−a 0 2
−1 −2 0

 est antisymétrique.

Remarque. Lorsque car(K) 6= 2, si M ∈Mn(K) est antisymétrique, sa diagonale est
nulle.

Notation. Sn(K) désigne l’ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
An(K) désigne l’ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.
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Propriété. Sn(K) et An(K) sont des sous-espaces vectoriels de Mn(K), mais ce ne
sont pas des sous-algèbres. Cependant, elles sont stables par passage à l’inverse :
si A ∈ Sn(K) ∩GLn(K) (resp : A ∈ An(K) ∩GLn(K)) ,
alors A−1 ∈ Sn(K) (resp : A ∈ An(K)).

Démonstration.
Notons T l’opérateur de tranposition. Alors Sn(K) = Ker(T − IdMn(K))
et An(K) = Ker(T + IdMn(K)), donc ce sont des sous-espaces vectoriels.(

0 1
1 0

)
×
(

1 0
0 0

)
=

(
0 0
1 0

)
, donc Sn(K) n’est pas stable pour le produit : ce n’est

pas un sous-anneau.
In /∈ An(K), donc ce n’est pas un sous-anneau.
Soit A une matrice inversible. Si tA = A, alors t(A−1) = (tA)−1 = A−1 donc A−1 est
symétrique.
C’est analogue si A est antisymétrique.

1.5 Différentes interprétations du produit matriciel

Au niveau des coefficients :

Si A ∈MK(n,p) et B ∈MK(p, q), [AB]i,k =

p∑
j=1

Ai,jBj,k.

Remarque. D’après cette formule, les coefficients de la k-ème colonne de AB ne
dépendent que de A et de la k-ème colonne de B. Plus précisément, on voit que la
k-ème colonne de AB est égale à ABk si Bk désigne la k-ème colonne de B.
D’où l’interprétation suivante :

Au niveau des colonnes de la matrice de droite :
Soit A ∈MK(n,p) et B ∈MK(p, q).
Notons B1, . . . , Bq les colonnes de B, ce qui permet d’écrire B = B1 B2 · · · Bq .

Alors AB = AB1 AB2 · · · ABq . En résumé, si B1, . . . , Bq sont des vecteurs colonnes

de Kp, A× B1 B2 · · · Bq = AB1 AB2 · · · ABq .

En décomposant la matrice de droite en blocs de colonnes :
Soit A ∈MK(n,p) et B ∈MK(p, q). Soit r ∈ {1, . . . , q − 1}.
Notons B′ la matrice constituée des r premières colonnes de B et B′′ celle qui est
constituée des colonnes suivantes : B′ = (Bj,k) 1≤j≤p

1≤k≤r
et B′ = (Bj,k+r) 1≤j≤p

1≤k≤q−r
).

Ainsi, on peut décomposer B en blocs : B = B′ B′′ . Alors AB = AB′ AB′′ .

En résumé, A× B′ B′′ = AB′ AB′′ .

Au niveau des colonnes de la matrice de gauche :
— Si M ∈MK(n, p) et X ∈ Kp, MX est une combinaison linéaire des colonnes de

M . Plus précisément, si l’on note M1, . . . ,Mp les colonnes de M et X =

 x1
...
xp

,
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MX = x1M1 + · · ·+ xpMp .

— Soient A ∈ MK(n, p) et B ∈ MK(p, q). Les colonnes de AB sont des combi-
naisons linéaires des colonnes de A : en notant A1, . . . , Ap les colonnes de A et

B = (bi,j), la j ème colonne de AB est égale à b1,jA1 + · · ·+ bp,jAp .

Exemple. Si M ∈MK(n, p), la j-ème colonne de M est égale à M × (δi,j)1≤j≤p.

La première colonne privée de la dernière est égale à M


1
0
...
0
−1

.

Propriété. Pour tout M ∈MK(n, p),
Im(M) est l’espace vectoriel engendré par les colonnes de M .

Démonstration.

Im(M) = {MX / X ∈ Kp} = {
p∑
j=1

xjMj / x1, . . . , xj ∈ K}.

Remarque. En prenant la transposée de ces différentes relations, on obtient des
interprétations au niveau des lignes des matrices :

Au niveau des lignes de la matrice de gauche :
Soit A ∈MK(n,p) et B ∈MK(p, q). Notons 1A, . . . , nA les lignes de A, ce qui permet

d’écrire A =

 1A
...

nA

. Alors AB =

 1AB
...

nAB

. En résumé, si 1A, . . . , nA sont des

vecteurs lignes de taille n,

 1A
...

nA

×B =

 1AB
...

nAB

 .

Démonstration.
En transposant l’égalité A× B1 B2 · · · Bq = AB1 AB2 · · · ABq ,

on obtient


tB1

...
tBq

× tA =


tB1

tA
...

tBq
tA

.

En décomposant la matrice de gauche en blocs de lignes :
Soit A ∈MK(n,p) et B ∈MK(p, q). Soit r ∈ {1, . . . , n− 1}.
Notons A′ la matrice constituée des r premières lignes de A et A′′ celle qui est constituée
des lignes suivantes : A′ = (Ai,j) 1≤i≤r

1≤j≤p
et A′′ = (Ai+r,j) 1≤i≤n−r

1≤j≤p
.

Ainsi, on peut décomposer A en blocs : A =

(
A′

A′′

)
. Alors AB =

(
A′B

A′′B

)
.

En résumé,

(
A′

A′′

)
×B =

(
A′B

A′′B

)
.
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Au niveau des lignes de la matrice de droite :
— Si M ∈MK(n, p) et X ∈M1,n, XM est une combinaison linéaire des lignes de

M . Plus précisément, si l’on note 1M, . . . , nM les lignes deM etX = (x1 · · · xn),
XM = x1 × 1M + · · ·+ xn × nM .

— Soient A ∈MK(n, p) et B ∈MK(p, q). Les lignes de AB sont des combinaisons
linéaires des lignes de B : en notant 1B, . . . , pB les lignes de B et A = (ai,j),

la ième ligne de AB est égale à ai,1 × 1B + · · ·+ ai,p × pB .

Exemple. Notons U ∈ Kn le vecteur Attila, dont toutes les composantes sont égales
à 1. Pour tout A ∈Mn(K), AU est un vecteur colonne, obtenu en sommant toutes les
colonnes de A, tUA est un vecteur ligne, obtenu en sommant toutes les lignes de A, et
tUAU est un scalaire, égal à la somme de tous les coefficients de A.

1.6 Trace d’une matrice

Définition. Soit M = (mi,j) ∈Mn(K).

La trace de la matrice M est Tr(M) =
n∑
i=1

mi,i.

Exemple. Tr(In) = n.

Propriété. La trace est une forme linéaire de Mn(K).

Propriété. Soit A ∈Mn,p(K) et B ∈Mp,n(K). Alors, Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration.
Notons A = (ai,j) et B = (bi,j).

Tr(AB) =
n∑
i=1

(
p∑

k=1

ai,kbk,i

)
=
∑
1≤i≤n
1≤k≤p

bk,iai,k =

p∑
k=1

(
n∑
i=1

bk,iai,k

)
= Tr(BA).

Exemple. Soit X =

 x1
...
xn

 ∈ Kn. Alors Tr(X tX) = tXX =
n∑
i=1

x2
i .

Remarque. Si A ∈Mn,p(R), Tr(tAA) =

p∑
i=1

n∑
j=1

A2
j,i, donc A = 0⇐⇒ Tr(tAA) = 0.

ATTENTION : Si (A,B,C) ∈Mn(K)3, on peut écrire
Tr(ABC) = Tr((AB)C) = Tr(C(AB) = Tr(CAB), ou Tr(ABC) = Tr(BCA), mais en
général Tr(ABC) 6= Tr(ACB).

Définition. Soit A,B ∈ Mn(K). On dit que A et B sont semblables si et seulement
si il existe P ∈ GLn(K) telle que B = PAP−1.
La relation de similitude (“être semblable à”) est une relation d’équivalence surMn(K).

Remarque. Pour une matrice A donnée dansMn(K), “réduire A”, c’est trouver une
matrice semblable à A aussi simple que possible.
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La théorie de la réduction des matrices est au centre du programme d’algèbre de seconde
année.

Définition. Une matrice de Mn(K) est diagonalisable (resp : trigonalisable) si et
seulement si elle est semblable à une matrice diagonale (resp : triangulaire supérieure).

Propriété. Deux matrices semblables ont la même trace, mais la réciproque est fausse.

Démonstration.
� Soient (M,M ′) ∈ Mn(K) un couple de matrices semblables. Il existe P ∈ GLn(K)
tel que M ′ = P−1MP . Ainsi Tr(M ′) = Tr((P−1M)P ) = Tr(P (P−1M)) = Tr(M).

� Prenons A =

(
0 1
0 0

)
: Tr(A) = 0 = Tr(0), mais si A était semblable à la matrice

nulle, il existerait P ∈ GLn(K) telle que A = P0P−1 = 0, ce qui est faux.

1.7 Matrices décomposées en blocs

1.7.1 Matrices extraites

Définition. Soit n, p ∈ N et soit I et J deux parties de N telles que |I| = n et |J | = p.
Notons 0 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ in les éléments de I et 0 ≤ j1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ jp les éléments
de J .
Alors on convient d’identifier toute famille (Mi,j)(i,j)∈I×J de scalaires indexée par I×J
avec la matrice (Mih,jk) 1≤h≤n

1≤k≤p
∈MK(n, p).

Ainsi, on identifie globalement MK(n, p) = KNn×Np avec KI×J .

Exemple. Il est en particulier parfois pratique de faire débuter les indices de lignes
et de colonnes à partir de 0.

Par exemple, (max(i, j)) 0≤i≤2
0≤j≤2

=

 0 1 2
1 1 2
2 2 2

.

Remarque. Lorsque I ou J est vide, I × J = ∅ et KI×J possède un unique élément,
que l’on appellera la matrice vide.

Définition. Soit n, p ∈ N∗ et M ∈ MK(n, p). Une matrice extraite de M est une
matrice de la forme (Mi,j)(i,j)∈I×J , où I ⊂ Nn et J ⊂ Np.

Exemple. . . .

1.7.2 Matrices blocs

Définition. Soient (n1, . . . , na) ∈ (N∗)a et (p1, . . . , pb) ∈ (N∗)b.

On pose n =
a∑
i=1

ni et p =
b∑

j=1

pj.

Pour tout (i, j) ∈ Na × Nb, considérons une matrice Mi,j ∈MK(ni, pj).
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Alors la famille de ces matrices M = (Mi,j) 1≤i≤a
1≤j≤b

peut être identifiée à une matrice

possédant n lignes et p colonnes. On dit que M est une matrice décomposée en
blocs , de dimensions (n1, . . . , na) et (p1, . . . , pb).

Exemple. Posons A =

(
0 1
−1 0

)
et B =

(
1 1
1 1

)
.(

A A B
B B A

)
est une matrice décomposée en blocs.

Elle est égale à


0 1 0 1 1 1
−1 0 −1 0 1 1
1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 −1 0

.

Remarque. Choisissons A =

(
0 1 2
−1 0 2

)
, B =

(
1 1
1 1

)
et C =

(
−2
0

)
.

Au sens de la définition précédente,

(
A

B C

)
n’est pas une matrice décomposée en

blocs. Ainsi, le théorème ci-dessous, relatif au produit matriciel, ne s’applique pas à ce
type de matrices. Cependant, cette décomposition peut être utilisée pour décrire une
matrice.

Définition. La définition précédente peut être généralisée : Soit n, p ∈ N∗. Soit
(Ii)1≤i≤a et (Jj)1≤j≤b des partitions respectivement de Nn et de Np. Alors on peut
identifier toute matrice M = (mi,j) 1≤i≤n

1≤j≤p
de MK(n, p) avec la famille des matrices

extraites (Mi,j) 1≤i≤a
1≤j≤b

, où Mi,j = (mh,k)(h,k)∈Ii×Jj . On dit encore que (Mi,j) 1≤i≤a
1≤j≤b

est une

écriture par blocs de la matrice M , associée aux partitions (Ii)1≤i≤a et (Jj)1≤j≤b.
Avec ces notations, pour tout α, β ∈ Nn × Np, mα,β = [Mi,j]α,β, où (i, j) est l’unique
couple tel que α ∈ Ii et β ∈ Jj.
Définition. Reprenons les notations de la première définition.
La matrice M = (Mi,j) 1≤i≤a

1≤j≤b
est une matrice triangulaire supérieure par blocs

si et seulement si, pour tout (i, j) ∈ Na × Nb tel que i > j, Mi,j = 0.
De même on définit la notion de matrice triangulaire inférieure par blocs.
La matrice M = (Mi,j) 1≤i≤a

1≤j≤b
est une matrice diagonale par blocs si et seulement

si, pour tout (i, j) ∈ Na × Nb tel que i 6= j, Mi,j = 0.

1.7.3 Opérations sur les matrices blocs

Combinaison linéaire de matrices décomposées en blocs :
Soient M = (Mi,j) 1≤i≤a

1≤j≤b
et N = (Ni,j) 1≤i≤a

1≤j≤b
deux matrices décomposées en blocs selon

les mêmes partitions (Ii)1≤i≤a et (Jj)1≤j≤b respectivement de Nn et de Np.
Pour tout (u, v) ∈ K2, uM + vN se décompose en blocs selon la formule suivante :

uM + vN = (uMi,j + vNi,j) 1≤i≤a
1≤j≤b

.
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Démonstration.
Notons M = (mα,β) 1≤α≤n

1≤β≤p
et N = (nα,β) 1≤α≤n

1≤β≤p
.

Soit α ∈ Nn et β ∈ Np. Il existe un unique (i, j) ∈ Na × Nb tel que α ∈ Ii et β ∈ Jj.
Alors mα,β = [Mi,j]α,β et nα,β = [Ni,j]α,β, donc u mα,β + v nα,β = [u Mi,j + v Ni,j]α,β.

Produit matriciel de deux matrices décomposées en blocs : soit n, p, q ∈ N∗.
Soit M = (Mi,j) 1≤i≤a

1≤j≤b
une matrice décomposée en blocs selon les partitions (Ii)1≤i≤a et

(Jj)1≤j≤b respectivement de Nn et de Np.
Soit N = (Nj,k) 1≤j≤b

1≤k≤c
une matrice décomposée en blocs selon la même partition

(Jj)1≤j≤b de Np et une partition (Kk)1≤k≤c de Nq.
Alors MN peut être vue comme une matrice décomposée en blocs selon les partitions
(Ii)1≤i≤a de Nn et (Kk)1≤k≤c de Nq et :

MN =
( b∑
j=1

Mi,jNj,k

)
1≤i≤a
1≤k≤c

.

En résumé, le produit de deux matrices par blocs se comporte comme le produit ma-
triciel usuel.

Démonstration.
Notons M = (mα,β) 1≤α≤n

1≤β≤p
et N = (nβ,γ) 1≤β≤p

1≤γ≤q
. Soit α, γ ∈ Nn × Nq.

Il s’agit de montrer que

p∑
β=1

mα,βnβ,γ =
[ b∑
j=1

Mi,jNj,k

]
α,γ

, où (i, k) est l’unique couple

tel que α ∈ Ii et γ ∈ Kk. Or,[ b∑
j=1

Mi,jNj,k

]
α,γ

=
b∑

j=1

[Mi,jNj,k]α,γ =
b∑

j=1

∑
β∈Jj

[Mi,j]α,β[Nj,k]β,γ, donc

[ b∑
j=1

Mi,jNj,k

]
α,γ

=
b∑

j=1

∑
β∈Jj

mα,βnβ,γ =

p∑
β=1

mα,βnβ,γ.

Application : Produit de matrices triangulaires (resp : diagonales) par blocs, puis-
sances de telles matrices.

2 Matrices et applications linéaires

2.1 La notion de rang

2.1.1 Rang d’une famille de vecteurs

Définition. Soient E un espace vectoriel et x une famille de vecteurs de E.

Le rang de x est rg(x)
∆
= dim(Vect(x)) ∈ N ∪ {+∞}.

Propriété. Pour une famille x de vecteurs d’un K-espace vectoriel E,
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— rg(x) ≤ #(x). Lorsque rg(x) est fini, il y a égalité si et seulement si x est libre.
— rg(x) ≤ dim(E). Lorsque rg(x) est fini, il y a égalité si et seulement si x est

génératrice.

Démonstration.
� x est une famille génératrice de Vect(x), donc son cardinal est plus grand que la
dimension de Vect(x), égale au rang de x.
De plus, il y a égalité si et seulement si x est une base de Vect(x), donc si et seulement
si x est une famille libre.
� Vect(x) est un sous-espace vectoriel de E, donc sa dimension est inférieure à la
dimension de E. De plus, il y a égalité si et seulement si Vect(x) = E, c’est-à-dire si
et seulement si x est une famille génératrice de E.

Propriété.
Soient E et F deux espaces vectoriels, x une famille de vecteurs de E et u ∈ L(E,F ).
Alors rg(u(x)) ≤ rg(x). Lorsque rg(x) est fini, il y a égalité lorsque u est injective.

Démonstration.
Notons G = Vect(x) et x = (xi)i∈I . rg(u(x)) = dim(Vect(u(x))). Or

Vect(u(x)) = Vect(u(xi))i∈I = u
(

Vect(xi)i∈I

)
= u(G), donc rg(u(x)) = dim(u(G)).

La propriété résulte alors du fait que dim(u(G)) ≤ dim(G), avec égalité lorsque u est
injective.

Propriété. Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Alors
rg((xi)i∈I) n’est pas modifié si l’on échange l’ordre de deux vecteurs, si l’on multiplie
l’un des vecteurs xi par un scalaire non nul, ou bien si l’on ajoute à l’un des xi une
combinaison linéaire des autres xj.

2.1.2 Rang d’une application linéaire

Théorème. Soit u ∈ L(E,F ).

Si H est un supplémentaire de Ker(u) dans E, alors u|Im(u)
H est un isomorphisme.

Ainsi Im(u) est isomorphe à tout supplémentaire de Ker(u).

Remarque. Soit u ∈ L(E,F ) et H un sous-espace vectoriel de E.
On a toujours Ker(u|H) = {x ∈ H / u(x) = 0} = H ∩Ker(u).

Démonstration.
(déjà vu lors du TD 12)

Posons v = u|Im(u)
H . Ker(v) = H ∩Ker(u) = {0}, donc v est injective.

Soit y ∈ Im(u). Il existe x ∈ E tel que y = u(x), or E = H ⊕ Ker(u), donc il existe
(h, k) ∈ H × Ker(u) tel que x = h + k. Ainsi y = u(h) + u(k) = u(h) = v(h), car
u(k) = 0 et h ∈ H. Ceci prouve que v est surjective.

Définition. Soient E et F deux espaces vectoriels et u ∈ L(E,F ). On note
rg(u) = dim(Im(u)) ∈ N ∪ {+∞} : il s’agit du rang de l’application linéaire u.

Propriété. Si e est une base de E, alors rg(u) = rg(u(e)).
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Démonstration.
rg(u(e)) = dim(Vect(u(e))) = dim(u(Vect(e))) = dim(Im(u)) = rg(u).

Formule du rang. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un second
K-espace vectoriel de dimension quelconque. Soit u ∈ L(E,F ). Alors Im(u) est de
dimension finie et

dim(Im(u)) + dim(Ker(u)) = dim(E).

Démonstration.
Avec les notations du théorème précédent, Im(u) est isomorphe à H qui est de dimen-
sion finie, donc Im(u) est de dimension finie
et rg(u) = dim(H) = dim(E)− dim(Ker(u)).

Propriété. Soient E et F deux espaces vectoriels et u ∈ L(E,F ).
Alors rg(u) ≤ min(dim(E), dim(F )). De plus,
lorsque E est de dimension finie, rg(u) = dim(E) si et seulement si u est injective
et lorsque F est de dimension finie, rg(u) = dim(F ) si et seulement si u est surjective.

Démonstration.
Lorsque E est de dimension finie, rg(u) = dim(E)−dim(Ker(u)), donc rg(u) = dim(E)
si et seulement si dim(Ker(u)) = 0, c’est-à-dire si et seulement si u est injective.

Théorème. Soient E,F et G 3 espaces vectoriels. Soient u ∈ L(E,F ) et v ∈ L(F,G)
tels que Im(u) et Im(v) sont de dimensions finies. Alors rg(v ◦ u) ≤ inf(rg(u), rg(v)) .
De plus, si u est bijective, alors rg(v ◦ u) = rg(v) et si v est bijective, rg(v ◦ u) = rg(u).
Ainsi, on ne modifie par le rang d’une application linéaire en la composant avec un
isomorphisme (à sa gauche ou à sa droite).

Démonstration.
rg(vu) = dim(v(Im(u))) ≤ dim(Im(u)), avec égalité lorsque v est injective.
rg(vu) = dim(v(u(E))) ≤ dim(v(E)), avec égalité lorsque u est surjective.

2.1.3 Rang d’une matrice

Définition. Si M ∈MK(n, p), le rang de M est rg(M)
∆
= rg(M̃) = dim(Im(M)).

Le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

Démonstration.
On a déjà vu que Im(M) est l’espace vectoriel engendré par les colonnes de M .

Exemple. Le rang de

 1 1 2 2
0 1 2 1
1 1 2 2

 est 2, car les deux premières colonnes sont

libres et les suivantes sont des combinaisons linéaires des deux premières.

Propriété. M ∈Mn(K) est inversible si et seulement si rg(M) = n.

Propriété. Soit (A,B) ∈MK(n, p)×MK(p, q). Alors, rg(AB) ≤ min(rg(A), rg(B)).
On ne modifie pas le rang d’une matrice en la multipliant à gauche ou à droite par une
matrice inversible.
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2.2 Matrice d’une application linéaire

Remarque. On a vu que pour construire une application linéaire u de E dans F , si
(ei)i∈I est une base de E, il suffit de donner la famille (u(ei))i∈I des images des ei par
u.
Par exemple, on peut définir un endomorphisme u sur R3[X] par les conditions :
u(X3) = X, u(X2) = X2 + 1, u(X) = X3 −X, et u(1) = 1.
u est nécessairement l’unique endomorphisme tel que : pour tout
P = a3X

3 + a2X
2 + a1X + a0, u(P ) = a3X + a2(X2 + 1) + a1(X3 −X) + a0.

Définition. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0
et n > 0. Soient e = (e1, . . . , ep) une base de E et f = (f1, . . . , fn) une base de F .
Si u ∈ L(E,F ), on appelle matrice de l’application linéaire u dans les bases e et f
la matrice notée mat(u, e, f) = (αi,j) ∈MK(n, p) définie par : pour tout i ∈ {1, . . . , n}
et j ∈ {1, . . . , p}, αi,j est la ième coordonnée du vecteur u(ej) dans la base f .

C’est donc l’unique matrice (αi,j) ∈MK(n, p) vérifiant : ∀j ∈ Np u(ej) =
n∑
i=1

αi,jfi.

C’est l’unique matrice dont la j-ème colonne contient les coordonnées de u(ej) dans la
base f , pour tout j : la j-ème colonne est égale à Ψ−1

f (u(ej)).
On peut également dire que la matrice de u dans les bases e et f est définie par
[mat(u, e, f)]i,j = f ∗i (u(ej)), pour tout i ∈ Nn et j ∈ Np.

Interprétation tabulaire : Avec les notations précédentes,

mat(u, e, f) =

u(e1) · · · u(ep)m1,1
...

mn,1

· · ·

· · ·

m1,p
...

mn,p

 f1
...
fn

.

Notation. Lorsque E = F et que l’on choisit e = f , on note mat(u, e) au lieu de
mat(u, e, e).

Exemple. L’endomorphisme u de R3[X] défini ci-dessus a pour matrice dans la base

canonique : mat(u, (1, X,X2, X3)) =


1 0 1 0
0 −1 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

.

Exemple. La forme linéaire u : K4 −→ K définie par u


x
y
z
t

 = x + y − 2z + 3t a

pour matrice dans les bases canoniques de K4 et K la matrice ligne (1 1 − 2 3).
Plus généralement la matrice d’une forme linéaire est toujours une matrice ligne.
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Exemple. Considérons

u : R2 −→ R3(
x
y

)
7−→

 2x+ y
y

3x− y

 .

u est une application linéaire et, si l’on note B = (b1, b2) et C = (c1, c2, c3) les bases
canoniques de R2 et de R3 respectivement,

mat(u,B,C) =

 2 1
0 1
3 −1

. En effet, u(b1) = u

(
1
0

)
=

 2
0
3


et u(b2) = u

(
0
1

)
=

 1
1
−1

.

En fait, si l’on pose M =

 2 1
0 1
3 −1

, on voit que pour tout

(
x
y

)
∈ R2,

u

(
x
y

)
= M

(
x
y

)
, donc u n’est autre que l’application linéaire canoniquement associée

à M .

Remarque. Plus généralement, si M ∈ MK(n, p), on a défini M̃ ∈ L(Kp,Kn) par :
∀X ∈ Kp, M̃(X) = MX.
On a vu que, si l’on note c = (c1, . . . , cp) la base canonique de Kp, alors pour tout
j ∈ Np, M̃(cj) = Mcj est la j-ème colonne de M , donc :

Propriété. Pour tout n, p ∈ N∗, pour tout M ∈ MK(n, p), mat(M̃, c, c′) = M , en

notant c et c′ les bases canoniques de Kp et de Kn.

Remarque. Nous disposons maintenant de deux manières équivalentes de définir
l’application linéaire canoniquement associée à une matrice M ∈ MK(n, p) : c’est

l’application
M̃ : Kp −→ Kn

X 7−→ M̃(X) = MX
, ou bien c’est l’unique application

M̃ ∈ L(Kp,Kn) telle que mat(M̃, c, c′) = M .

Exemple. Reprenons l’exemple précédent, et déterminons la matrice de u pour un

autre couple de bases : Posons e1 =

(
1
1

)
et e2 =

(
1
−1

)
.

det(e1, e2) = −2 6= 0, donc E = (e1, e2) est une base de R2.

Posons f1 =

 1
0
1

, f2 =

 1
1
0

 et f3 =

 0
0
1

.

On vérifie que F = (f1, f2, f3) est une base de R3.
En effet, si a1f1 + a2f2 + a3f3 = 0, où a1, a2, a3 ∈ R, alors 0 = a1 + a2 = a2 = a1 + a3,
donc 0 = a2 = a1 = a3. Ainsi F est libre, de cardinal 3, or dim(R3) = 3, donc c’est
bien une base de R3.

Soit (α, β) ∈ R2. u(αe1 + βe2) = αu

(
1
1

)
+ βu

(
1
−1

)
= α

 3
1
2

+ β

 1
−1
4

,
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donc u(αe1 + βe2) = xf1 + yf2 + zf3, où

 3α + β = x+ y
α− β = y

2α + 4β = x+ z
, donc y = α − β,

x = 2α + 2β et z = 2β. On en déduit que mat(u,E, F ) =

 2 2
1 −1
0 2

.

Nous verrons plus loin une formule de changement de bases qui permet d’obtenir
mat(u,E, F ) par un calcul purement matriciel.

Propriété. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, munis de
bases e et f et soit u ∈ L(E,F ). Alors rg(mat(u, e, f)) = rg(u).

Démonstration.
Notons e = (e1, . . . , ep) et f = (f1, . . . , fn).
Alors les colonnes de mat(u, e, f) sont les Ψ−1

f (u(ej)), donc

rg(mat(u, e, f)) = rg(Ψ−1
f (u(ej))1≤j≤p) = rg(u(e)) car Ψ−1

f est injective.
De plus, e étant une base de E, on a déjà vu que rg(u(e)) = rg(u).

Propriété. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0
et n > 0. Soient e = (e1, . . . , ep) une base de E et f = (f1, . . . , fn) une base de F .

L’application
L(E,F ) −→ MK(n, p)

u 7−→ mat(u, e, f)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration.
� Soit u, v ∈ L(E,F ) et λ ∈ K.
Posons U = mat(u, e, f), V = mat(v, e, f) et M = mat(λu+ v, e, f).
Soit i ∈ Nn et j ∈ Np. Mi,j est la i-ème coordonnée de (λu + v)(ej) dans la base f .
C’est donc f ∗i (λu(ej) + v(ej)), or f ∗i est linéaire,
donc Mi,j = λf ∗i (u(ej)) + f ∗i (v(ej)) = λUi,j + Vi,j, donc M = λU + V ,
c’est-à-dire mat(λu+ v, e, f) = λmat(u, e, f) + mat(v, e, f). Ceci prouve la linéarité.
� Soit M = (αi,j) ∈ MK(n, p) et u ∈ L(E,F ). On a vu que M = mat(u, e, f) si et

seulement si pour tout j ∈ Np, u(ej) = gj, où gj =
n∑
i=1

αi,jfi, or on a déjà énoncé

qu’il existe une unique u ∈ L(E,F ) telle que, pour tout j ∈ Np, u(ej) = gj (i.e : une
application linéaire est uniquement déterminée par la donnée des images des vecteurs
d’une base de l’espace de départ). Ainsi, M possède un unique antécédent : l’application
est bijective.

Remarque. En particulier, lorsque E = Kp et F = Kn, où n, p ∈ N∗, en notant cn et
cp les bases canoniques de Kn et de Kp, on vient de montrer que
Ψ : L(Kp,Kn) −→ MK(n, p)

u 7−→ mat(u, cp, cn)
est un isomorphisme. On le savait déjà car c’est

l’isomorphisme réciproque de
MK(n, p) −→ L(Kp,Kn)

M 7−→ M̃
.
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Théorème. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions respectives q, p
et n, munis de bases e, f et g. Soient u ∈ L(E,F ) et v ∈ L(F,G).
Alors, mat(v ◦ u, e, g) = mat(v, f, g)×mat(u, e, f).

Démonstration.
Posons U = mat(u, e, f) ∈MK(p, q), V = mat(v, f, g) ∈MK(n, p)
et M = mat(v ◦ u, e, g) ∈MK(n, q). Soit k ∈ Nq et i ∈ Nn.

Mi,k = g∗i (vu(ek)) = g∗i

[
v
( p∑
j=1

Uj,kfj

)]
=

p∑
j=1

Uj,kg
∗
i [v(fj)],

donc Mi,k =

p∑
j=1

Uj,kVi,j = [V U ]i,k, ce qui prouve que M = V U .

Exemple. On peut ainsi remplacer un calcul matriciel par un calcul sur des applica-
tions linéaires. Par exemple, on peut retrouver que, dans MK(n), Ei,jEh,k = δj,hEi,k :
Notons e = (e1, . . . , en) la base canonique de Kn.
Pour (i, j) ∈ N2

n, notons ui,j l’endomorphisme de Kn canoniquement associé à Ei,j.
Pour tout k ∈ Nn, ui,j(ek) = δk,jei.
Soit l ∈ Nn. ui,j ◦ uh,k(el) = ui,j(δk,leh) = δk,lδj,hei, donc ui,j ◦ uh,k(el) = δj,hui,k(el).
Ainsi, ui,j ◦ uh,k = δj,hui,k, puis en prenant les matrices de ces endomorphismes,
Ei,jEh,k = δj,hEi,k.

Propriété. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0
et n > 0, munis des bases e = (e1, . . . , ep) et f = (f1, . . . , fn), et soit u ∈ L(E,F ).
On note M la matrice de u dans les bases e et f .
Soit (x, y) ∈ E×F . On note X la matrice colonne des coordonnées de x dans la base e,

et Y celle des coordonnées de y dans la base f . C’est-à-dire qu’en posant x =

p∑
j=1

xjej,

X =

 x1
...
xp

, et qu’en posant y =
n∑
i=1

yifi, Y =

 y1
...
yn

.

C’est aussi dire que X = Ψ−1
e (x) et Y = Ψ−1

f (y).
On écrira également que X = mat(x, e) et Y = mat(y, f). Alors,

u(x) = y ⇐⇒MX = Y.

Démonstration.
On pourrait bien sûr passer aux coordonnées et mener un calcul analogue à celui de
la démonstration de la propriété précédente. Essayons plutôt d’utiliser cette dernière
propriété.

Si x ∈ E, notons
x̂ : K −→ E

λ 7−→ λx
: x̂ ∈ L(K, E).

L’application
E −→ L(K, E)
x 7−→ x̂

est un isomorphisme, dont la bijection réciproque est
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L(K, E) −→ E
a 7−→ a(1)

. De même, à tout y ∈ F , on associe ŷ = (λ 7−→ λy) ∈ L(K, F ).

On vérifie que û(x) = u ◦ x̂, car pour tout λ ∈ K, û(x)(λ) = λu(x) = u(λx) = u(x̂(λ)).
Alors y 7−→ ŷ étant injective,
u(x) = y ⇐⇒ û(x) = ŷ

⇐⇒ mat(u ◦ x̂, 1, f) = mat(ŷ, 1, f)
⇐⇒M ×mat(x̂, 1, e) = mat(ŷ, 1, f).

Or mat(x̂, 1, e) est une matrice colonne dont les composantes sont les coordonnées de
x̂(1) = x dans la base e, donc mat(x̂, 1, e) = X, et de même, mat(ŷ, 1, e) = Y .

Propriété.
On reprend les notations de la propriété précédente et on suppose de plus que n = p.
Alors u est un isomorphisme si et seulement si M est une matrice inversible et dans ce
cas, mat(u, e, f)−1 = mat(u−1, f, e).

Démonstration.
u est bijective si et seulement si pour tout y ∈ F , il existe un unique x ∈ E tel que
u(x) = y, donc si et seulement si pour tout Y ∈ Kn, il existe un unique X ∈ Kn tel
que MX = Y , c’est-à-dire si et seulement si M est inversible.
Dans ce cas, posons N = mat(u−1, f, e).
Alors MN = mat(uu−1, f, f) = mat(IdF , f, f) = In, donc N = M−1.

Exercice. Pour tout i, j ∈ {0, . . . , n}, on note mi,j le coefficient binomial

mi,j =

(
j
i

)
, en convenant que

(
j
i

)
= 0 lorsque i > j.

Montrer que M = (mi,j) 0≤i≤n
0≤j≤n

est inversible et calculer son inverse.

Solution : Notons u : Kn[X] −→ Kn[X] définie par u(P ) = P (X + 1).
Notons c la base canonique de Kn[X]. Pour tout j ∈ {0, . . . , n},

(X + 1)j =

j∑
i=0

(
j
i

)
X i, donc M = mat(u, c).

Or u est inversible et u−1 : P 7−→ P (X − 1), donc M est une matrice inversible
et M−1 = mat(u−1, c). Pour tout j ∈ {0, . . . , n},

(X − 1)j =

j∑
i=0

(
j
i

)
X i(−1)j−i, donc M−1 =

((
j
i

)
(−1)j+i

)
1≤i≤n
1≤j≤n

.

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale à n, muni d’une

base e. L’application
L(E) −→ Mn(K)

u 7−→ mat(u, e)
est un isomorphisme d’algèbres.

Remarque. Si e′ est une seconde base de E, L’application
L(E) −→ Mn(K)

u 7−→ mat(u, e, e′)
n’est pas un morphisme d’algèbres, par exemple car mat(IdE, e, e

′) 6= In.
C’est pourquoi, le plus souvent, lorsque l’on considère la matrice d’un endomorphisme,
on choisit la base d’arrivée égale à la base de départ.
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Propriété. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie égale à n, muni d’une

base e, l’application
GL(E) −→ GLn(K)

u 7−→ mat(u, e)
est un isomorphisme de groupes.

3 Les systèmes linéaires

3.1 Trois interprétations d’un système linéaire

Définition. Une équation linéaire à p inconnues scalaires est une équation de la forme
(E) : α1x1 + α2x2 + · · · + αpxp = b, où α1, . . . , ap, b ∈ K sont des paramètres, et où
x1, . . . , xp ∈ K sont les inconnues.

Exemples.
— (E) : 2x− 5y + z = 5 est une équation linéaire.
— (E) : 2x = 1 + 2z est aussi linéaire.
— (E) : x2 + y + z − t = 2 n’est pas linéaire.

Notation. Fixons (n, p) ∈ N∗2 et considérons un système linéaire à n équations et p
inconnues, c’est-à-dire un système d’équations de la forme suivante :

(S) :



α1,1x1 + · · · + α1,pxp = b1
...

...
αi,1x1 + · · · + αi,pxp = bi

...
...

αn,1x1 + · · · + αn,pxp = bn

,

où, pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , n}×{1, . . . , p}, αi,j ∈ K, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, bi ∈ K,
les p inconnues étant x1, . . . , xp, éléments de K.

Le vecteur

 b1
...
bn

 est appelé le second membre du système, ou bien le membre constant.

Lorsqu’il est nul, on dit que le système est homogène.

Première interprétation. Combinaison linéaire de vecteurs.

Notons C1 =


α1,1

...
αi,1

...
αn,1

, C2 =


α1,2

...
αi,2

...
αn,2

, . . ., Cp =


α1,p

...
αi,p

...
αn,p

, et B =


b1
...
bi
...
bn

. Il s’agit de

p+ 1 vecteurs de Kn. Alors

(S)⇐⇒ x1C1 + x2C2 + · · ·+ xpCp = B.

Définition. On dit que (S) est compatible si et seulement s’il admet au moins une
solution.
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Propriété. (S) est compatible si et seulement si B ∈ Vect(C1, . . . , Cp).

Démonstration.
S est compatible si et seulement s’il existe (x1, . . . , xp) ∈ Kp tel que
B = x1C1 + x2C2 + · · ·xpCp, c’est-à-dire si et seulement si B ∈ Vect(C1, . . . , Cp).

Deuxième interprétation. Matricielle.

Notons M la matrice de Mn,p(K) dont les colonnes sont C1, . . ., Cp, et X =

 x1
...
xp

.

Alors
(S)⇐⇒MX = B.

Définition. On dit que (S) est un système de Cramer si et seulement si n = p et
si M est inversible. Dans ce cas, (S) admet une unique solution.

Démonstration.
Si M est inversible, (S)⇐⇒ X = M−1B.

Troisième interprétation. A l’aide d’une application linéaire.
Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimensions p et n munis de bases
e = (e1, . . . , ep) et f = (f1, . . . , fn). On note u l’unique application linéaire de L(E,F )
telle que mat(u, e, f) = M , x le vecteur de E dont les coordonnées dans e sont X et b
le vecteur de F dont les coordonnées dans f sont B. Alors

(S)⇐⇒ u(x) = b.

Définition. On dit que (S) est un système homogène si et seulement si b = 0.

Définition. Le système homogène associé à (S) est (SH) : u(x) = 0.

Propriété. L’ensemble des solutions de (SH) est Ker(u).
D’après la formule du rang, c’est un sous-espace vectoriel de dimension p − r, où r
désigne le rang de u (ou de M).

3.2 Les opérations élémentaires

Définition. On appelle manipulations ou opérations élémentaires sur les lignes d’une
matrice, les applications de MK(n, p) dans MK(n, p) suivantes :

1) Ajouter à une ligne le multiple d’une autre, opération notée :

Li ←− Li + λLj, où i 6= j et λ ∈ K. C’est une transvection.

2) Multiplier une ligne par un scalaire non nul, notée :

Li ←− αLi, où α ∈ K∗. C’est une affinité.
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3) Permuter deux lignes, notée :

Li ←→ Lj , où i 6= j. C’est une transposition.

Remarque. On définirait de même les opérations sur les colonnes.

Définition. Si σ ∈ Sn, on note Pσ = (δi,σ(j)) ∈Mn(K).
Ainsi, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, la j ème colonne de Pσ est constituée de 0, sauf pour le
σ(j)ème coefficient qui vaut 1.

Propriété. Pour tout (σ, σ′) ∈ S2
n, Pσσ′ = PσPσ′ .

Démonstration.
Notons e = (e1, . . . , en) la base canonique de Kn. Si s ∈ Sn, notons us l’endomorphisme
canoniquement associé à la matrice Ps : Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, us(ej) = es(j).
Soit j ∈ {1, . . . , n} : (uσ ◦ uσ′)(ej) = uσ(eσ′(j)) = eσ(σ′(j)) = uσ◦σ′(ej),
donc uσ ◦ uσ′ = uσσ′ . En prenant les matrices de ces endomorphismes dans la base e,
on en déduit que Pσσ′ = PσPσ′ .

Propriété.
En notant (Ei,j)(i,j)∈{1,...,n}2 la base canonique deMn(K), si λ ∈ K∗ et (i, j) ∈ {1, . . . , n}2

avec i 6= j, alors

Li ←− Li + λLj : MK(n, p) −→ MK(n, p)
M 7−→ (In + λEi,j)M

Li ←− λLi : MK(n, p) −→ MK(n, p)
M 7−→ (In + (λ− 1)Ei,i)M

Li ←→ Lj : MK(n, p) −→ MK(n, p)
M 7−→ P(i,j)M

De même, en notant (Ei,j)(i,j)∈{1,...,p}2 la base canonique de Mp(K), si λ ∈ K∗ et
(i, j) ∈ {1, . . . , p}2 avec i 6= j, alors

Ci ←− Ci + λCj : MK(n, p) −→ MK(n, p)
M 7−→ M(Ip + λEj,i)

Ci ←− λCi : MK(n, p) −→ MK(n, p)
M 7−→ M(Ip + (λ− 1)Ei,i)

Ci ←→ Cj : MK(n, p) −→ MK(n, p)
M 7−→ MP(i,j)

.

Propriété. Si l’on effectue une série d’opérations élémentaires sur les lignes d’une
matrice M , alors on a multiplié M à gauche par une certaine matrice inversible.
Si l’on effectue une série d’opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice M ,
alors on a multiplié M à droite par une certaine matrice inversible.
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Propriété. Si l’on passe de la matriceM à la matriceM ′ par une succession d’opérations
élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes, alors rg(M) = rg(M ′).

Démonstration.
Provient de la propriété précédente et de la dernière propriété du paragraphe 2.1.2.

Notation. Soit (S) : MX = B un système linéaire de matrice M ∈ Mn,p(K) et de
vecteur constant B ∈ Kn.
On appellera matrice globale de (S) la matrice à n lignes et p + 1 colonnes dont les p
premières colonnes sont celles de M et dont la dernière colonne est égale à B.

Propriété. Soient (S) : MX = B et (S ′) : M ′X = B′. On suppose que l’on peut
passer de la matrice globale de (S) à celle de (S ′) à l’aide d’une série d’opérations
élémentaires portant uniquement sur les lignes.
Alors ces deux systèmes sont équivalents.

Démonstration.
Une opération du type 1) revient à ajouter à l’équation i du système λ fois l’équation
j. Le système après cette manipulation est équivalent au système avant cette manipu-
lation.
Une opération du type 2) revient à multiplier une équation par un scalaire non nul, et
une opération du type 3) revient à permuter l’ordre de deux équations du système.
A chaque étape on ne change pas l’espace des solutions du système.

En pratique : Pour résoudre un système linéaire, on tente de modifier la matrice
globale du système par des manipulations élémentaires, afin de se ramener à une matrice
qui, privée de sa dernière colonne, est diagonale ou bien triangulaire supérieure. Dans
ce cas en effet, le système est simple à résoudre.

Remarque. Dans le système (S) : MX = B, permuter les colonnes de M revient
à modifier l’ordre des inconnues. On peut donc autoriser ce type d’opération pour la
résolution d’un système linéaire, mais il faudra les mémoriser pour connâıtre la position
de chaque inconnue.

Propriété. SoitM ∈Mn(K). On suppose que l’on peut transformer, par des opérations
élémentaires portant uniquement sur les lignes, la matrice blocs M In ∈ MK(n, 2n)

en une matrice de la forme In N ∈MK(n, 2n).
Alors M est inversible et M−1 = N .

Démonstration.
Il existe une matrice P ∈ GLn(K) telle que In N = P × M In ,

or P × M In = PM P × In , donc In = PM et N = P , ce qui montre bien que M
est inversible et que son inverse est N .

Exemple. Inversion de la matrice de taille 4

M =


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 :
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Partons de la matrice


0 1 1 1 | 1 0 0 0
1 0 1 1 | 0 1 0 0
1 1 0 1 | 0 0 1 0
1 1 1 0 | 0 0 0 1

. Ajoutons à la première ligne

la somme des suivantes. On obtient comme nouvelle matrice :
3 3 3 3 | 1 1 1 1
1 0 1 1 | 0 1 0 0
1 1 0 1 | 0 0 1 0
1 1 1 0 | 0 0 0 1

. On divise ensuite la première ligne par 3, ce qui

donne


1 1 1 1 | 1

3
1
3

1
3

1
3

1 0 1 1 | 0 1 0 0
1 1 0 1 | 0 0 1 0
1 1 1 0 | 0 0 0 1

, puis on enlève la première ligne aux sui-

vantes. On obtient


1 1 1 1 | 1

3
1
3

1
3

1
3

0 −1 0 0 | −1
3

2
3
−1

3
−1

3

0 0 −1 0 | −1
3
−1

3
2
3
−1

3

0 0 0 −1 | −1
3
−1

3
−1

3
2
3

. On multiplie en-

suite les lignes autres que la première par −1, ce qui fournit :
1 1 1 1 | 1

3
1
3

1
3

1
3

0 1 0 0 | 1
3
−2

3
1
3

1
3

0 0 1 0 | 1
3

1
3
−2

3
1
3

0 0 0 1 | 1
3

1
3

1
3
−2

3

. Enfin, on enlève à la première ligne la somme

des suivantes. On obtient :


1 0 0 0 | −2

3
1
3

1
3

1
3

0 1 0 0 | 1
3
−2

3
1
3

1
3

0 0 1 0 | 1
3

1
3
−2

3
1
3

0 0 0 1 | 1
3

1
3

1
3
−2

3

. Ainsi M est in-

versible est son inverse vaut M−1 =


−2

3
1
3

1
3

1
3

1
3
−2

3
1
3

1
3

1
3

1
3
−2

3
1
3

1
3

1
3

1
3
−2

3

.

Remarque. Pour cette matrice, généralisée à une matrice de taille n, une autre
méthode plus rapide consiste à remarquer que (M + In)2 = n(M + In), donc
M2 + (2 − n)M + (1 − n)In = 0, puis M(M + (2 − n)In) = (n − 1)In, ce qui montre

que M est inversible et que M−1 =
1

n− 1
(M + (2− n)In).

Cette méthode se généralise à toute matrice pour laquelle on peut trouver simplement
un polynôme annulateur.
Pour cette matrice, c’est facile car elle est combinaison linéaire de In et de la matrice
U dont tous les coefficients sont égaux à 1. C’est plus généralement le cas de toute

matrice de la forme


a b · · · b

b
. . . . . .

...
...

. . . . . . b
b · · · b a

.
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3.3 Méthode du pivot de Gauss

Notation. On souhaite résoudre le système (S) : MX = B de n équations à p
inconnues. La matrice globale du système sera notée (ai,j) ∈MK(n, p+ 1).
Pour simplifier les notations, si on transforme (ai,j) par des opérations élémentaires, le
résultat sera encore noté (ai,j) : C’est la matrice globale d’un système équivalent à (S).

But : On veut transformer la matrice globale en une matrice (ai,j) de dimensions
(n, p+ 1) telle que

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , p} i > j =⇒ ai,j = 0.

Le système correspondant est alors triangulaire et facile à résoudre.
Pour cela on procède en min(p, n) étapes, en imposant qu’à l’étape r, la matrice globale
commence comme une matrice triangulaire supérieure sur ses r premières colonnes,
c’est-à-dire que

(Er) : ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n} × Nr i > j =⇒ ai,j = 0.

Pour r = 0 : (E0) est toujours vérifiée.

Pour 0 < r ≤ min(n, p) : On suppose que l’étape r − 1 est réalisée et on effectue
l’étape r de la manière suivante :
Premier cas : ∀i ∈ {r, . . . , n} ai,r = 0.

Dans ce cas, il n’y a rien à faire car (Er) est déjà vérifiée.
Second cas : ∃i0 ∈ {r, . . . , n} ai0,r 6= 0 : On dit que ai0,r est le pivot de l’étape r.

On permute d’abord les lignes Li0 et Lr. Ainsi ar,r 6= 0. Ensuite on effectue la série
d’opérations élémentaires suivante :

for i from r + 1 to n do Li ←− Li −
ai,r
ar,r

Lr od;

La nouvelle matrice vérifie (Er).

Remarque. Replaçons-nous dans la situation du début du second cas :
Il existe différentes stratégies pour choisir le pivot parmi les ai,r 6= 0 où i ∈ {r, . . . , n} :
Stratégie du pivot partiel : On choisit comme pivot un coefficient ai,r dont le module

est maximum. Cela présente l’avantage de minimiser les erreurs d’arrondis commises
lorsque l’on divise par le pivot. C’est la stratégie la plus couramment utilisée lorsque
cet algorithme est programmé en langage informatique.
Stratégie humaine : Dans les cas où on applique l’algorithme du pivot à la main,

on souhaite éviter autant que possible l’apparition de fractions compliquées lors de la
division par le pivot. La stratégie humaine consiste donc à choisir comme pivot 1 ou
−1 quand c’est possible, sinon 2 ou −2, etc. . .

Remarque. Comme on n’effectue que des opérations élémentaires sur les lignes, les
lignes de la matrice finale du système engendrent le même espace vectoriel que les lignes
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de la matrice initiale. La méthode du pivot permet donc de déterminer une base de
l’espace vectoriel engendré par les lignes (ou les colonnes en opérant sur les colonnes)
d’une matrice.
La méthode du pivot permet aussi de déterminer une base de l’image d’une application
linéaire : On considère sa matrice dans des bases données et on détermine une base de
ses vecteurs colonnes en appliquant la méthode du pivot au niveau des colonnes.

Remarque. Le système final présente une matrice triangulaire supérieure, la dernière
colonne exceptée. On dit que le système est échelonné.
Cependant, comme les pivots peuvent être nuls, il est assez difficile de programmer la
résolution de ce système échelonné.

Exercice. Soit λ ∈ R. Déterminez la compatibilité et les éventuelles solutions
du système suivant :

λx +y +z +t = 1
x +λy +z +t = λ
x +y +λz +t = λ2

x +y +z +λt = λ3

.

Résolution : La matrice globale du système est


λ 1 1 1 1
1 λ 1 1 λ
1 1 λ 1 λ2

1 1 1 λ λ3

.

Le pivot de la première étape est 1 (on adopte la stratégie ‘humaine’). On obtient
comme nouvelle matrice :

1 λ 1 1 λ
0 1− λ2 1− λ 1− λ 1− λ2

0 1− λ λ− 1 0 λ(λ− 1)
0 1− λ 0 λ− 1 λ(λ2 − 1)

.

Premier cas : Si λ 6= 1, on simplifie les équations par 1− λ. On obtient ainsi
1 λ 1 1 λ
0 1 + λ 1 1 1 + λ
0 1 −1 0 −λ
0 1 0 −1 −λ(1 + λ)

. Pour la seconde étape, le pivot choisi est 1.

On aboutit à
1 λ 1 1 λ
0 1 −1 0 −λ
0 0 2 + λ 1 (1 + λ)2

0 0 1 −1 −λ2

. Pour la troisième étape, le pivot choisi est 1.

On aboutit à
1 λ 1 1 λ
0 1 −1 0 −λ
0 0 1 −1 −λ2

0 0 0 3 + λ (1 + λ)2 + λ2(λ+ 2)

.

1.1 : Si λ 6= −3, le système est de Cramer et l’unique solution est donnée par :
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t =
λ3 + 3λ2 + 2λ+ 1

λ+ 3
, z = −λ2 +

λ3 + 3λ2 + 2λ+ 1

λ+ 3
=

2λ+ 1

λ+ 3
,

y = −λ+
2λ+ 1

λ+ 3
=
−λ2 − λ+ 1

λ+ 3
,

x = λ+
−λ3 − 3λ2 − 2λ− 1− 2λ− 1 + λ3 + λ2 − λ

λ+ 3
=
−λ2 − 2λ− 2

λ+ 3
.

1.2 : Si λ = −3, le système est incompatible.
Second cas : Si λ = 1, le sytème est compatible,

et (S)⇐⇒ x = 1− y − z − t.

3.4 Méthode du pivot total

Notation. On reprend les notations du paragraphe précédent.

But : On veut transformer la matrice globale en une matrice (ai,j) de dimensions
(n, p+ 1) telle qu’il existe s ∈ {0,min(n, p)} vérifiant

(F ) :
∀(i, j) ∈ N2

s i > j =⇒ ai,j = 0,
∀r ∈ Ns ar,r 6= 0 , et

∀(i, j) ∈ {s+ 1, . . . , n} × {1, . . . , p} ai,j = 0 .

� Pour cela on procède en au plus min(p, n) étapes, en imposant qu’à l’étape r,
la matrice globale commence comme une matrice triangulaire supérieure sur ses r
premières colonnes, les coefficients diagonaux étant non nuls, c’est-à-dire que

(Fr) : (∀(i, j) ∈ {1, . . . , n} × Nr i > j =⇒ ai,j = 0) et (∀i ∈ Nr ai,i 6= 0).

� Pour r = 0 : (F0) est toujours vérifiée.

� Pour 0 < r ≤ min(n, p) : On suppose que l’étape r − 1 est réalisée et on effectue
l’étape r de la manière suivante :
Premier cas : ∀(i, j) ∈ {r, . . . , n} × {r, . . . , p} ai,j = 0.

Dans ce cas, avec s = r − 1, la matrice vérifie (F ) : on arrête l’algorithme.
Second cas : ∃(i0, j0) ∈ {r, . . . , n}×{r, . . . , p} ai0,j0 6= 0 : on dit que ai0,j0 est le pivot

de l’étape r.
On permute les colonnes Cj0 et Cr, ce qui revient à modifier l’ordre des inconnues
(il faudra mémoriser ce nouvel ordre). La suite de l’algorithme est identique à celui
présenté au b).

� A la fin de l’algorithme, on obtient la matrice globale d’un système équivalent à
(S), vérifiant (F ).
� Le système est compatible si et seulement si ∀i ∈ {s+ 1, . . . , n} ai,p+1 = 0.

Si le vecteur B =

 b1
...
bn

 du système est quelconque, ces conditions de compatibilité

s’expriment en fonction de b1, . . . , bn. Elles constituent un système d’équations de l’es-
pace vectoriel engendré par les colonnes de (S), car (S) est compatible si et seulement
si B appartient à cet espace vectoriel .

c©Éric Merle 32 MPSI2, LLG
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Si la matrice de (S) est celle d’une application linéaire u dans des bases e et f , ces
conditions de compatibilité constituent un système d’équations de Im(u) dans la base
f .

� En cas de compatibilité, le système triangulaire final peut être facilement résolu :

Définition. Résoudre un système (S) : MX = B à n équations et p inconnues, c’est
déterminer une partie I de {1, . . . , p} et deux familles de scalaires (bi,j)(i,j)∈({1,...,p}\I)×I
et (ci)i∈Np\I telles que :

∀i ∈ {1, . . . , p} \ I, xi = ci +
∑
j∈I

bi,jxj.

On dit que (xj)j∈I est la famille des inconnues principales et que (xi)i∈{1,...,p}\I est la
famille des inconnues secondaires (Attention : Le choix de la partie I n’est en général
pas unique).
En résumé, résoudre un système, c’est exprimer les inconnues secondaires en fonction
des inconnues principales.

Après déroulement de l’algorithme du pivot total, la résolution du système triangulaire
final se fait en prenant naturellement comme inconnues principales xs+1, . . . , xn.
Attention : Ces inconnues ne sont pas nécessairement les n− s dernières inconnues du
système d’origine, car d’éventuelles permutations de colonnes ont peut-être modifiées
l’ordre des inconnues.

3.5 Méthode de Gauss-Jordan

Notation. On reprend les notations du b), en supposant que (S) est un système de
Cramer, c’est-à-dire que M ∈ GLn(K).

But : On veut transformer la matrice globale en une matrice de dimension (n, n+ 1)
dont les n premières colonnes correspondent à la matrice In, en utilisant uniquement
des opérations élémentaires sur les lignes.
Pour cela on procède en n étapes, en imposant qu’à l’étape r, la matrice globale com-
mence comme la matrice In sur ses r premières colonnes.

Pour 0 < r ≤ n : On suppose que l’étape r − 1 est réalisée et on effectue l’étape r de
la manière suivante :
La matrice obtenue après l’étape r− 1, que l’on notera encore M , est égale au produit
d’une matrice inversible avec la matrice initiale, donc elle est encore inversible. Alors,
il existe i0 ∈ {r, . . . , n} ai0,r 6= 0.
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En effet, si pour tout i ∈ {r, . . . , n}, ai,r = 0, alors on vérifie que M



a1,r
...

ar−1,r

−1
0
...
0


= 0, ce

qui contredit l’inversibilité de la matrice M .
ai0,r est le pivot de l’étape r.
On permute alors les lignes Li0 et Lr. Ainsi ar,r 6= 0. Ensuite on effectue la série
d’opérations élémentaires suivante :

∀i ∈ {1, . . . , n} \ {r}, Li ←− Li −
ai,r
ar,r

Lr .

Enfin, on réalise l’opération

Lr ←−
1

ar,r
Lr.

Les r premières colonnes de la nouvelle matrice sont bien celles de la matrice In.

A la fin de l’algorithme, le système est immédiatement résolu puisque

(S)⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n} xi = ai,n+1.

Remarque. Le dernier théorème du paragraphe 3.2 montre comment modifier cet
algorithme pour calculer l’inverse d’une matrice. Ce nouvel algorithme sera encore
appelé algorithme de Gauss-Jordan.

Remarque. Si, lors de la recherche du pivot de l’étape r, pour tout i ∈ {r, . . . , n},
ai,r = 0, c’est que la matrice initiale du système n’était pas inversible. L’algorithme de
Gauss-Jordan peut donc constituer un test efficace d’inversibilité d’une matrice.

Remarque. Ceci montre que toute matrice inversible est un produit de matrices de
permutation, d’affinités et de transvections.
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