DS 8 : un corrigé

Le bareme comporte un total de 58 points.

Exercices (sur 11 points)

Exercice 1 : (sur 1 point)
cre < et sh(x) = Sy e—, donc par
2 2 2 2

composition des limites, lorsque n tend vers +o0, avec n € N,
chZn) e (1) > 0.0r t & 0.1], done la série géométrique 3 (1) est
~ —— = (- . Or = onc la série géométrique -] es

sh(3n) e3n e e T & q e
ch(2n)
sh(3n)

Lorsque z tend vers +o0o, ch(x) =

convergente. Alors, d’apres le cours, la série E est également convergente.

Exercice 2 : (sur 2 points)
—n?
Pour tout n > 1, posons a,, = (1 + sin %)

Soit n € N*. On a [sin +| < 1, donc 1 +sin + > 0 et a, est bien définie.

—n? ln(1+sin%) _ €7n2 1n(1+%+o(%)) _ ean(%Jro(%)) _ e—n—l—o(n)
- - - )

a, = e

donc n?a, = e?mnr—nto(n) = e=nto() or —p 4 o(n) ~ —n — —oo, donc par compo-
n—-+o0o

2

: . 1
sition des limites, n“a,, — 0. Ceci prouve que a,, = 0(—), or la série de Riemann

n—+oo n?

1
Z — est convergente, donc ) a, est également convergente.
n>1 n
Exercice 3 : (sur 3 points)

Pour x € R, lorsque c’est défini, posons f(z) = In(32% — 3cosz + 4).
o Lorsque x est au voisinage de 400, 323 — 3cosz + 4 = 32% + O(1) ~ 32® > 0,
donc f(x) est définie au voisinage de 400, et

3x3 —3cosx + 4
= In(32%) +1
fl@) = In(32%) 4 In =25
f(z) ~3nz|.

=In3+3nz+In(l+o(1)) =3Inz+O(1), ainsi



¢ Lorsque x est au voisinage de 0,

3
32% —3cosx +4 = o(z?) — 3(1 — % +o(2?) +4 =1+ §x2 + o(2*) ~ 1 > 0, donc
f(x) est définie au voisinage de 0 et f(z) = In(1 + 322 + o(2?)) ~ 22? + o(2?), car

3,.2 2 - 3,2
ST —l—o(x)mo. Ainsi, |f(z) ~ 52°%|.

Exercice 4 :

142 x+22
o 2 points) P tout r € R, = = .
(sur 2 points) Pour tout z +, posons f(x) a;l or = 112

f est dérivable sur R, et, pour tout x € R,
() = (1+22)(1+22) —2(x +2%) 1422+ 227

(1+2z)? (1+2z)?
donc f est strictement croissante sur R.
Par récurence, on montre facilement que, pour tout n € N, u,, > 0. En effet, ug > 0 et
f(RL) C R, donc si u, > 0, alors 41 = f(up) > 0.
f étant croissante sur R’ , d’apres le cours, la suite (u,) est monotone.

(x4 2?) — z(1 + 22) —x?

O tout R —x = = <0,d
r pour tout = € Ry, f(z) — x T o T7om =0 onc en

particulier, uy — ug = f(ug) — up < 0. Ceci prouve que (u,) est décroissante.
Etant de plus minorée par 0, (u,) converge vers ¢ € R, telle que f(¢) = ¢ (car f est
2

continue sur R, ). Ainsi, 0 = f({) — ( = = donc ¢ = 0.

> 0,

1420
On a donc montré que ’(un) converge vers 0 en décroissant‘ .
1+ u, \@
o (sur 3 points) Soit a € R. u&,; —u® = O‘((—) —1),0 n — 0,
(sur 3 points) Soit « uyL g — ul = un Tt ou, U —
1+u, _ .
donc T 2. = (1+u,)(1+2u,) ™t = (1 +u,) (1 —2u, +o(u,)) = 1 —u, + o(u,), puis
Unp
uly —ul =ul(l — au, — 14 o(uy,)) ~ —au™ (c’est vrai méme lorsque a = 0).
1
En particulier, lorsque @ = —1, on obtient que —— ~ 1
Un+1 Un,
Or la série > 1 diverge grossierement et ses termes sont positifs, donc d’apres le
n—1 n—1
1 1 1 1
théoreme de sommation, Z < — —) ~ 1. Ainsi, ——1~n,or — — 400,
P k41 U om0 Unp, Uy, N—+00
donc — — 1 ~ —. On en déduit que |u, ~ %

Unp, Unp,




Probleme : Fonctions absolument monotones
Partie I : Généralités (sur 11,5 points)

1°) (sur 0,5 point) Supposons que f est absolument monotone. Alors f = f(© > 0,
f'>0et f” >0, donc d’apres le cours, f est positive, croissante et convexe sur 1.

2°)  (sur 1 point) On suppose que f et g sont absolument monotones. Soit n € N.

Alors (f +¢)™ = f® 4 ¢™ >0, donc f + g est absolument monotone.

De plus, d’apres la formule de Leibniz, (fg)™ = Z (Z) f®gm=R "donc (fg)™ > 0,
k=0

ce qui prouve que fg est absolument monotone.

3°) (sur 3 points) Soit n € N. Notons R(n) I’assertion suivante :
Pour toute application absolument monotone f : I — R et pour toute application
absolument monotone g :J — I, (f o g)™ > 0.
¢ Supposons quen = 0. Soit f : I — Ret g : J — I deux applications absolument
monotones. Alors, pour tout x € J, (f o ¢)(x) = f(g(x)) > 0, donc (f o g)@ > 0.
o Supposons que n > 0 et que, pour tout k € {0,...,n}, R(k) soit vraie.
Soit f : I — Ret g : J —> I deux applications absolument monotones.
(fog) =4¢.(f og), donc d’apres la formule de Leibniz,
n

(fog)tD) = Z (Z) (f'og)®) g(=F+D) or f est une application absolument monotone
k=0
de I dans R, done, pour tout k € {0,...,n}, on peut appliquer R(k) en remplacant

f par f'. Ainsi, pour tout k € {0,...,n}, (f' og)® > 0. Alors, la formule précédente
prouve que (f o g)™*) >0 ce qui prouve R(n + 1).

Ainsi, d’apres le principe de récurrence forte, si f : I — Ret g :J — I sont
deux applications absolument monotones, alors pour tout n € N, (f o )™ > 0, ce qui
prouve que f o g est absolument monotone.

Partie II : exemples (sur 7 points)

4°)  (sur 2 points) Sur I = [0, 5[, tan’ = 1+ tan®, donc pour tout n > 1,
tan™*1) = (tan’)™ = (tan?)™, puis d’apres la formule de Leibniz,

tan(™1) = Z <Z) tan® tan™=®. Ainsi, si I'on note R(n) l'assertion tan™ > 0 sur

k=0
I, on a clairement R(0) et R(1) car tan est positive sur I et car tan’ = 1 + tan?, puis
pour tout n > 1, si 'on suppose que R(k) est vraie pour tout k € {0,...,n}, on montre

R(n+1). D’apres le principe de récurrence forte, on en déduit que tan est absolument
monotone sur [.



5°) (sur 2 points) On vérifie aisément par récurrence que,
d"” 1 —1)"n! d” 1 !
pour tout n € N et z €]0, 1], ( >:(( )'n et ( )Z(l "

dr" \1+x 14+x)tt " dam\1 —x — )t
o . 1 n! (—=1)"n!
Ainsi, pour tout n € N et x €]0,1[, g™ (z) = §<(1 ST :v)"Jrl)'

7(a —i)nﬂ + ) 20

Supposons maintenant que n est pair et fixons x €|0, 1[. Alors

1

> = (1 —2)"™ < (1 + )", or cette
(1 —z)rtl = (1 4 x)nt! ( ) < )
dernieére inégalité est vraie car 0 < 1 — 2 < 1+ z, donc g™ > 0, pour tout n € N, ce
qui prouve que g est absolument monotone.

Si n est impair, alors g™ (z) =

g(”)(x) > () <—

6°) (sur 3 points)
D’apres le cours, 'application arcsin est définie et de classe C*° sur |0, 1].

1
Soit x €]0, 1[. On sait que arcsin(x) > 0 et que arcsin’(x) = —
—x
1
Ainsi, si 'on pose f(r) = ——, il suffit de montrer que f est absolument mo-
notone. Or f'(z) = , mais par réduction au méme dénominateur,
(1 —22)/1 —2a?
g(x) = ﬁ, donc f' = gf. Ainsi, pour tout n € N, f+h) = Z (Z) ) gk,

k=0
Or g est absolument monotone, donc cette formule permet de montrer par récurrence

forte que, pour tout n € N, f(® >0, ce qui conclut.

Partie III : Fonctions totalement monotones (sur 7,5 points)

7°)  (sur 1 point) Fixons h € R. Soit f,g € E et a € R. Pour tout x € R,

r(af +9)(@) = (af +g)(w+h) = af(x+h) + ga+h) = an(f)(x) + 7a(g)(x), done
m(af 4+ g)(x) = (am(f) + m(g9))(x), pour tout = € R.

On en déduit que 7,(af + g) = amn(f) + 7(g)), donc 7, € L(E).

De plus, pour tout = € R, pour tout f € F,

(Th 0 7)) (f)(@) = Tu(T-n(f))(@) = 7-(f)(@ + h) = f((x + h) — h) = f(z), donc
Tp 0 T_p, = Idg. En remplacant h par —h, on en déduit également que 7_j, o 7, = Idg,
donc 7, est une bijection, donc la bijection réciproque est 7_j.

Ainsi, pour tout h € R, 7, est un automorphisme de ’espace vectoriel E.

8°) (sur 2 points) Soitne N, heR, fe EetzeR.
Dans l'algebre L(E), 1, et —Idg commutent, donc on peut appliquer la formule du

n

binéme de Newton. Ainsi, A} = (1, — Idg)" = Z (k) 7 (—1dg)™ ™", puis

k=0



n

8 =3 () 0tk e entin, A7) @) = (-1 () fo k).

k=0 k=0
9°) (sur 1,5 points) Soit h € R, n € Net z € R.
n+1
D’apres la question précédente, AJ(f)(z) = Z(—l)”“‘k (n;{ji— 1) f(x +kh),

k=0
donc h — AP f)(x) est dérivable et

d A1 _nH nti—k (N1
) = e (]

) kf'(x + kh), or d’apres la formule comité-
k=1

président, pour tout k£ € N, 1, k (n _]L_ 1) =(n+1) (k ﬁ 1), donc

GO =D S () e

k=1

—(n+1)Y (=) ”)’x h+ kh

EEYE) () £ nan
= (n+ D)AR(f")(x + h), toujours d’apres la question précédente.

10°)  (sur 3 points) Soit n € N. Notons R(n) l’assertion suivante : pour toute

application f € F qui est absolument monotone, pour tout A > 0, A?(f) > 0.

Pour n = 0 : Soit f € E une application absolument monotone et soit h > 0.

Alors AY(f) = f >0, donc R(0) est vraie.

Pour n € N, supposons R(n). Soit f € E une application absolument monotone.

Soit x € R. f’ est aussi absolument monotone, donc on peut appliquer ’hypothése de

récurrence a f’ : pour tout h € R, (n+1)AR(f')(z+h) > 0. Ainsi, d’apres la question

précédente, I'application h — AP (f)(x) est croissante sur RY.

Soit h € R%. Pour tout k €]0, h[, AP (f)(x) < APF(f)(z), or d’apres la question 8,

h — AP f)(z) est continue sur R, donc en faisant tendre k vers 0 dans I'inégalité

précédente, on en déduit que AgH(f)(z) < AP f)(x), mais

Ay =19—Idg = Idg—Idg = 0, donc AJ™ = 0. Ainsi, on a montré que A} (f)(z) > 0,

pour tout h > 0 et pour tout f € FE absolument monotone. Ceci prouve R(n + 1) et le

principe de récurrence permet de conclure.

Partie IV : totalement monotone <= absolument monotone

(sur 18 points)

11°)  (sur 2 points)
Soit f : R — R une application de classe C*°. Soit a, b € R. Il s’agit de montrer que,

pour tout n € N, on a R(n) : f(b) = Z W(b —a)’ —i—/ %f("ﬂ)(t) dt.
P u !

On démontre cette propriété par récurrence sur n.



Pour n = 0, / St FOO) dt = / b F(t) dt = f(b) — f(a), dolt R(0).

n!
Pour n € N, on suppose R(n). Or en intégrant par parties,

b Tom _ \ntl b b _ #\n+l

(b—a)"* (n+1) /b (b—t)~*! (n+2)
= —"Ff" ———f"T(t) dt.

(n+ 1)! / (a) + a (n+1)!f (®)
Alors, de R(n), on en déduit bien R(n + 1).

12°) (sur 3 points) Soit ¢ € R. Posons f(t) = (e! — 1)™.

n

D’apres la formule du binéme de Newton, f(t) = Z (Z) e (—=1)"*, donc pour tout

k=0
n

JEN, fO(t) =) (Z) ke (—1)"*, puis fD(0) = (Z) I (—1)n 7k,

k=0 k=0
Or d’apres la formule de Taylor-Young, f étant de classe C*,

"eG)(0)
au voisinage de 0, f(t) = Z f+|()tj + o(t").
7=0

D’autre part, au voisinage de 0, on sait que e/ — 1 ~ ¢, donc f(t) ~ t", ce qui signifie
que f(t) =t" + o(t"). Alors, d’apres I'unicité du développement limité, on a bien que,

n j ..
pour tout j € {0,...,n}, Z(_l)n_k(Z)k _{081]<n
k=0

G\ 1sij=n"
13°) (sur 5 points)
Soit n € N et x € R. Pour tout A > 0, d’apres Taylor avec reste intégral,

0 <A@ = v () st

k=0

=3t (3) (55w s [ e )

=0
donc en intervertissant les deux sommes, puis en utilisant la question précédente,

nf() o L kh — )™

k=0

n z+kh (acT—t + k)n

= f"(x)h" + h"R(h), ot R(h) = /
k=0 V¥
En divisant par A", ce qui est possible car h > 0, on obtient que f™(z)+ R(h) > 0. On

va maintenant montrer que R(h) — 0, ce qui permettra d’affirmer en faisant tendre

FrED(t) dt.

n!

h>0
h vers 0 dans I'inégalité précédente que f™(z) > 0, ce qui conclut.
f*1) est continue sur le compact [z, 2 + n], donc elle est bornée sur cet intervalle.
Ainsi, il existe M € R, tel que, pour tout u € [z, +n], | "D (u)] < M.
Soit alors h €]0, 1]. Pour tout k € {0,...,n}, [x,z+kh] C [z, 2+ n], donc par inégalité



n ptkh 2=t 4 k|
R

triangulaire, |R(h)| < Z/ M dt.

k=0
Pour tout k € {0,...,n}, pour tout t € [x,x + kh|, |x —t| < |kh|, donc

2=t k| < 2 4 | < 2k, Ainsi,

R < i/:ﬂm

Ainsi, hC' i) 0, puis d’apres le prinzipe des gendarmes, R(h) — 0.
h>0 h>0

14°) (sur 5 points)

o Pour tout b > 0 et z € R, 0 < A2(f)(z) = f(x + 2h) — 2f(x + h) + f(x), donc
fla+h) < 5(f(@) + flw + 2h)). )

Soit a,b € R. Si a < b, posons h = %a' Alors f(a+h) = f(3(a+Db)) et

fla+2h) = f(b), donc (1) = f(5(a+0b)) < 5(f(a)+ f(b)).

Si a > b, on applique ce qui précede en remplagant (a,b) par (b,a). On retrouve (1).
Sia=b, (1) est évidente, donc (1) est vraie pour tout a,b € R.

o Soit (z,y) € R2.

Soit n € N. Montrons par récurrence sur n 'assertion R(n) suivante :

pour tout k € {0, 2}, f(x + ooy — ) < 1(@) + ox((0) — F()).

n!

2k)™ " 2k)™
CR)" e — Zkh( Y hC, on C est indépendant de h.
n! prd n!

Pour n = 0, c’est évident.
Pour n > 0, supposons R(n).
Soit k € {0,...,2" "1}
Si k est Il)gair, k = 2h, donc d’apll;és R(n),
[t oy =) = flet ey =) < () + () — (@)
k

= J@) + o (F(0) ~ f(2)).
Si k est i]ICnpair, k=2h+1, don}g .
flotgmly—a)) =flot+ 5y —a)+ 55y —2))

1 h h+1

= F(Gla+ 5 —2) + @+ oy —a)).

donc d’apres 1’énoncé, puis en utilisant R(n),

Fot gy —2) < 507G+ oy =)+ S+ Tty — )]

on
< SI7) + 3 ((6) = F@) + (@) + o (7) = S@)
= @)+ 25 ) - r)),

ce qui prouve R(n + 1).
o Soit a € [0, 1]. Pour tout n € N, notons k, la partie entiere de 2"a.
Ainsi, k, € {0,...,2"}. De plus, 2"a — 1 < k, < 2", donc d’apres le principe des

n
gendarmes, — — a.
2" n—s+4co



Pour tout n € N, f(x + ];—Z(y —x)) < f(z)+ %(f(y) — f(z)) et f est continue, donc

en faisant tendre n vers +oo, on obtient : f(z + a(y — z)) < f(z) + a(f(y) — f(x)).
Ceci montre que f est convexe.

15°)  (sur 3 points)

D’apres la question précédente, il suffit de montrer que f est continue.

o Pour tout x € Ret h > 0,0 < Ap(f)(x) = f(z + h) — f(z), donc f est croissante.
D’apres le théoreme de la limite monotone, elle possede en tout x € R une limite a
droite, notée f(z)" et une limite & gauche notée f(x)~, avec f(x)~ < f(z) < f(x)*.
o Pour tout h > 0 et z € R, 0 < A?(f)(x), donc d’apres le début de la question
précédente, qui n’utilise pas 'hypothese de continuité,

pour tout a,b € R, f(5(a+b)) < 3(f(a)+ f(b)).

Soit z € R. On en déduit que, pour tout k> 0, f(z 4+ h) < 3(f(z — h) + f(z + 3h)),
donc en faisant tendre h vers 07, f(z)" < $(f(z)” + f(2)"), donc f(z)* < f(z)".
Ainsi, f(z)" = f(x) = f(x)~, ce qui prouve que f est continue sur R.

Partie V : Développement en série entiére (sur 10 points)

16°) (sur 2 points) © On ne peut en général pas prolonger f en b en une application
monotone, car la fonction tan est absolument monotone sur [0, 7[ d’apres la question
4, mais elle n’est pas prolongeable par continuité en 7, car tan(t) — +oo.
t—35
o f est croissante, donc d’apres le théoreme de la limite monotone,
f(t) — i?f [f(:c) Or f est positive, donc {f(x) / = €]a,b[} est une partie non vide
€la,b

t—a g
minorée de R. Ainsi, il existe £ € Ry tel que f(¢) = ¢. Alors, en posant f(a) = /¢, on
—a

prolonge f en une application continue et positive sur [a, b|.

o Pour tout n € N*, 'application f(™ est croissante et positive, donc le méme rai-
sonnement que précédemment prouve qu'il existe £, € R, tel que £ (z) — l,. Or

—a

f est continue sur [a,b] et C* sur ]a,b], donc d’apres le théoreme de la limite de la
dérivée, f est O sur [a,b] et, pour tout n € N, f(a) = £, > 0, ce qui prouve que f
est absolument monotone sur [a, b].

17°)  (sur 2 points)
Soit t € [0,b[. Avec les notations de I’énoncé, la formule de Taylor avec reste intégral

L O
s’écrit : Pour tout n € N, f(t) = Z f—()tk + pu(t), or f est absolument monotone,

£ k!
=0
Lt — )" £k
donc p,(t) = / %f("ﬂ)(x) dx > 0, donc Z fk—'(o)tk < f(t). Ainsi, la suite
O . k/.:O .
f™(0)

des sommes partielles de la série E ‘ t" est majorée, or cette série est a termes
n!

positifs, donc d’apres le cours, elle est convergente.



18°) (sur 1,5 points)
n t t 1 __I\n
Soit n € N. p_() = / Mf("Jrl)(as) dx, or pour tout x € [0,¢],
0

tn n!
¢ 1 — z\n t/ 1 — g] n
pult) / ( 't,) £ () d < / =) e g,
0 n! 0

0< 1-Z < 1-Z Alinsi,
t t
car la fonction intégrée est positive. Ceci conclut.

n!

19°) (sur 2 points) Soit ¢ € [0,b[. 1l suffit de montrer que f(t) = th. Cest

évident lorsque t = 0, donc on peut supposer que 0 <t < b.
Alors il existe t' € R tel que 0 < t < t' < b. D’apres la question précédente, pour

tout n € N, 0 < p,(¢) < (f/) pu(t'), or pu(t') = f(t) Z A " < f(t), car f

t
est absolument monotone, donc 0 < p,(t) < <F> f(t) - 0, car ; € [0,1[. On en
n—-+0oo
f® ( ) .k

déduit alors que Z th = f(t) — pn(t) — f(t), ce qu'il fallait démontrer.

n— 0o

20°) (sur 2,5 pomts) Toujours d’apres la formule de Taylor avec reste intégral, il suffit

de montrer que, pour tout t €] — b, b, p,(t) - 0. C’est déja fait lorsque ¢ € [0, b].
n—-+0oo

Supposons maintenant que —b < ¢ < 0. Soit n € N. Par inégalité triangulaire,

0 n
)] < [ 000 o, car £00(a) 2 0. On pose u =

t
_t o _
lpn(t)] < /0 %ﬂ”“)(—u) du. Or f"*+1 est croissante,
donc pour tout u € [0, —t], f™FD(—u) < fFV(u). Ainsi,
—t U —t —1) — )
a0 < [ IR0 = [ )= i) 0

n' n—-+4o0o
d’apres la question précédente. Ceci conclut cette question.



