Résumé de cours :
Semaine 27, les 29 et 30 avril.

Les matrices

1 Vocabulaire

Définition. Soit (n,p) € N*2. On appelle matrice & n lignes et & p colonnes (& coefficients dans K)
toute famille de scalaires indexée par N,, x Ny,.
SiM = (mi’j)(i’j)eNanP = (m;,j) 1<i<n, on représente M sous la forme suivante :

1<j<p

m171 e ml,p
M= : : ,
an PN mn’p
ou le (i, 7)°™€ coeflicient est situé a l'intersection de la i™€ ligne et de la 7€ colonne.

Notation. L’ensemble des matrices a coefficients dans K, a n lignes et p colonnes est noté Mx(n, p)
ou M,, ,(K). Mg(n,n) est souvent noté Mg (n) ou M,,(K).

Définitions :

— Une matrice ligne est une matrice ne possédant qu’une ligne.

— Une matrice colonne est une matrice ne possédant qu'une colonne.

— Une matrice carrée est une matrice possédant autant de lignes que de colonnes.

— M = (m; ;) € Mg(n,p) est une matrice triangulaire supérieure si et seulement si
V(i,j) € Ny x N, (i > j = m,; =0).

— M est une matrice triangulaire inférieure si et seulement si
V(i,j) € N, x N, (i < j = m;; =0).

— M = (m,; ;) € Mg(n,p) est une matrice diagonale si et seulement si
V(i,7) € Ny x N, (l Fj=m; = 0). On note alors M = diag(mi,1,...,Mnn)-

— Une matrice carrée et diagonale est dite scalaire lorsque tous ses coefficients diagonaux sont
égaux. En particulier, lorsque tous ses coefficients diagonaux sont égaux a 1, on obtient la
matrice identité, notée I,,.

Remarque. On identifiera K™ avec Mg(n, 1) (ensemble des matrices colonnes).

2 Opérations sur les matrices

Définition. On sait d&ja que Mx(n,p) = KN»*Ne est un K-espace vectoriel . On dispose ainsi des

lois d’addition et de multiplication par un scalaire.

Propriété. Soit n,p € N*. La base canonique de M, ,(K) est la famille de matrices (E; ;)i<i<n
1<j<p

définie par : Pour tout ¢ € {1,...,n} et j € {1,...,p}, Eij = (04,i0p) 1<a<n .

1<b<p
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E, ; est appelée la (i, j)-ieme matrice élémentaire de M,, ,(K). Tous ses coefficients sont nuls, sauf
celui de position (%, j) qui est égal & 1.
Ainsi, pour tout M € M, ,(K), M = Z M; ;E; ;.

1<i<n
1<j<p

On en déduit que dim(M,, ,(K)) = np.
Convention : Lorsque A est une matrice, on notera A; ; son coefficient de position (3, j).

Définition du produit matriciel : Soit (n,p,q) € (N*)3. Soient A € Mg(n,p) et B € Mk(p,q).
On appelle produit des matrices A et B la matrice C € Mx(n, q) définie par

P
[AB);; = Z A; 1B jl.
k=1

Formule pour le produit de trois matrices : Soit (n,m,l,p) € (N*)%.
Soient A € Mg(n,m), B € Mg(m,l) et C € Mx(1,p) : [(AB)C)in = [A(BC))in = Z A; iB; kChop-

1<j<m
1<k<1

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. La multiplication matricielle est associative.

Propriété. La mutiplication matricielle est distributive par rapport a 1’addition.
Propriété. Soit Ae M, ,, B M, , et a € K. Alors a(AB) = (aA)B = A(aB).
Propriété. Pour tout M € Mg(n,p), I,M = MI, = M.

Propriété. Soit n,p € N* et M € Mx(n,p). Pour tout X € KP, MX € K™
I p

SiX=|: | alorsVie{l,...,n}, [MX];=> M,;x;
Tp J=1

et MX =z, My + -z, M), en notant My, ..., M, les colonnes de M.

11 faut savoir le démontrer.

Propriété. Si M € Mg(n,p), la j-eme colonne de M est Mc;, ot ¢; = (0;,j)1<i<n € KP.

S .
Définition. Si M € Mxg(n,p), M Hi( : ]}\(}X

I’application linéaire canoniquement associée a la matrice M.

..., Mg(n,p) — L(EKP,K") . . , .
Propriété. M o AT est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Il faut savoir le démontrer.

est une application linéaire que I'on appelle

Remarque. On identifie souvent M et M, auquel cas, pour tout X € KP, MX = M(X).
Cela permet d’interpréter une matrice M comme une application linéaire.

Définition. Soit M € My(n,p) : Ker(M) 2 {X € KP / MX =0}
et Im(M) = {MX | X € KP} = Vect{colonnes de M}.
Corollaire. Soit (M,M’) € Mk(n,p): (VX €KP MX =M'X) < M =M.

Propriété. Soit A € Mxg(n,p) et B € Mxk(p,q). Alors AB=AoB.
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3 L’algebre des matrices carrées de taille n € N*

Propriété. (M, (K),+,., x) est une K-algebre, ni commutative ni inteégre dés que n > 2.
Définition. A € M, (K) est nilpotente si et seulement si il existe p € N* tel que AP = 0.

Mg(n) — L(K™)

Propriété. M o AT

est un isomorphisme d’algebres.

Propriété. Soit A € Mg(n). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— A est inversible dans Mg (n).
— A est inversible dans L(K™) (auquel cas, A=t = A~1).
— Pour tout X € K", il existe un unique Y € K" tel que AX =Y.
— A est inversible a droite.
— A est inversible & gauche.
— Ker(A4) = {0}, i.e pour tout X e K", AX =0= X =0.
— A est surjective, i.e Im(A) = K".
Il faut savoir le démontrer.

Formule : Dans M»(K), M = (CCL Z) est inversible si et seulement si det(M) 2 ad—ch # 0, et

dans ce cas a b 71—; d —b
c d)  det(M)\-c a )

Il faut savoir le démontrer.

Formule de Cramer : Soit a,b,c,d,e, f € K* Lorsque det = ad — cb 214 Z‘ #0,
e b a e
ar+by=ce [d c f
= /\ = .
{ cx+dy=f v det y det

Il faut savoir le démontrer.
Notation. GL,(K) = groupe des inversibles de M,,(K). On lappelle le groupe linéaire de degré n.

Exemple. Un automorphisme intérieur de M,,(K) est un automorphisme sur M, (K) de la forme
M +— AMA™! ou A € GL,(K).

Propriété. Les matrices diagonales de M,,(K) forment une sous-algebre commutative de M,, (K).

Propriété. Pour tout i € N,,, on pose ¢; = (0; j)1<j<n € K" et F; = Vect(ck)1<k<i-
Si M € M, (K), M est triangulaire supérieure ssi, pour tout j € {1,...,n}, F; est stable par M.
II faut savoir le démontrer.

Propriété. On suppose que n > 2.

— L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement : inférieures) de M, (K) est
une sous-algebre non commutative de M,, (K).

— Le produit d’une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (ay,...,a,) par une
matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (b1,...,b,) est une matrice triangulaire
supérieure dont la diagonale est (a1b1,...,a,by,).

— Une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (aq,...,a,) est inversible si et seule-
ment si pour tout i € N,,, a; # 0 et dans ce cas, son inverse est une matrice triangulaire
supérieure dont la diagonale est (a—ll, . i)

Il faut savoir le démontrer.
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4 Transposée d’une matrice

Définition. Soit A € Mk (n,p). On appelle transposée de la matrice A et on note *A la matrice
de Mk(p,n) définie par [*A]; ; = A; ;.
Propriété. Pour tout A € Mxg(n,p), '(*A) = A.

M]K(n7p) — M]K(pv TL)
M — tM
Propriété. Soit (A, B) € Mg(n,p) x Mk(p,q). Alors, {(AB) =B ' A.

Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Si A € GL,(K),'A € GL,(K) et (*fA)~t =t(A71).

Définition. M est une matrice symétrique si et seulement si *M = M.
M est une matrice antisymétrique si et seulement si ‘M = —M.

Propriété. L’application est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque. Lorsque car(K) # 2, si M € M,,(K) est antisymétrique, sa diagonale est nulle.

Notation. S, (K) désigne ’ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
A, (K) désigne I’ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.

Propriété. S, (K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M., (K), mais ce ne sont pas des sous-
algebres. Cependant, elles sont stables par passage a l'inverse. De plus, S,,(K) @ A,(K) = M,,(K),

dim(S, () = "0 i 4, (x)) = 7Y,

2
Il faut savoir le démontrer.

5 Différentes interprétations du produit matriciel

Au niveau des colonnes de la matrice de droite : Soit A € Mg(n,p). Si By, ..., By sont des

vecteurs colonnes de KP, A x m ’ABl |A32 ’AB ‘

Au niveau des colonnes de la matrice de gauche :
— Si M € Mg(n,p) et X € KP, MX est une combinaison linéaire des colonnes de M.
T

Plus précisément, si 'on note M, ..., M, les colonnes de M et X = .
Tp
MX = .T,‘lMl —|— +3:pMp
— Soient A € Mx(n,p) et B € Mg(p, q). Les colonnes de AB sont des combinaisons linéaires des
colonnes de A : en notant Aq,..., A, les colonnes de A et B = (b; ;), la ™€ colonne de AB
est égale a b17jA1 + -4 bp7jAp.

Au niveau des lignes de la matrice de gauche : Soit A € Mk(n,p) et B € Mk(p, ¢). Notons

14, ..., ,A les lignes de A. Alors AB = : X B =

A5
Au niveau des lignes de la matrice de droite :

— Si M € Mg(n,p) et X € My ,,, XM est une combinaison linéaire des lignes de M.
Plus précisément, si 'on note 1M, ..., , M les lignes de M et X = (z1 -+ x,),
XM:(E1 X 1M++£L'n XnM.

— Soient A € Mg(n,p) et B € Mg(p,q). Les lignes de AB sont des combinaisons linéaires des
lignes de B : en notant 1B, ..., ,B les lignes de B et A = (a;;), la i®"° ligne de AB est égale
éam X 1B+"'+(L1‘7p XpB.
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6 Trace d’une matrice

Définition. La trace de la matrice M € M, (K) est Tr(M) = Zm“
i=1

Propriété. La trace est une forme linéaire de M,,(K).

Propriété. Soit A € M, ,(K) et B € M, ,,(K). Alors, Tr(AB) = Tr(BA).
II faut savoir le démontrer.
ATTENTION : Si (A, B,C) € M, (K)3, en général Tr(ABC) # Tr(ACB).

Définition. Soit A, B € M, (K). On dit que A et B sont semblables si et seulement si il existe
P € GL,(K) telle que B= PAP~L.
La relation de similitude (“étre semblable &”) est une relation d’équivalence sur M,,(K).

Définition. Une matrice de M, (K) est diagonalisable (resp : trigonalisable) si et seulement si elle
est semblable & une matrice diagonale (resp : triangulaire supérieure).

Propriété. Deux matrices semblables ont la méme trace, mais la réciproque est fausse.
Il faut savoir le démontrer.

7 Matrices décomposées en blocs
7.1 Matrices extraites

Définition. Soit n,p € N et soit I et J deux parties de N telles que |I| = n et |J| = p. Notons
0<4; <ip <+ <y les éléments de T et 0 < j; <ig < -+ < jp les éléments de J.

Alors on convient d’identifier toute famille (M,'J)( c1xy de scalaires indexée par I x J avec la
matrice (Mi}“jk)llézgz € Mxk(n,p).

,)

Remarque. Lorsque I ou .J est vide, I x.J = () et KI*/ possede un unique élément, que I’on appellera
la matrice vide.

Définition. Soit n,p € N* et M € Mgk (n,p). Une matrice extraite de M est une matrice de la forme
(Mi7j)(i)j)e]xj, ounl CN,etJC Np.

©Eric Merle 5 MPSI2, LLG



