Résumé de cours :
Semaine 30, du 21 au 24 mai.

Les déterminants

Notation. K désigne un corps quelconque.

1 Applications multilinéaires

Définition. Soient p € N* et (E4,..., E,) une famille de p K-espaces vectoriels.
Soient F' un K-espace vectoriel et f une application de Ey x --- x E, dans F.
f est une application p-linéaire si et seulement si, pour tout j € N,

et pour tout (ai,...,a;-1,0;41,...,0p) € By X -+ X E;j_1 Xx Ej 11 X ... x Ep,
I’application =7 est linéaire.
Tj f(al,...,aj,l,xj,aj+1,...,ap)

Définition. Une application bilinéaire est une application 2-linéaire.

Notation.
— L,(En,...,E,; F) désigne Pensemble des applications p-linéaires de Ey X --- x E, dans F.
C’est un sous-espace vectoriel de F(E; X -+ X E,, F).
— Onnote Ly(E,F) = L,(E, ..., E; F) et L,(E) = L,(E,K).
p fois
Les éléments de L,(E) sont appelés des formes p-linéaires sur E.

Notation. On fixe p € N* et deux K-espaces vectoriels F et F'.

Propriété. Soit ui,...,u, p applications linéaires de £ dans K.
u: E?r — ]I%
Alors I’application (21,...,2p) +— H wi(w;) est une forme p-linéaire.
i=1
fe sy . EP F
Définition. Soient o € S, et f € L,(E, F'). On note 7 — .
(1‘1,-..,131;) — f(xa(l)a"'v'ra(p))

Définition. Soit f € L,(E, F). f est une application p-linéaire symétrique (resp : antisymétrique) si
et seulement si pour tout o € Sy, o(f) = f (resp : o(f) = e(o)f, ol €(0) désigne la signature de la
permutation o).

Propriété. Soit f € L,(E,F).

f est symétrique si et seulement si pour toute transposition 7 de S,,, 7(f) = f.

f est antisymétrique si et seulement si pour toute transposition 7 de Sp, 7(f) = —f.

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit f € L,(E,F). f est une application p-linéaire alternée si et seulement si elle
annule tout p-uplet de vecteurs de E contenant au moins deux vecteurs égaux.
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Propriété. Soit f € L,(E,F).

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique.
Lorsque car(K) # 2, alternée <= antisymétrique.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. f € L,(E,F) est alternée si et seulement si pour tout (z1,...,xp) € EP, f(x1,...,2p)
ne varie pas lorsque I'on ajoute & I'un des z; une combinaison linéaire des autres x;, ou encore si et
seulement si 'image par f de toute famille liée de vecteurs est nulle.

Corollaire. Si F est de dimension n € N* et si p > n, toute forme p-linéaire alternée sur E est nulle.

2 Déterminant d’un systeme de n vecteurs

Au sein de ce paragraphe, E désignera un K-espace vectoriel de dimension finie égale & n, avec n > 0.

2.1 Définition du déterminant

Définition. Soit e = (e1,...,e,) une base de E et x = (z1,...,2,) € E™.
n
Le déterminant de = dans la base e est le scalaire det.(z1,...,2,) 2 Z g(o) H eq(j)(@5)-
oES, j=1

Théoréme. Soit e une base de E. ’Si f est une forme n-linéaire alternée sur F, alors f = f(e)det,.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. det.(z1,...,2,) = Z (o) H e (@s) = Z (o) H e (To(s))-
=1 j

ocES,, oS, j=1

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. det,. est une forme n-linéaire alternée telle que det.(e) = 1.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. A, (E) est une droite vectorielle dirigée par det..

2.2 Volume

Supposons temporairement que K = R. Pour tout z = (z1,...,2,) € E", on note H, I'hyperpa-

n
rallélépipede Hy = > tiw; / t1,...,tn € [0,1]}.

i=1
Si vol est une application de E™ dans R telle que, pour tout @ € E™, |vol(z)| représente le volume
de H, et le signe de vol(z) représente lorientation du n-uplet z, alors en imposant des contraintes
raisonnables aux notions de volume et d’orientation, ’application vol est nécessairement une forme
n-linéaire alternée.

Propriété. det.(z) est donc la seule définition raisonnable du volume algébrique de H,, si l'on choisit
I'unité de volume de sorte que le volume de H, soit égal a 1.

2.3 Déterminant d’une matrice

Définition. Le déterminant de M € M,,(K) est le déterminant des vecteurs colonnes de M dans la
base canonique de K™.

apl o ot Qip
Représentation tabulaire. Si M = (o; ;) € M, (K). On note det(M) =

Qnp 1 e Qpop
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Propriété. |det(M)= Y (o H o) = D &(0) [] Mogj),; = det(*M).
j=1

ceS, oES,

Ainsi det(M) est aussi le determmant des vecteurs lignes de M dans la base canonique de K.
Formule de Sarrus :

P11 P12 P13
P21 P22 DP23|= DP1,1P2,2P33 + P2,1P3,2P1,3 + P3,1P1,2P2,3
P31 P32 P33

—P1,3P2,2P3,1 — P2,3P3,2P1,1 — P3,3P1,2P2,1-

2.4 Déterminant d’'un endomorphisme

Définition. Soit u € L(F). Le déterminant de l’endomorphisme u est 'unique scalaire, noté
det(u), vérifiant Vf € A, (F) Ve e E™ f(u(z)) = (det(uw))f(x).

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient e une base de E et u € L(E).

Pour tout (z1,...,2,) € E™, ’dete(u(xl), coou(zy)) = det(u)dete (21, ..., 2p) ‘

En particulier, det(u) = det.(u(e1),...,u(en)).

Propriété. Pour toute base e de E et pour tout u € L(E), det(u) = det(Mat(u,e)).

3 Propriétés du déterminant

Notation. On fixe n € N*, ' un K-espace vectoriel de dimension n et e une base de FE.

Propriété. det. est n-linéaire alternée, donc antisymétrique. det.(e) = 1.
dete(z1,. .., 2,) n'est pas modifié si 'on ajoute & 'un des x; une combinaison linéaire des autres z;.

Propriété. Le déterminant d’une matrice M de M,,(K) est modifié en :
— det(M) pour une opération élémentaire du type L; «+— L; + AL; ou C; +— C; + AC};
— adet(M) pour une opération élémentaire du type L; +— al; ou C; «— aC;;
— —detM pour un échange entre deux lignes ou deux colonnes.

ATTENTION : En général, det(aM + N) # adet(M) + det(N).

Méthode : Pour calculer le déterminant d’une matrice, on tente de modifier la matrice par des
manipulations élémentaires, afin de se ramener & une matrice dont on connait le rang ou le déterminant.

Propriété. det(Idg) =1, det(l,) = 1.
Pour tout A € K et u € L(E), det(Au) = A"det(u).
Pour tout A € K et A € M,,(K), det(AA) = A\"det(A).

Théoreme. Si f,g € L(E), alors ’det(fg) det(f) x det(g)‘ .
Pour tout A, B € M,,(K), det(AB) = det(A)det(B).

Il faut savoir le démontrer.

Formule de changement de base : Soient e et ¢/ deux bases de F, et soit x une famille de n
vecteurs de E. Alors, o (x) = dete (e)det, () ‘

Théoréme. ’x est une base si et seulement si det.(z) # 0.‘
11 faut savoir le démontrer.

Corollaire. Soit u € L(FE) et A € M, (K).
u € GL(E) si et seulement si det(u) # 0 et dans ce cas, det(u™1) =

1
det(u)
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1
~ det(A)

Remarque. det est donc un morphisme du groupe GL(E) vers (K*, x).

Son noyau est un sous-groupe (distingué) de GL(E), noté SL(E).

C’est le groupe spécial linéaire de E : SL(E) = {u € L(E) / det(u) = 1}.

En particulier de SL,(K) = {M € M, (K) / det(M) = 1} : c’est le groupe spécial linéaire de degré n.

A € GL,(K) si et seulement si det(A) # 0 et dans ce cas, det(A™1)

Propriété. Deux matrices carrées semblables ont le méme déterminant.

4 Calcul des déterminants

Définition. Soit M = (m; ;) € M,,(K). Pour tout (4,5) € N2, notons ; ;M la matrice extraite de M
en otant la i°™¢ ligne et la j*™° colonne. La quantité det(; ;M) s’appelle le (4, j)*™¢
La quantité C; ; = (—1)""det(; ;M) s’appelle le (i,5)*™° cofacteur de M.

mineur de M

Théoréme. Pour tout j € N,

n
det(M) = me’ci,j : c’est le développement de det(M) selon sa j°™¢ colonne.
i=1 .
Pour tout ¢ € N,,, det(M) = Z m; ;C; ; : c’est le développement de det(M) selon sa i°™° ligne.

=1
Il faut savoir le démontrer.

Définition. On appelle comatrice de M la matrice (Ci,j) 1<i<n des cofacteurs de M.

12520
On la notera Com(M) ou bien Cof(M).
La transposée de la comatrice s’appelle la matrice complémentaire de M.

Théoréme. YM € M, (K) M!Cof(M)="Cof(M)M = det(M)]I,.
Il faut savoir le démontrer.
Iy

Corollaire. Lorsque M est inversible, M~ = det (A1) Cof(M).

Théoréme. Soit M = (M; ;) une matrice décomposée en blocs, ou, pour tout 7,5 € N,

1<i<a
1<5%a
a
M; j € My, n; (K). Si M est triangulaire supérieure (ou inférieure) par blocs, det(M) = H det(M; ;).
i=1
11 faut savoir le démontrer.

Corollaire. Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure ou inférieure est égal au produit
de ses éléments diagonaux.

5 Formules de Cramer

Propriété. Considérons un systéme linéaire de Cramer (S) : MX = B, ou M € GL,(K), B € K",

Z1
det(jM)
T, = ———=
7 det(M)

dont I'unique solution est notée X = € K". Alors, pour tout j € {1,...,n},

Ty
ou ;M est la matrice dont les colonnes sont celles de M, sauf la j°™¢ qui est égale & B.
Il faut savoir le démontrer.
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6 Exemples de déterminants.

6.1 Déterminant de Vandermonde

Définition. Soient n € N et (ag,...,a,) € K" 4
La matrice de Vandermonde est V(ao, . ..,a,) = (al7}) € Mp1(K),
et le déterminant de Vandermonde est V(ao,...,a,) = det(V(ag,...,an)).
Propriété. Viag,...,a,) = H (a; —a;).
0<i<j<n

Il faut savoir le démontrer.
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