
DM 37 :
Un corrigé.

Partie 1 : Commutant d’une partie de L(E)

1◦) Lorsque M ∈MN(K), convenons de noter Mi,j le (i, j)-ième coefficient de M .
Notons D la matrice de u dans la base canonique de KN .

Soit M ∈ MN(K). Pour tout i, j ∈ NN , [MD]i,j =
N∑
k=1

Mi,kDk,j = Mi,jDj,j, car D est

diagonale. De même, [DM ]i,j = Di,iMi,j = λiMi,j, donc
MD = DM ⇐⇒ ∀i, j ∈ NN λiMi,j = λjMi,j

⇐⇒ ∀i, j ∈ NN , (i 6= j =⇒Mi,j = 0),
car pour i 6= j, λi 6= λj. Ceci démontre que le commutant de {D} est égal à l’en-
semble des matrices diagonales de MN(K). C’est donc aussi le commutant de {u}, en
identifiant une matrice avec son endomorphisme canoniquement associé.

2◦) Soit u ∈ L(E). Pour tout λ ∈ K, (λIdE)u = λu = u(λIdE), donc u ∈ Com(KIdE).
Ainsi, Com({λIdE /λ ∈ K}) = L(E).
Soit u ∈ Com(L(E)). Il existe une base e de E. Notons M = mat(u, e). u commute
avec tout endomorphisme de E, donc M commute avec toutes les matrices deMN(K),
donc avec toutes les matrices élémentaires Ei,j, où i, j ∈ NN .

Soit i, j ∈ NN . Soit h, k ∈ NN . [Ei,jM ]h,k =
N∑
`=1

[Ei,j]h,`M`,k = δi,hMj,k

et [MEi,j]h,k =
N∑
`=1

Mh,`[Ei,j]`,k = Mh,iδj,k.

Ainsi, pour tout i, j, h, k ∈ NN , δi,hMj,k = δj,kMh,i.
Lorsque j 6= k avec h = i, on en déduit que Mj,k = 0, donc M est diagonale.
Lorsque j = k et h = i, on en déduit que Mj,j = Mi,i, donc M = λIn où λ = M1,1, puis
u = λIdE. Ceci démontre que Com(L(E)) ⊂ KIdE. Réciproquement, si u = λIdE où
λ ∈ K, on a vu que u commute avec tout endomorphisme de E, donc u ∈ Com(L(E)).
On a donc montré que Com(L(E)) = {λIdE /λ ∈ K}.

3◦) Soit u ∈ Com(H ′). Soit h ∈ H. Alors h ∈ H ′ et u ∈ Com(H ′), donc uh = hu.
Ceci démontre que u ∈ Com(H). Ainsi, Com(H ′) ⊂ Com(H).
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4◦) Soit H une partie de L(E).
0 commute avec tout endomorphisme de E, donc 0 ∈ Com(H),
ainsi Com(H) est non vide.
Soit u, v ∈ Com(H), soit α ∈ K. Soit p ∈ H.
On a (αu+ v)p = αup+ vp = αpu+ pv = p(αu+ v), donc αu+ v ∈ Com(H)
et (uv)p = u(vp) = u(pv) = (up)v = (pu)v = p(uv), donc uv ∈ Com(H).
Ainsi, Com(H) est bien une algèbre.

5◦) Posons B =
⋂
i∈I

Ai et montrons que c’est une algèbre.

B est un sous-espace vectoriel de L(E) en tant qu’intersection de sous-espaces vecto-
riels.
Soit u, v ∈ B. Soit i ∈ I. Ai est une algèbre et u, v ∈ Ai, donc uv ∈ Ai. Ainsi, uv ∈ B.
Ceci montre que B est une algèbre.

6◦) � E est une algèbre contenant H, donc l’ensemble H des algèbres contenant H

est non vide. On peut donc poser A =
⋂
a∈H

a. D’après la question précédente, A est une

algèbre. De plus c’est une intersection de parties contenant H, donc H ⊂ A.

Soit B une algèbre contenant H. Alors B ∈ H, donc A =
⋂
a∈H

a ⊂ B.

Ainsi, A est la plus petite algèbre contenant H.
� Posons C = Vect(P ).
Montrons que C est une algèbre : c’est un sous-espace vectoriel par définition. Soit
u, v ∈ C. Il existe (αp)p∈P et (βp)p∈P , deux familles presque nulles de scalaires telles

que u =
∑
p∈P

αpp et v =
∑
p∈P

βpp. Alors par distributivité dans L(E), uv =
∑
p,q∈P

αpβqpq,

or par définition de P , pour tout p, q ∈ P , pq ∈ P , donc uv ∈ Vect(P ) = C. Ceci
montre que C est une algèbre.
On a clairement H ⊂ P ⊂ C.
Soit maintenant B une algèbre contenant H. Il reste à montrer que C ⊂ B. Ainsi, C
sera la plus petite algèbre contenant H, donc on aura prouvé que A = C = Vect(P ).
Or B est stable par produit, donc P ⊂ B, puis B est un sous-espace vectoriel, donc
C = Vect(P ) ⊂ B.

7◦) � H ⊂ A, donc d’après la question 3, Com(A) ⊂ Com(H).
Soit u ∈ Com(H). Alors H ⊂ Com({u}), or Com({u}) est une algèbre,
donc A ⊂ Com({u}), ce qui prouve que u ∈ Com(A). Ainsi, Com(H) ⊂ Com(A).
En conclusion, Com(A) = Com(H).
� Soit h ∈ H. h commute avec tout élément de Com(H), donc h ∈ Com(Com(H)).
Ainsi, H ⊂ Com2(H), mais Com2(H) est une algèbre, donc A ⊂ Com2(H).
� On vient d’écrire que H ⊂ Com2(H), pour toute partie H de L(E). C’est donc vrai
en remplaçant H par Com(H). Ainsi, Com(H) ⊂ Com2(Com(H)) = Com3(H).
De plus, toujours en partant de H ⊂ Com2(H), la question 3 montre que
Com(Com2(H)) ⊂ Com(H).

2



Or Com est une application de P(L(E)) dans P(L(E)), donc par associativité de la
composition, Com(Com2(H)) = [Com ◦ (Com ◦Com)](H) = [(Com ◦Com) ◦Com](H).
Ainsi, Com(Com2(H)) = Com2(Com(H)) = Com3(H), ce qui conclut.

Partie 2 : Parties irréductibles de L(E)

8◦) Si F est stable par A, pour tout h ∈ A, h(F ) ⊂ F , donc en particulier, pour tout
h ∈ H, h(F ) ⊂ F , donc F est stable par H.
Supposons que F est stable par H. Reprenons les notations de la question 6. Soit
u ∈ P . Il existe u1, . . . , un ∈ H tel que u = u1 · · ·un.
Soit x ∈ F . On montre facilement par récurrence descendante que,
pour tout k ∈ {1, . . . , n}, uk · · ·un(x) ∈ F , donc u(F ) ⊂ F . Ainsi, F est stable par P .
Soit maintenant u ∈ A = Vect(P ). Il existe p1, . . . , pn ∈ P et α1, . . . , αn ∈ K tels que

u =
n∑

i=1

αipi. Alors, pour tout x ∈ F , pi(x) ∈ F , or F est un sous-espace vectoriel de

E, donc u(x) =
n∑

i=1

αipi(x) ∈ F . Ainsi, pour tout u ∈ A, u(F ) ⊂ F , donc F est stable

par A.
Ainsi, les sous-espaces vectoriels stables par A sont exactement les sous-espaces vec-
toriels stables par H, or H (resp : A) est irréductible si et seulement si les seuls
sous-espaces vectoriels stables par H (resp : A) sont {0} et E, donc H est irréductible
si et seulement si A est irréductible.

9◦) Soit u ∈ Com(H). Soit v ∈ H.
� Soit x ∈ Ker(u). Alors u(v(x)) = v(u(x)) = v(0) = 0, donc v(x) ∈ Ker(u). Ainsi,
v(Ker(u)) ⊂ Ker(u), pour tout v ∈ H, donc Ker(u) est stable par H.
� Soit x ∈ Im(u). Il existe y ∈ E tel que x = u(y).
Alors v(x) = v(u(y)) = u(v(y)) ∈ Im(u), donc v(Im(u)) ⊂ Im(u), pour tout v ∈ H,
donc Im(u) est stable par H.

10◦) Supposons que H est irréductible. D’après la question 4, Com(H) est une algèbre.
Soit u ∈ Com(H) avec u 6= 0. D’après la question précédente, Ker(u) est stable par H,
mais H est irréductible, donc Ker(u) ∈ {{0}, E}, or u 6= 0, donc Ker(u) = {0}. Ainsi,
u est injective.
De même, Im(u) ∈ {{0}, E} et u 6= 0, donc Im(u) = E. Ainsi u est inversible.
Soit v ∈ H. Alors uv = vu, donc u−1(uv)u−1 = u−1(vu)u−1, puis vu−1 = u−1v. Ainsi,
u−1 ∈ Com(H). Ceci prouve que Com(H) est inversible.

11◦) Soit u ∈ Com(H). D’après l’énoncé, u admet au moins une valeur propre λ ∈ C.
IdE commute avec tout endomorphisme, donc IdE ∈ Com(H). De plus Com(H) est
une algèbre, donc c’est un sous-espace vectoriel. Ainsi, u − λIdE ∈ Com(H). Mais λ
est une valeur propre de u, donc u− λIdE n’est pas inversible. Or d’après la question
précédente, Com(H) est inversible, donc u− λIdE = 0, puis u ∈ CIdE.
Réciproquement, si u ∈ CIdE, alors u commute avec tout endomorphisme,
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donc u ∈ Com(H). On a donc montré que Com(H) = CIdE.

Partie 3 : Idéaux minimaux

12◦)
12.a) H 6= {0}, donc il existe h0 ∈ H tel que h0 6= 0.
Alors, il existe x0 ∈ E tel que h0(x0) 6= 0.

12.b) � Soit h, h′ ∈ H et α ∈ K.
Alors R(αh+ h′) = (αh+ h′)(V ) = αh(V ) + h′(V ) = αR(h) +R(h′). Ainsi, R est bien
une application linéaire de H dans E.
� R(h0) = h0(V ) = h0(x0)− h0p(x0), or h0 ∈ H, donc par hypothèse, h0p = 0. Ainsi,
R(h0) = h0(x0) 6= 0, ce qui prouve que R 6= 0.
� Soit x ∈ Im(R) et a ∈ A. Il existe h ∈ H tel que x = R(h) = h(V ).
Alors a(x) = (ah)(V ) = R(ah), ce qui a un sens car, H étant un idéal, ah ∈ H. Ainsi,
a(x) ∈ Im(R), donc a(Im(R)) ⊂ Im(R), pour tout a ∈ A, ce qu’il fallait démontrer.
� Ker(R) est un sous-espace vectoriel de H.
Soit a ∈ A et h ∈ Ker(R). Alors R(ah) = (ah)(V ) = a(h(V )) = a(R(h)), or R(h) = 0,
donc R(ah) = 0 et ah ∈ Ker(R). Ainsi, Ker(R) est un idéal de A.

12.c) Im(R) est un sous-espace vectoriel de E stable par A, or A est irréductible, donc
Im(R) ∈ {{0}, E}, or R est non nulle, donc Im(R) = E.
Ker(R) est un idéal de A inclus dans H, or H est un idéal minimal,
donc Ker(R) ∈ {{0}, H}, mais R est non nulle, donc Ker(R) = {0}.
En conclusion, R est un isomorphisme de H dans E.

12.d) � On a posé V = x0 − p(x0), donc p(V ) = p(x0)− p2(x0) = 0,
car p est un projecteur.

Posons F = R−1 : F est un isomorphisme de E dans H.
� Soit a ∈ A.
Pour tout h ∈ H, a(R(h)) = a(h(V )) = (ah)(V ) = R(ah), donc F (a(R(h))) = ah.
Soit X ∈ E. Alors F (X) ∈ H, donc on peut utiliser l’égalité précédente en remplaçant
h par F (X). On obtient que a F (X) = F (a(RF (X))) = F (a(X)), car RF = IdE.
� Soit X ∈ E : Posons à nouveau h = F (X) ∈ H.
Alors F (X)(V ) = h(V ) = R(h) = R(F (X)) = X.

13◦)
13.a) Soit j ∈ Nn. Pour tout X ∈ E, Fj(X)(Vj) = X,
donc en particulier, Fj(Vj)(Vj) = Vj.

13.b) Soit j, k ∈ {1, . . . , n} et X ∈ E.
Pour tout a ∈ A, aFj(Vj) = Fj(a(Vj)), donc avec a = Fk(X),
on obtient que Fk(X) Fj(Vj) = Fj(Fk(X)(Vj)) = Fj(δj,kX) = δj,kFj(X).

13. c) Lorsque k 6= j, on en déduit que Fk(Vk) Fj(Vj) = 0.

Ainsi, p2 =
∑

1≤j,k≤n

Fk(Vk) Fj(Vj) =
n∑

j=1

Fj(Vj)
2.
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De plus, toujours d’après le 13.b, pour tout j ∈ Nn, Fj(Vj) Fj(Vj) = Fj(Vj), donc

p2 =
n∑

j=1

Fj(Vj) = p, ce qui prouve que p est un projecteur.

13.d) Soit j ∈ {1, . . . , n} et X ∈ E. D’après la question 13.b,

Fj(X) p =
n∑

k=1

Fj(X) Fk(Vk) =
n∑

k=1

δj,kFk(X) = Fj(X).

De plus, p(Vj) =
n∑

k=1

Fk(Vk)(Vj) =
n∑

k=1

δk,jVk = Vj.

14◦)
14.a) Si Ker(p) = {0}, alors p est inversible, or p2 = p, donc p = IdE, ce qui est faux.
Ainsi, Ker(p) 6= {0} donc il existe X0 ∈ Ker(p) tel que X0 6= 0.
Supposons que, pour tout a ∈ A, a(X0) = 0. Alors pour tout a ∈ A,
a(KX0) = {0} ⊂ KX0, donc KX0 est un sous-espace vectoriel stable par A, mais A
est irréductible, donc KX0 ∈ {{0}, E}, or X0 6= 0 donc KX0 6= {0}. On en déduit que
KX0 = E ce qui est impossible car E est de dimension N ≥ 2. Ainsi, il existe a0 ∈ A
tel que a0(X0) 6= 0.

14.b) On vérifie aisément que 0 ∈ J et que J est stable par combinaison linéaire, donc
J est un sous-espace vectoriel de A.
De plus, si a ∈ J et b ∈ A, alors bap = b.0 = 0, donc ba ∈ J . Ceci montre que J est un
idéal de A.
De plus (a0 − a0p)p = a0p− a0p2 = 0, car p est un projecteur.
De plus, pour tout j ∈ Nn, Fj ∈ L(E,A), donc Fj(Vj) ∈ A. Mais A est un espace
vectoriel, donc p ∈ A.
On en déduit que a0 − a0p ∈ J , or (a0 − a0p)(X0) = a0(X0) 6= 0, donc a0 − a0p 6= 0, ce
qui prouve que J 6= {0}. Ainsi, J est un idéal non nul de A.
Notons D = {dim(H) / H est un idéal non nul de A avec H ⊂ J}. D contient dim(J),
donc D est une partie non vide de N∗. Notons m son minimum. Par construction de m,
il existe un idéal H non nul de A inclus dans J de dimension m. Alors H est un idéal
non nul minimal de A. En effet, si H ′ est un idéal de A inclus dans H, si H ′ est non nul,
alors dim(H ′) ∈ D, donc dim(H ′) ≥ m, mais H ′ ⊂ H, donc dim(H ′) ≤ dim(H) = m.
Ainsi, H ′ = H.

14.c) On a vu ci-dessus que p ∈ A. De plus, pour tout h ∈ H, h ∈ J , donc hp = 0. On
est donc sous les hypothèses de la question 12. D’après le 12.d, il existe Fn+1 ∈ L(E,H)
et Vn+1 ∈ E tels que p(Vn+1) = 0, pour tout a ∈ A et X ∈ E, a Fn+1(X) = Fn+1(a(X))
et Fn+1(X)(Vn+1) = X.
Soit j ∈ Nn et X ∈ E. Il reste à vérifier que Fj(X)(Vn+1) = 0 et que Fn+1(X)(Vj) = 0.
Or d’après la question 13.d, Fj(X) = Fj(X)p,
donc Fj(X)(Vn+1) = Fj(X)(p(Vn+1)) = Fj(X)(0) = 0.
De plus Fn+1 ∈ L(E,H), donc Fn+1(X) ∈ H ⊂ J , donc Fn+1(X)p = 0. Ainsi,
Fn+1(X)(Vj) = Fn+1(X)(p(Vj)) = (Fn+1(X)p)(Vj) = 0.
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15◦) Notons R l’ensemble des r ∈ N tels qu’il existe n ∈ N, des applications linéaires
F1, . . . , Fn de E dans A et des vecteurs V1, . . . , Vn de E tels que, pour tout X ∈ E, pour
tout a ∈ A, pour tout j, k ∈ {1, . . . , n}, a Fj(X) = Fj(a(X)) et Fj(X)(Vk) = δj,kX,

avec de plus rg(p) = r, où p =
n∑

j=1

Fj(Vj).

Avec n = 0, l’existence des familles vides (Fi)1≤i≤0 et (Vi)1≤i≤0 est assurée et les
propriétés souhaitées sont vraies, avec p = 0, donc 0 ∈ R. Ainsi R est une partie
non vide de N, majorée par dim(E) = N . R possède donc un maximum notée r0.
Supposons que r0 < N . On est alors exactement dans la situation de la question 14.
Avec les notations de cette question, posons p′ = p + Fn+1(Vn+1). D’après la question
13, en remplaçant n par n + 1, p′ est encore un projecteur et, par définition de R,
rg(p′) ∈ R.
Or, on a vu en donnant la solution du 13.c que Fn+1(Vn+1) est un projecteur. p et p′

sont aussi des projecteurs, donc d’après le cours,
rg(p′) = Tr(p′) = Tr(p)+Tr(Fn+1(Vn+1)) = rg(p)+rg(Fn+1(Vn+1)) = r0+rg(Fn+1(Vn+1)).
Supposons que Fn+1(Vn+1) = 0. Alors 0 = Fn+1(Vn+1)(Vn+1) = Vn+1, puis, pour tout
X ∈ E, X = Fn+1(X)(Vn+1) = Fn+1(X)(0) = 0, donc E = {0}, ce qui est faux. Ainsi,
Fn+1(Vn+1) 6= 0, donc rg(Fn+1(Vn+1)) ≥ 1, puis rg(p′) ≥ r0 + 1, or rg(p′) ∈ R, donc
rg(p′) ≤ r0. C’est contradictoire, donc r0 = N . Ainsi, p est un projecteur de rang N ,
donc est inversible, or p2 = p, donc p = IdE, ce qu’il fallait démontrer.

16◦) On vérifie aisément que, pour tout j ∈ Nn, pour tout X ∈ E, Gj(X) est une
application linéaire de E dans E, puis que Gj est une application linéaire de E dans
L(E).

16.a) Soit u ∈ Im(Gj) : il existe X ∈ E tel que u = Gj(X).
Soit a ∈ A. Pour tout Y ∈ E,
(aGj(X))(Y ) = a(Fj(Y )(X)) = (a Fj(Y ))(X)

= Fj(a(Y ))(X) = Gj(X)(a(Y )) = (Gj(X) a)(Y ),
donc aGj(X) = Gj(X)a, puis ua = au, ce qu’il fallait démontrer.

16.b) � Soit j ∈ Nn. Soit a ∈ Com(Im(Fj)). Soit X ∈ E.
X = Fj(X)(Vj), donc a(X) = (aFj(X))(Vj), or Fj(X) ∈ Im(Fj)),
donc a(X) = (Fj(X)a)(Vj) = Fj(X)(a(Vj)) = Gj(a(Vj))(X).
On en déduit que a = Gj(a(Vj)) ∈ Im(Gj). Ainsi, Com(Im(Fj)) ⊂ Im(Gj).
� Soit j ∈ Nn. Fj est une application linéaire de E dans A, donc Im(Fj) ⊂ A. D’après la
question 3, Com(A) ⊂ Com(Im(Fj)) ⊂ Im(Gj), mais d’après 16.a, Im(Gj) ⊂ Com(A),
donc Im(Gj) = Com(A).

16.c) Soit b ∈ Com2(A). Soit j ∈ Nn. Alors b ∈ Com(Com(A)) = Com(Im(Gj)).
Soit X ∈ E. (bFj(Vj))(X) = b(Fj(Vj)(X)) = b(Gj(X)(Vj)) = (bGj(X))(Vj), or b com-
mute avec Gj(X), donc (bFj(Vj))(X) = (Gj(X)b)(Vj) = Gj(X)(b(Vj)) = Fj(b(Vj))(X).
C’est vrai pour tout X ∈ E, donc bFj(Vj) = Fj(b(Vj)).
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16.d) Si a ∈ A et b ∈ Com(A), alors a et b commutent, donc a ∈ Com2(A).

Réciproquement, soit b ∈ Com2(A). Alors b = bIdE = b
n∑

j=1

Fj(Vj) =
n∑

j=1

(bFj(Vj)),

donc d’après la question précédente, b =
n∑

j=1

Fj(b(Vj)) ∈ A, car les Fj sont à valeurs

dans A, lequel est un espace vectoriel.

17◦) � L(E) est évidemment une algèbre de L(E). Montrons qu’elle est irréductible.
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par L(E).
Ainsi, pour tout u ∈ L(E), u(F ) ⊂ F .
Supposons que F 6= {0}. Il existe donc X0 ∈ F avec X0 6= 0. On complète X0 en une
base (X0, . . . , XN−1) de E.
Soit Y ∈ E. D’après le cours, il existe un unique u ∈ L(E) tel que u(X0) = Y et
u(Xi) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , N − 1}.
X0 ∈ F et u(F ) ⊂ F , donc Y = u(X0) ∈ F , pour tout Y ∈ E. Ceci démontre que
F = E. Ainsi les seuls sous-espaces stables par L(E) sont {0} et E, ce qui prouve que
L(E) est une algèbre irréductible de L(E).
� Soit A une algèbre irréductible de L(E). D’après la question précédente,
A = Com(Com(A)), mais d’après la question 11, Com(A) = {λIdE / λ ∈ C}, donc
A = Com(CIdE), or tout endomorphisme de E commute avec les homothéties, donc
A = L(E).

18◦)
18.a) D’après la question 4, Com(A) est une algèbre de L(E).
En particulier, c’est sous-espace vectoriel de L(E), donc c’est un groupe additif.
IdE commute avec tout endomorphisme, donc IdE ∈ Com(A).
De plus, Com(A) étant une algèbre, elle est stable pour le produit. Elle est également
stable pour la différence, donc c’est un sous-anneau de L(E).
IdE 6= 0, donc Com(A) 6= {0}.
Par hypothèse, Com(A) est commutatif.
Enfin, d’après la question 10, Com(A) est inversible, donc pour tout u ∈ Com(A)\{0},
u−1 ∈ Com(A).
En conclusion, Com(A) est un corps.

18.b) � Soit u ∈ Com(A). la famille (uk)0≤k≤N2 est une famille de vecteurs de L(E)
de cardinal N2 + 1 et dim(L(E)) = N2, donc c’est une famille liée. Ainsi, il existe

(αk)0≤k≤N2 une famille non nulle de réels tels que
N2∑
k=0

αku
k = 0. Ainsi, en posant

P (X) =
N2∑
k=0

αkX
k, on a P (u) = 0 et P 6= 0.

� RIdE ⊂ Com(L(E)) ⊂ Com(A). Si RIdE = Com(A), alors d’après 16.d,
A = Com(RIdE) = L(E), ce qui est faux, donc il existe u ∈ Com(A) tel que, pour tout
λ ∈ R, u 6= λIdE.
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D’après le point précédent, il existe P ∈ R[X] tel que P 6= 0 et P (u) = 0.
Écrivons la décomposition de P en produit de polynômes irréductibles de R[X] sous

la forme P =
n∏

i=1

Pi (les Pi sont irréductibles dans R[X] mais ne sont pas deux

à deux distincts). Ainsi, 0 = P (u) =
n∏

i=1

Pi(u) (en effet, on sait que l’application

R[X] −→ L(E)
Q 7−→ Q(u)

est un morphisme d’algèbres). Cependant, Com(A) est une algèbre,

donc pour tout u ∈ Com(A), Pi(u) ∈ Com(A). Mais Com(A) est intègre, donc il existe
i ∈ Nn tel que Pi(u) = 0. Quitte à diviser Pi par son coefficient dominant, on peut
supposer que Pi est irréductible et unitaire.
Supposons que deg(Pi) = 1. Alors il existe α ∈ R tel que Pi = X − α,
donc 0 = Pi(u) = u − αIdE, ce qui est faux. Ainsi, deg(Pi) ≥ 2, or Pi est irréductible
unitaire dans R[X], donc il existe a, b ∈ R tels que Pi = X2 + aX + b avec
∆ = a2 − 4b < 0. Ainsi, 0 = u2 + au+ bIdE = (u+ a

2
IdE)2 + (b− a2

4
)IdE.

b− a2

4
> 0, donc on peut poser J =

1√
b− a2

4

(
u+

a

2
IdE

)
.

Alors J ∈ Com(A) et J2 = −IdE.

18.c) Soit u ∈ Com(A). En reprenant le raisonnement précédent, on obtient qu’il existe
α ∈ R tel que u = αIdE, ou bien qu’il existe a, b ∈ R tels que (u+a

2
IdE)2+(b−a2

4
)IdE = 0

avec b− a2

4
> 0. Dans le second cas, en posant λ =

√
b− a2

4
, on a (u+ a

2
IdE)2−(λJ)2 = 0,

or Com(A) est supposé commutatif, donc (u + a
2
IdE − λJ)(u + a

2
IdE + λJ) = 0. Le

corps Com(A) est intègre, donc il existe ε ∈ {−1, 1} tel que u = −a
2
IdE + ελJ .

Ceci démontre que Com(A) ⊂ Vect(IdE, J). L’inclusion réciproque est claire.
Lorsque z = α+ iβ ∈ C, posons ϕ(z) = αIdE + βJ . On définit ainsi une application ϕ
de C dans Com(A), surjective d’après ce qui précède.
Soit z = α + iβ ∈ C et z′ = α′ + iβ′ ∈ C.
On vérifie facilement que ϕ(1) = IdE et que ϕ(z + z′) = ϕ(z) + ϕ(z′). De plus,
ϕ(z)ϕ(z′) = (αIdE +βJ)(α′IdE +β′J) = (αα′−ββ′)IdE + (αβ′+α′β)J = ϕ(zz′), donc
ϕ est un morphisme de corps. À ce titre, il est injectif. Ainsi, ϕ est un isomorphisme
du corps C sur le corps Com(A).

18.d) � Pour tout x ∈ E et z ∈ C, posons z.x = ϕ(z)(x).
Lorsque z ∈ R, ϕ(z) = zIdE, donc z.x est le produit du réel z par le vecteur x, selon la
structure de R-espace vectoriel de E, dont on dispose déjà. En particulier, pour tout
x ∈ E, 1.x = x.
De plus, on vérifie facilement que, pour tout z, z′ ∈ C, pour tout x, y ∈ E,
(z + z′).x = ϕ(z + z′)(x) = (z.x) + (z′.x), z.(x + y) = ϕ(z)(x + y) = (z.x) + (z.y) et
z.(z′.x) = ϕ(z)(ϕ(z′)(x)) = [ϕ(z)ϕ(z′)](x) = ϕ(zz′)(x) = (zz′).x.
Ainsi, on a muni E d’une structure de C-espace vectoriel.
� Notons LC(E) l’ensemble des C-endomorphismes de E.
Soit a ∈ A. Soit z ∈ C et x ∈ E : a(z.x) = a(ϕ(z)(x)) = [a ϕ(z)](x),
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or ϕ(z) ∈ Com(A), donc a(z.x) = [ϕ(z)a](x) = ϕ(z)(a(x)) = z.a(x). De plus a reste
additive, donc a ∈ LC(E). Ainsi A ⊂ LC(E).
� Soit a ∈ A et z ∈ C. Pour tout x ∈ E, (z.a)(x) = z.(a(x)), par définition de la
structure de C-espace vectoriel de LC(E), donc (z.a)(x) = ϕ(z)(a(x)) = [ϕ(z)a](x).
Ainsi, z.a = ϕ(z)a.
Soit b ∈ Com(A). Alors b commute avec a et b commute avec ϕ(z) (car ϕ(z) ∈ Com(A)
et car Com(A) est supposé commutatif), donc b commute avec ϕ(z)a = z.a. On en
déduit que z.a ∈ Com(Com(A)) = A, donc A est un C-sous-espace vectoriel de LC(E).
On en déduit que A est une algèbre de LC(E).
Soit F un C-sous-espace vectoriel de E stable par A. C’est en particulier un R-
sous-espace vectoriel stable par A, donc F ∈ {{0}, E}. Ainsi, A est une C-algèbre
irréductible de LC(E).
� E est un R-espace vectoriel de dimension finie, donc il possède une R-base, laquelle
est clairement C-génératrice. Ainsi, E est un C-espace vectoriel de dimension finie.
Notons M = dimC(E). E 6= {0}, donc M ≥ 1.
Si M ≥ 2, on peut utiliser la question 17 et affirmer que A = LC(E).
Supposons maintenant que M = 1. IdE ∈ Com(LR(E)) ⊂ Com(Com(A)) = A, donc
CIdE ⊂ A. Or dimC(LC(E)) = dimC(E)2 = 1, donc CIdE = LC(E). On a donc encore
A = LC(E).
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