Feuille d’exercices 23.
Corrigé de quelques exercices

Exercice 23.9 :

1°) Tl existe a € R? tel que u?~!(a) # 0.
p—1
Soit (a, ..., qp_1) € RP tel que Z akuk(a) = 0.
k=0
Supposons qu’il existe k € {0,...,p — 1} tel que ay, # 0.

p—1
Notons alors m = min{k € {0,...,p—1}/ax #0}. On a 0 = Z au®(a). Composons
k=m

cette égalité par uP~1=™. On obtient seulement 0 = amup’l(ag, ce qui est impossible
car a,, # 0 et uP~1(a) # 0. Ainsi, pour tout k € {0,...,p — 1} a3, = 0, ce qui prouve
que la famille (a,u(a),...,uP"1(a)) est libre.

2°) p>1 car A% =I5 et p < 3 car une famille libre en dimension 3 est de cardinal
inférieur a 3.

3°) a) Si p =3, la famille de la question 1 est une base dans laquelle la matrice de u
0 0 0

vaut | 1 0 0 |. Donc cette derniere matrice est semblable a A. .
0 1 0

Sip=1, A=0: tous ses coefficients sont dans {0, 1}.
b) Supposons que p =2 : A2 =0, donc Im(A) C Ker(A).
En notant r le rang de A, d’apres le formule du rang, on a r <3 —r, donc r = 1 (car
A #£0) et dim(Ker(A)) = 2.
Il existe e3 tel que Im(A) = Vect(es), et il existe e; € R? tel que e3 = u(e;). On
complete (e3) en une base (eq, e3) de Ker(A).
On vérifie que e = (eq,eq,e3) est une base : en effet, si aje; + azes + azes = 0, en
composant par u, ajez = 0, donc a; = 0, puis as = az = 0 car (e, e3) est libre.
0 0 0
Ainsi A est semblable a mat(u,e) =10 0 0
1 0 0



Exercice 23.20 :

R , . ... G — G L S , .
1°) Lorsque B € G, I'application A BA est une bijection, de bijection réciproque
G — (G : 1 1

A s B-lA° donc par changement de variable, Bp = - Z BA = - Z A=p.

AeG AeG
1 1
On en déduit que p* = [— Z B]p = — Z p = p, donc p est bien un projecteur.
™ ea ™ ea

2°) D’apres le cours, rg(p) = Tr(p), or 'opérateur Tr est linéaire,
1
d = — Tr(A).
onc rg(p) = — > Tr(A)

AeG
Pour conclure, il suffit donc de montrer que Im(p) = ﬂ Ker(A-1,) :
AeG
Si X e ﬂ Ker(A—1,), pour tout A € G, AX =X,
AeG 1
donc pX = — ZAX =X et X € Im(p).
m AeG

Réciproquement, supposons que X € Im(p) et soit A € G.
Alors p(X) = X (car p est un projecteur), donc AX = ApX = pX = X car on vu en
premiere question que Bp = p pour tout B € G. Ainsi, X € ﬂ Ker(A—1,).

AeG

Exercice 23.22 :

1°) D’apres le cours, pour un corps de caractéristique nulle, lorsque deg(P) > 1,
deg(D(P)) = deg(P) — 1 et lorsque deg(P) < 0, deg(D(P)) = —oc.

2°) D’apres la question précédente, les K,,[X] sont stables par D. De plus ils sont non
nuls et de dimensions finies. Réciproquement, soit F' un sous-espace vectoriel de K[X],
non nul et de dimension finie.

F admet au moins une base, notée (P;)o<i<k. Posons n = max deg(F;).

0<i<k
Alors F' C K,,[X].
Notons P I'un des polynomes de la famille (P;)o<;<x qui est de degré n.
F étant stable par D, F' contient la famille b = (D"(P))o<i<n, donc Vect(b) C F, or b
est une famille de polynomes de degrés étagés, donc on sait qu’elle constitue une base
de K, [X]. Ainsi, K,[X] C F.
On a donc montré que F = K,,[X].

3°) Soit F' un sous-espace vectoriel de K[X] stable par D et de dimension infinie. Soit
n € N*. F' n’est pas inclus dans K,,_1[X], donc il existe P € F tel que deg(P) > n.
Posons k = deg(P). Alors la famille b = (D*(P))<;< est une base de K;[X], donc pour
les mémes raisons qu’en question 2, K;[X] = Vect(b) C F. En particulier, K,[X] C F,
pour tout n € N*. Ainsi, I’ = K[X]. La réciproque étant claire, K[X] est le seul
sous-espace vectoriel de K[X] stable par D et de dimension infinie.
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4°)

)

X
¢ On fixe n € N*. Notons b = (—) :
il Jo<i<n—1
b est une base de K,,_1[X]. Pour la suite, on pose F = K,,_1[X].
Xz' Xi—l
Pour tout ¢ € {1,...,n — 1}, D(—'> = W, donc mat(D,b) = J.
i! i—1)!

Notons u I'unique application linéaire de ' dans K" telle que, pour tout
ie{0,...,n—1}, u(%) = ¢;, ou ¢ = (¢, ..., Ch—1) désigne la base canonique de K",
u envoie une base sur une base, donc c’est un isomorphisme.

Pour tout i € {1,...,n — 1}, uDu™!(¢;) = uD(%) = ¢;_1 et uDu(co) = 0, donc

! est I’endomorphisme canoniquement

mat(uDu~t,¢) = J, ce qui prouve que uDu~
associé¢ a J, que I'on notera encore J.
Soit F' un sous-espace vectoriel de K". Notons (C') la condition ” F' est stable par J”.
Ainsi, (C) < J(F) C F < uDu(F) C F < D (F)) C u '(F). Alors
d’apres la question 2, (C) < 3k € {0,...,n — 1}, v }(F) = K;[X],
Xt X
or u(Ky[X]) = u(Vect <—) > = Vect (u(—) ) = Vect((c;)o<i<k). Ainsi, on
il Jo<i<k il Jo<i<k ==
a montré que les sous-espaces vectoriels non nuls de K" stables par J sont exactement
les Vect((ci)o<i<k, pour k € {0,...,n — 1}.
¢ On peut retrouver ce résultat directement :
Soit F' un sous-espace vectoriel de K" stable par .J. Notons p = dim(F).
On sait démontrer que, pour tout k € {0,...,n}, J& = 8 I"O_k) (décomposition
par blocs selon la partition de n suivante : n = k + (n — k)). En particulier, J" = 0.
Notons f = J|E. On vérifie alors que f™ = 0, donc f est un endomorphisme nilpotent
sur un espace vectoriel de dimension p. On sait alors montrer que f? = 0. On en déduit
I,
que F C Ker(J?), or JP = (8 "0 p), donc Ker(J?) = Vect(co,...,cp—1), donc

F C Vect(cy, ..., cp—1), mais ces deux sous-espaces vectoriels ont la méme dimension,
ce qui conclut.

Exercice 23.23 :

1°) Soit M = (m; ;) € M,(R), dont les coefficients sont dans R .
1

Notonse = [ : | € R™. Pour tout i € N,,, la i®™® composante de Me vaut Z m;; = 1,
1 j=1

donc M € £ <= Me =e.

Mais e est non nul, donc si M € £ alors 1 est une valeur propre de M.

2°) Soit (M, N) € &2 Pour tout (i,5) € {1,...,n}, le (i, 7)™ coefficient de M N vaut

Z m; kM ;, donc les coefficients de M N sont strictement positifs.
k=1
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MNe = M(Ne) = Me =e, donc MN € €.
3°) Soient M = (m; ;) € € et A € Spc(M).
T
Mexiste X = | : | € C"\ {0} tel que M X = \X.
T
Soit i € N,,. Egalons les i composantes dans la relation précédente : Zmi,jmj =
j=1
)\xi.
D’apres I'inégalité triangulaire, en tenant compte du fait que les coefficients de M sont

dans Ry, (1)« Al < majlay.
j=1

Posons z = max |z;]. Il existe ig € N,, tel que z = |z;,].
1<i<n

L’inégalité (1) pour i = i implique |Ajz < me” =x,0r x> 0 car X # 0, donc
j=1

A< 1

4°) Soit M = (m;;) € €. Soit A € Sp(M) telle que |A| = 1.
Il existe X € R™\ {0} tel que M X = \X. Il existe ig € N,, tel que |z; | = max | ;]

n
Alors, |z = [Ax;| = ‘ZMio,jxj

1) & 2) "
< My jlag| < Jwigl > Migj = || On re-
j=1 j=1 j=1

trouve la méme quantité |z;,| & gauche et a droite de cette succession d’inégalités, donc
toutes ces inégalités sont des égalités.

Ainsi, d’apres (2), pour tout j € N,,, |z;| = |z;,|, ainsi le module de x; ne dépend pas
de j.

Et d’apres (1), on est dans le cas d’égalité de 'inégalité triangulaire, donc il existe
o € R tel que, pour tout j € N,,, M;, jx; € R e donc 'argument de x; ne dépend
pas de j.

1
On en déduit que X est colinéaire a [ : |, donc que A = 1.
1
1
Ceci démontre en outre que EM = Vect | * |, donc si 'on suppose de plus que M
1

est diagonalisable, alors M est semblable a D = diag(1, As,...,\,), avec |\ < 1
pour tout ¢ > 2, donc MP tend lorsque p tend vers +oo vers une matrice semblable a
D = diag(1,0,...,0).
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Exercice 23.24 :

1°)

o Pour tout k € N et z € Ker(u*), u*(z) = u(u*(x)) = w(0) = 0, donc la suite
(Ker(u"))o<k<p est croissante.

o Supposons qu'il existe ¢ < p tel que Ker(u?) = Ker(u?*!). Alors, pour tout = € F et
k€N, ut™(z) = 0 <= u*(z) € Ker(uit!) <= u*(z) € Ker(u?) < u*"(x) = 0,
donc la suite (Ker(u"*))g>, est constante. En particulier, Ker(u?) = Ker(u?) = E, donc
u? = 0, ce qui est contraire a la définition de p. Ainsi, la suite (Ker(u"))o<k<, est
strictement croissante.

o Pour tout k € N, notons dj, la dimension de Ker(u¥). Alors (dy,)o<x<, est strictement
croissante, donc par récurrence, on en déduit que dy > k pour tout k € {0,...,p}. En
particulier, p < d,, or d, est la dimension d'un sous-espace vectoriel de £, donc d, < n.
En conclusion, p < n.

2°) On construit une base e de E adaptée a la succession d’inclusions strictes

{0} C Ker(u) C Ker(u?) C --- C Ker(u?) = E, c’est-a-dire que si (ey,...,e;, ) est une
base de Ker(u¥), on la complete en une base (e1, ..., e;,,) de Ker(u™).

Soit ¢ € N,,. En convenant que ig = 0, il existe k£ € N tel que 7 < ¢ < igyq1. Alors
e; € Ker(u*), donc u(e;) € Ker(u*) = Vect(e;)1<j<i,. Ceci prouve que mat(u, e) est
triangulaire supérieure stricte.

3°) Si M est une matrice nilpotente, il existe une base e de K" telle que mat(]\Zf ,€)
est triangulaire supérieure stricte, donc M est semblable a une telle matrice.
Réciproquement, supposons que M est semblable & une matrice triangulaire supérieure
dont les coefficients diagonaux sont tous nuls. Il existe une base e = (ey, ..., e,) de K”
dans laquelle mat(M e) est triangulaire supérieure stricte. Notons u = M. A1n81 pour
tout j € N, u(e;) € Vect(ex)1<k<j—1.-

Par récurrence sur h, on montre que, pour tout h € N,,, pour tout j € {1,... h},
ul(e;) = 0 et pour tout j € {h+1,...,n}, u"(e;) C Vect(er)1<r<j_n. En particulier,
u™ = 0, donc M est nilpotente.

Ker( u
Ker u’“+1

4°) Soit k € N,_;. Posons v = |
u(r) € Ker(u).

Il existe un sous-espace vectoriel F' tel que F @ Ker(u*) = Ker(u**1). Montrons que
v(F) NKer(ub~1) = {0} : en effet, soit y € v(F) N Ker(u*1) : il existe x € F tel que
y = u(z). De plus, y € Ker(u*1), donc 0 = u*~1(y) = uF(x).

Ainsi, x € F nKer(u*) = {0}, donc z = 0, puis y = 0, ce qu’il fallait démontrer.

On peut donc écrire Ker(u*) D v(F) @ Ker(u*~1). En passant aux dimensions, on
obtient que dim(v(F')) + di_1 < di, donc dim(v(F)) < dg — dj_1.

De plus, Ker(v|p) = Ker(u|p) = Ker(u) N F C Ker(u*) N F = {0}, donc v|r est
injective. On en déduit que dim(v(F')) = dim(F) = dj4+1 — dj.. Finalement, on a montré
que dig41 — di, < dy, — djp—1.

, v est bien définie car siz € ker(u**1), alors
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