DS 10
Un corrigé

Le baréeme comporte 68 points.

Ce probleme porte sur la notion de complexifié d’'un R-espace vectoriel.
Partie I (sur 18 points)

1°) (3 points)
o (c(F),+) est exactement le groupe produit de (F,+) par lui-méme, donc c¢’est un
groupe commutatif d’apres le cours.
o Soit a, B,d, ' € Ret x,y, 2,y € E.
— 1(z,y) = (14+0i).(z,y) = 1.z — 0.y,0.x + 1.y) = (x,y) ;
— (a+iB)[(z,y) + (¢, y)] = (a +iB).(x + o',y +y/), donc
(a+i6).l(z,y) + (= y’)] =(a(z+2) = Bly+y), aly+y) + Bz +2))
= (ax — Py, ay + Bz) + (aa’ — By, )’ + f’)
(a+if).(z,y) + (a +if).(«",y);
— [(a+iB) + (o +if)].(z,y) = [(a + &) +-i(B + B')].(x,y), donc
[(a+iB) + (' +if)].(z,y) = ((a+a)z—(B+ )y, (/3 + )z + (a+d)y)
= (ax — By, fr + ay) + (o'z — By, 'z + a'y)
= (a+if).(z,y) + (o/ +25)-( 7.y);
— (a+1p).[(/ +if).(z,y)] est égal aux expressions successives suivantes :
(a+ @6)(04 x — By, o'y + pB'x),
E a(dz = fly) = Bla'y + f'x), a(d'y + B'z) + B(d'z — B'y)),
(ao

(aa = BF)z + (af’ + fal)(=y), (aa’ = BF)y + (af’ + fa’)z),
— BB +i(af + pa’)).(z,y).
Done (a + i8).[(o’ +i8).(z.9)] = [(a +iB)(a’ +i8)].(z,)
Ainsi, (¢(E),+,.) est bien un C-espace vectoriel.
¢ Par restriction de CxelB) — o)
(2, (z,9) — z(zy
également un R-espace vectoriel avec la loi suivante : pour tout o € R et (z,y) € ¢(E),
a.(z,y) = (az,ay) : il s’agit du R-espace vectoriel produit de (F,+,.) par lui-méme.

) a R x ¢(F), on vérifie que ¢(F) est

2°) a) (2 points)
o E' est non vide car (0,0) € E'.



Soit a € R et (x,0), (y,0) € E’. Alors a.(z,0) + (y,0) = (ax +y,0) € E’, donc E’ est

bien un R-sous-espace vectoriel de ¢(F).

0: E — F
—  (z,0)

vlar+y) = (ax +y,0) = a.(z,0) + (y,0) = ap(x) + ¢(y), donc ¢ est R-linéaire.

Par définition de E’, ¢ est surjective.

Soit x € Ker(yp). Alors (,0) = 0yg) = (0,0), donc x = 0. Ainsi Ker(¢) = {0} et ¢ est

injective.

Ainsi, ¢ est un R-isomorphisme.

¢ Notons .Soit a e Ret x,y € F.

2°) b) (2 points)

o Soit z € ¢(F) et x,y € E.

2z =x+iy < z = (2,0) +i(y,0) <= z = (z,0) + (0,y) <= z = (z,y), or
c¢(F) = E x E, donc pour tout z € ¢(F), il existe un unique couple (z,y) d’éléments
de E tel que z = (z,y), c’est-a-dire tel que z = x + iy.

o Soit z =x +iy € ¢(E), avec z,y € E.

—iz = (04 (=1)i)(z,y) = (y, —x) = y — iz, donc R(—iz) =y = I(z).

3°) a) (1 point) Soit z = x + iy € ¢(F) avec z,y € E et 2/ = 2’ + iy’ € ¢(E) avec
'y € F.

Alors 2 = 2/ <= s +iy=a' — iy <= (x =2') N\ (y = —y) & v —iy = 2’ + iy, donc
2z =2 <=7z = 2. On en déduit que

eV eV, 2= 3V, 2=z V.

3°) b) (2 points) Soit F' un sous-R-espace vectoriel de ¢(E).

Si F' est un sous-C-espace vectoriel de ¢(FE), alors pour tout z € F, iz € F.
Réciproquement, supposons que pour tout z € F, iz € F.

Soit o, 5 € Ret z € F. (e +18)z = az + B(iz), or z et iz sont dans F et F est un
R-sous-espace vectoriel , donc (a + i)z € F. De plus F est non vide et, pour tout
2,2 € F, z+ 2 € F. Ainsi, F est un C-sous-espace vectoriel.

c(E) — ¢(F)
z +— Z
c(E). En effet, pour tout o« € Ret x,y, 2",y € E, a(x + iy) + (¢/ +iy') = (ax + 2') + i(ay + '),

donc a(x +iy) + (' + 1)) = (ax + o) —i(ay + ¢) = ax + 1y + 2’ + 17/

Supposons que F est un C-sous-espace vectoriel de ¢(E). Alors F' = u(F) est un R-
sous-espace vectoriel de ¢(F).

Soit de plus z = z + iy € F, avec z,y € E. Alors Z =  — iy € F d’apres 3.a, donc
—iZ € F, puis —iz € F. Or —iz = —i(x —iy) = —y — iz = —y +iv = i(x +iy) = iz,

donc iz € F. D’apres la question précédente, F est bien un C-sous-espace vectoriel de
c(B).

3°) c¢) (2 points) L’application “ est un R-endomorphisme de

4°) a) (1 point) En tant que R-espace vectoriel , ¢(E) = E X E est de dimension finie
d’apres le cours. Ainsi, il possede une R-base notée (eq, ..., e,) = e. Pour tout z € ¢(F),



n
il existe aq,...,a, € R" tels que z = Z@ﬁi- Mais R® ¢ C", donc aq,...,a, € C

=1
n

et z = Z a;.e;. Ceci prouve que e est une famille C-génératrice du C-espace vectoriel
i=1
c(E), donc ¢(E) est bien de dimension finie en tant que C-espace vectoriel.

4°) b) (3 points) Soit F' un C-sous-espace vectoriel de ¢(E). Il est non vide et stable
par combinaison linéaire, a coefficients complexes donc en particulier a coefficients réels,
donc c’est bien aussi un R-sous-espace vectoriel de ¢(F).
Notons p = dim¢(F'). Il existe une C-base B = (by,...,b,) de F.
Posons B’ = (by,..., by, iby,...,ib,). Nous allons montrer que B’ est une R-base de F,
ce qui prouvera que dimg(F) = |B’| = 2|B| = 2dim¢(F).

P

Soit z € F. Il existe ay,...,a, € C tels que z = Zakbk. Pour tout & € N,, posons

k=1
p
Qap = T+ iy, avec x, yr € R. Alors z = Z(:L‘kbk +yx(iby)), donc B’ est R-génératrice
k=1
de F.
p p

Soit maintenant x1,...,xg, y1,...,yx € R tels que Z Tpby + Z yr(ibg) = 0. Alors en

k=1 k=1

posant, pour tout k € N, oy = x; + iy, le méme calcul que précédemment donne

p

0= Zakek. Mais B est C-libre, donc pour tout k € Ny, a, = 0, donc x =y, = 0, ce
k=1

qui prouve que B’ est R-libre, donc que c¢’est bien une R-base.

5°) (2 points) Procédons par analyse-synthese.
Supposons qu’il existe u' € L(c(E)) tel que v'|& = .
Pour tout z =z + iy € ¢(F), ou z,y € E, u/(2) = u/(z) + iu/(y), car v’ est C-linéaire,
donc u/(z) = u(x) + iu(y). Ainsi, si «’ existe, il est unique.
. u () — cF
Synthese : Notons R —|<— 2?3 . ug(z)) — u(z) + iuly)”
Soit z = (x,y) € c(E).
Alors u/(iz) = v/ (—y + iz) = —u(y) + wu(z) = i(u(z) + w(y)) = iv/(2).
De plus, pour tout o € Ret 2/ = (2, ) € ¢(E),
u(az+2) =d((ax+2) +i(lay +9))
= u(ax +2') +iu(ay + v')
= a(u(z) +iu(y)) +u(a’) + iu(y')
= au/(z) + /().
Avec o = 1, on en déduit que u’ est additive. De plus, si «, 8 € R,
u((a+i6)z) = v(az +i8z) = au/(z) + pu/(iz) = au/(z) + ifu'(z), d’apres ce qui
précede, donc u'((a+if)z) = (a+if)u'(z). Ceci prouve que v’ est C-linéaire.
Enfin, il est clair que /|5 = u, ce qui prouve I'existence.



Partie II (sur 32 points)

6°) a) (2 points) R est une application R-linéaire de ¢(F) dans F, donc R(X) est un
sous-espace vectoriel de F.

Soit x € R(X). Il existe y € E tel que x + iy € 3. X est un C-espace vectoriel, donc
i(x+iy) € X. Ainsi, x = I(i(z+iy)) € I(X). On a montré que R(X) C I(X). L’inclusion
réciproque se démontre de la méme maniere.

6°) b) (1 point) Supposons que H est un sous-espace vectoriel de E.
Sihe H, h+0.i € ¢(H) et h = R(h+ 0.i), donc h € R(c(H)).
Réciproquement, si h € R(c(H)), il existe y € E tel que h + iy € ¢(H), donc h € H.

7°) a) (3 points)

o Y et E sont deux R-sous-espaces vectoriels de ¢(F), donc XN E' est un R-sous-espace
vectoriel de ¢(E), inclus dans F, donc c’est un sous-espace vectoriel de E.

o Soit z € ¢(XNE) : il existe z,y € XN E tels que z = x + iy.

x,y € X et X est un C-espace vectoriel, donc z € ¥. De plus Z = z — iy, donc on a
aussi z € X. D’apres la question 3.a, z € X. Ainsi, ¢(SNE) C TN X.
Réciproquement, soit z € ¥ N Y. Il existe x,y € E tels que z = = + iy. D’apres la
question 3.a, 7 € ¥, donc z = (2 4+ z) € ENX. De méme, y = ——(z—z) e ENY,
donc z € ¢(ENY). On a prouvé que S NY = (LN E).

7°) b) (3 points)

o Soit z € X+ X. 1l existe x,2",y,9y € E tels que z = (v + iy) + (2 + /) avec

x+iy € ¥et 2’ —iy € ¥ d'apres la question 3.a. Alors z = R(z + iy) € R(X) et
=I(x+1iy) € I(X) = R(X). De méme, 2’ et ¢y sont dans R(X),

donc z = (x +2') +i(y + ) € c(R(X)). Ainsi, &+ X C ¢(R(%)).

o Réciproquement, soit z € ¢(R(X)). Il existe z,y € R(X) tel que z = x + iy.

x € R(X), donc il existe y' € E tel que x + iy’ € X.

y € R(X) = I(X), donc il existe ' € E tel que 2’ + iy € X.

On vérifie que z = §[(z + iy/) + (z — i/)] + 5[(2’ + iy) + (=2’ +iy)],

or z+iy € Letax—iy €%, donc l[(:)L’—l—zy)—l—(a:—z'y’)] € ¥ + 3. De méme,
(@ +iy) + (-2’ +iy) € 4+ X, donc z € T+ X.

On a prouvé que ¥ + X = ¢(R(X)).

7°) ¢) (2 points) Si ¥ =X, alors ¥ = ¥ 4+ 3 = ¢(R(X)), donc il existe un sous-espace
vectoriel H de E tel que ¥ = ¢(H).

Réciproquement, supposons qu’il existe un sous-espace vectoriel H de E tel que

Y. =c(H).

Soit z =z +iy € X, avec x,y € E. Ainsi, 2,y € H, donc Z =z — iy € ¢(H) = X, puis
z €Y. On a montré que ¥ C X.

En utlhsant I apphcatlon u de la question 3.c, on en déduit que ¥ = u(3) C u?(X) = %,
car u* = Idyp). Ainsi, ¥ = 3.



8°) a) (3 points) D’apres la question 4.b, 2dimc(c(R(X))) = dimg(c(R(X))),

mais si H est un sous-espace vectoriel de E, dimg(c(H)) = dimg(H x H) = 2dimg(H),
donc dim¢(c(R(Y))) = dimg(R(X)).

Ainsi, d’apres la question 7.b,

dimg (R(%)) = dime (X + 3) = dime(X) + dime(X) — dime (X N Y).

De plus, d’apres la question 3.c, u : z — Z est un R-endomorphisme involutif, donc
dime(X) = 2dimg (X) = 2dimg(X) = dime(%).

On en déduit que dimg(R(¥)) = 2dime(X) — dime(X N Y).

8°) b) (2 points) Si H est un sous-espace vectoriel de E, on a vu au début de la
question précédente que dime(c(H)) = dimg(H).

En particulier, H = {0} si et seulement si ¢(H) = {0}. On en déduit que

Yestirréel <= L NE = {0} & ¢(XNE) = {0} < 2NX = {0}, dapres
la question 7.a. Alors, d’apres la question précédente, > est irréel si et seulement si

9°) a) (2 points) R|§(E) est une application R-linéaire surjective de ¥ dans R(3), donc
elle est injective si et seulement si dimg(X) = dimg(R(X)), mais dimg(X) = 2dimc(X),
donc d’apres la question précédente, R\Q(E) est injective si et seulement si X est irréel.

I |§Z) est une application R-linéaire surjective de ¥ dans I(X) = R(X), donc on conclut
de la méme facon.

9°) b) (4 points)
o Supposons que (21, ...,%,) est une base d'un sous-espace vectoriel irréel de ¢(E),

noté . Soit z € R(X). Il existe y € E tel que x+1iy € X. Alors, il existe ay,..., 0, € C
q q

tels que z + iy = Zajzj. Ainsi, z = R(x + 1y) = Z[Re(aj)R(zj) — Im(ay)I(z)],
j=1 Jj=1

donc R(X) est engendrée par la famille (R(zy),..., R(z,), I(z1),...,1(z,)), laquelle est

incluse dans R(X) = I(X).

De plus, dimg(R(X)) = 2dimc(X), car ¥ est irréel, donc dimg(R(X)) = 2¢. La famille

précédente est donc une base de R(X), ce qui prouve qu’elle est libre.

o Réciproquement, supposons que la famille (R(z1), ..., R(z,),I(z1),...,1(2,)) est R-

libre dans E.

q
Soit ()\j)lgqu € C1 telle que Z )\ij € FE.
j=1
q
Alors 0 = ](Z)\ z]> = Z[Re()\j)l(zj) + Im(\;)R(z;)]. Alors, d’apres 'hypothese,
7=1

pour tout j € Nq, Re(A ) =1Im();) =0, donc \; = 0.

En particulier, si Z)\jzj = 0, alors pour tout j € Ny, A; = 0, donc la famille
j=1
(21,...,24) est libre.



Mais on a également prouvé que Vecte(z1,...,2,) NE = {0}, donc (z1,...,2,) est une
base de l'espace irréel Vectc(z1, ..., 24).

9°) c¢) (2 points)

— S

—  z+io(x)
définition de S. De plus, si z € Ker(f), alors z +io(z) = 0, donc = 0. Ainsi f est un
R-isomorphisme.

On en déduit que S = f(H) est un R-sous-espace vectoriel de ¢(F).

o Soit z € S. Il existe x € H tel que z = z +io(x).

Alors iz = —o(x) + iz = —o(z) + io(—o(x)) € S. D’apres la question 3.b, S est un
C-sous-espace vectoriel de ¢(E).

o Soit z € SN E. Il existe x € H tel que z = = + io(z), mais z € F, donc o(x) = 0,
puis z = 0. Ainsi z = 0. Ceci prouve que S N E = {0}, c’est-a-dire que S est irréel.

o Soit x € H. Alors z =z + io(z) € S, puis x = R(z) € R(S), donc H C R(S).

f étant un R-isomorphisme, dimg(H) = dimg(S) = 2dimc(S) = dimg(R(S)), car S
est irréel, donc H = R(S5).

¢ Notons f 'application - . f est R-linéaire. Elle est surjective par

9°) d) (4 points) On suppose que S est un sous-espace vectoriel irréel de ¢(F).
Notons ¢ = dimg/(.5). Il existe une C-base (21, ..., 2,) de S. Alors d’apres la question b,
la famille B = (R(21), ..., R(z,),I(z1),...,1(%,)) est une base de R(S). En particulier,
H = R(S) est de dimension paire, égale a 2q.

D’apres le cours, il existe un unique endomorphisme o sur R(S) tel que, pour tout
i € Ny, 0(R(%)) = I1(z) et 0(I(2)) = —R(2).

Il est clair que, pour tout vecteur x de la base B, o(0(z)) = —x, donc 0 oo = —Idgs).
En particulier, o est un automorphisme de R(S) = H.

Notons f l'application de H dans ¢(E) définie par : pour tout x € H, f(z) = z+io(x).
f est R-linéaire car o est R-linéaire, donc

{r+io(z) /v € H} =Im(f) = f(Vectg(B)) = Vectr(f(B)),

or pour tout k € N, f(R(2x)) = R(z) + i0(R(z)) = R(z) +il(z1) = 2

et f(I(z)) = I(z) — iR(z) = —izy, donc f(B) = (z1,..., 24, —i21,...,—i%,). Alnsi,
{r +io(x) /| x € H} = Vectg(z1,..., 24 —i21,...,—izy) = Vectc(21,...,2,) = 5, ce
qu’il fallait démontrer.

10°) a) (1 point) o est un automorphisme, donc det(o) # 0.
Ainsi, 0 < det(0)? = det(o 0 o) = det(—Idy) = (—1)dmE),
donc dim(H) est paire.

10°) b) (3 points) D’apres la question 9.c, S = {z+io(x) / x € H} est un sous-espace
vectoriel irréel de ¢(E) et H = R(S5). 1l existe une base de S, que l'on note (21, ..., 2,).
D’apres la question 9.b, B = (R(z1),...,R(2,),I(21),...,1(%,)) est une base de R(S5).
Soit k € N,. 2z, € S, donc il existe z € H tel que z;, = z +io(z). Alors, x = R(2) et
o(x) = I(z1), donc o(R(2x)) = I(2x), puis o(I(z)) = 0*(R(21)) = —R(2x).

0 -1,

Ceci prouve que mat(o, B) = I 0
p



Partie III (sur 18 points)

11°) (2 points) Soit ¢ un C-endomorphisme de ¢(E).
o Euxistence : Soit x + iy € ¢(F), avec x,y € E.
plr+iy) = ¢(z) +ipy) , .

= R(p(2)) +il(p(2)) +i(R(p(y)) + il (#(y)))

= Rop(x) +iRop(y) +i(lop(x) +il o p(y)),
donc p(z + iy) = u'(z + iy) + v'(z + iy), si on pose i : g@s@(m) et
v: EF — FE

r — Topr
posées d’applications R-linéaires. Ceci prouve 'existence.

o Unicité : Supposons que ¢ = u} + v}, ou uy,v; € L(E). Soit x € E.

u(z)+iv(x) = u'(z)+iv' (z) = o(x) = u)(x)+ivi(z) = ui(x)+ivy (x), or u(x), v(x), us ()
et vy (x) sont dans E, donc d’apres la question 2.b, u(z) = uy(z) et v(z) = vy (z). Ainsi,
u = uy et v = vy, ce qui prouve l'unicité.

) u et v sont bien des endomorphismes de F, en tant que com-

On note £ 'ensemble des C-endomorphismes ¢ de ¢(E) tels que ¢(E) est un C-sous-
espace vectoriel de ¢(F).

12°) a) (6 points) © i) = i) : on suppose que ¢(E) est un C-sous-espace vectoriel
de ¢(E). D’apres la question 3.c, pour tout z € p(F), iz € p(F), donc (ip)(E) C p(F).
En multipliant par i, on en déduit que ¢(E) = —p(F) = i(ip(E)) C (ip(E)), donc
o(E) = (i) (E).

o 4i) = 4i1) : On suppose que p(F) = (ip)(E).

o(c(E)) = {po(x+iy) [ z,y € E} ={p(z) + (ip)(y) / v,y € E} = ¢(E) + (ip(E)),
donc d’apres I'hypothese, p(c(E)) = ¢(E) + ¢(E) = ¢(E), car p(F) est stable pour
I'addition (c’est toujours un R-sous-espace vectoriel).

o i) = iv) : On suppose que p(E) = ¢(c(F)).

Soit z € E. p(x) = p(—i(iz)) = —ip(ix), mais p(ix) € p(c(E)) = ¢(F), donc il
existe y € E tel que p(iz) = p(y). Alors ¢(x) = —ip(y), donc p(x + iy) = 0. Ainsi,
x + 1y € Ker(p) et © € R(Ker(p)).

Réciproquement, il est clair que R(Ker(y)) C E.

o v) = 1) : On suppose que R(Ker(y)) = E.

Soit z € (F). Il existe x € E tel que z = ¢(x).

iz = @(ir), mais x € R(Ker(y)), donc il existe y € E tel que p(z + iy) = 0. Ainsi,
p(x) = —ip(y), puis iz = ip(x) = p(y) € p(E).

¢(F) étant un R-espace vectoriel, d’apres la question 3.b, ¢(E) est un C-sous-espace
vectoriel de ¢(E).

12°) b) (3 points) D’apres la formule du rang, en notant n = dimg(£) = dim¢(c(E)),
2rg () = 2dime(Im(p)) = 2(n — dime(Ker(p))), donc d’apres la question 8.a,
2rge(¢) = 2n — (dimg (R(Ker(y))) + dimc (Ker(p) N Ker(y))).

Ensuite, d’apres la propriété iv et la question 7.a,



2rge(¢) = 2n — (n + dime(c(Ker(p) N E))) = n — dimg(Ker(¢) N E).

Soit x € E. x € Ker(p) N E <= 0 = p(x) = u'(x) + iv'(z) = u(z) + iv(x), donc

z € Ker(p)NE <> u(x) = v(z) = 0, ce qui prouve que Ker(¢) N E = Ker(u) NKer(v).
On a bien montré que 2rg:(p) = dim(£) — dim(Ker(u) N Ker(v)).

13°) a) (1 point) On suppose que E est de dimension impaire.

Soit ¢ € Ly. Ker(yp) est irréel, donc d’apres la question 8.b et la propriété iv),
dim(E) = dim(R(Ker(y))) = 2dimc(Ker(p)), donc dim(E) est paire. C’est faux, donc
Ly est vide.

13°) b) (3 points) On suppose que ¢ = v’ + v’ € Ly.

o Ker(u) N Ker(v) = Ker(p) N E = {0}, car Ker(p) est irréel.

o Notons (x1 + s, ..., 2, + iy,) une C-base de Ker(y). D’apres la question 9.b,
b= (x1,...,%p,y1,.-.,Yp) est une R-base de R(Ker(y)) = E (d’apres iv)).

. —1 . ,
Notons o I’endomorphisme de E tel que mat(o,b) = ;) OP , ou 0 représente la
p
matrice nulle de Mg(p). Par produit de matrices blocs, on vérifie que mat(o, b)? = — Iy,

donc 02 = —Idp.

o Soit j € N,. p(z; + iy;) = 0, donc

u(z;) +iv(x;) = @(x;) = —ip(y;) = —i(u(y;) +iv(y;)) = vly;) — uly;).

Ainsi, u(z;) = v(y;) = v(o(x;)) et v(z;) = —u(y;) = —uoo(z;).

On a aussi u(y;) = —v(z;) =voo(y;) et v(y;) = u(z;) = —uoo(y;).

Or deux endomorphismes sont égaux si et seulement si ils coincident sur une base, donc
u=vooetv=-—-uoo.

13°) c¢) (3 points) On suppose qu'il existe un endomorphisme 7 de F tel que u = vor
et v=—-uor.

o Soit 7" € L(E) tel que u =vo71 et v=—uort.

Alors, pour tout € E, vo7'(x) =vor(x) et uor'(z) =uor(zx),

donc (7" — 7)(x) € Ker(v) NKer(u) = {0}. Ceci montre que 7 = 7/, ce qui prouve qu’il

existe un unique 7 € L(E) tel que u =voTet v =—uor.
o Soit x € E.
w(tor(x)+z)=—-vor(x)+

7) = —u(x) + u(z) = 0 et
v(roT(r)+2) =uor(r)+ ( :—U( ) +o(z) =0,

donc ToT(z)+x € Ker(u) NKer(v) = {0}. Ainsi, ToT = —Idg.

¢ Posons ¢ = u' 4+ iv’.

Soit x € E. (ip)(r) = i(u(z) + iv(z)) = —v(x) + u(z) = u(r(z)) + iv(r(x)), donc
(i9(x)) = ¢(7(2)) € p(E). Ainsi, (i) (E) C p(E).
De plus, o(z) = o(7(=7(2))) = (ip)(=7(2)) € (ip)(E), donc (ip)(E) = E, ce qui
prouve que @ € L.

Enfin, {0} = Ker(u) N Ker(v) = Ker(p) N E, donc ¢ € L.



