DS 9 : Corrigé

Le bareme comporte un total de 76 points.

Partie 1 : Nombres de Stirling (sur 22 points)

1°) (sur 2 points) Notons B = (P;)o<i<n. Supposons que B n’est pas libre. Alors il
existe une famille (a;)o<;<, non nulle de réels telle que Z o; Py = 0.

i=0
L’ensemble {i € {0,...,n} / a; # 0} est une partie non vide majorée de N, donc

elle possede un maximum que 'on notera m. Alors Z%’Pz‘ = 0 et a,, # 0, donc

i=0
n—1
1
= —— P 4dui = < P < m —
Py - ;aZPZ On en déduit que m = deg(F,,) < o Jnax deg(o; ) < m — 1

(méme si m = 0), donc m < m — 1, ce qui est faux. Ainsi B est libre, or son cardinal
est égal a n 4+ 1 = dim(R,,[X]), d’apres le cours, donc B est une base de R, [X].

2°) (sur 3 points) < Pour tout i € {0,...,n}, deg(E;) =i = deg(F;), donc d’apres la
question précédente, &, et F,, sont des bases de R,,[X].
o Soit P,Q € R[X] et a € R. Alors
AlaP+@Q) = (aP+Q)(X +1) — (aP + Q)(X)

—a(P(X +1)— P)+ (Q(X +1) - Q)

= aA(P) + A(Q).
Ainsi, A est une application linéaire de R[X| dans lui-méme, c¢’est-a-dire un endomor-
phisme de R[X].
o Soit P € R,[X]. deg(X + 1) = 1, donc d’apres le cours, le degré du polynome
composé P(X + 1) est égal a deg(P) x deg(X + 1) = deg(P). Alors
deg(A(P)) < max(deg(P(X + 1)),deg(P)) < deg(P) < n, donc A(P) € R,[X].
Ainsi A,, est une application de R,,[X] dans lui-méme. Elle est linéaire en tant que
restriction d’une application linéaire. C’est donc un endomorphisme de R,,[X].

o Soit j € {0,...,n}. D’apres la formule du binome de Newton,
Jj—1 .
7y = i_ vi— J i
Ap(X) = (X +1) - X ;(Z)X

Convenons par commodité de numéroter les lignes et colonnes de A,, de 0 a n.



0 sii>j
Pour tout 4, j € {0,...,n}, le (i, j)-eme coefficient de A,, vaut donc a; ; = { Jj i<’
A, est donc une matrice triangulaire supérieure stricte (c’est-a-dire dont la diagonale
est nulle).

3°) ¢ (sur 3 points) Soit j € {0,...,n}. Lorsque j =0, Ey = 1, donc A, (Ep) = 0.
Supposons maintenant que j € N,,.

e j—1
An(Ey) = B(X +1) = B(X) = [H(X +1—k) - JJ(x - k)]
k=0 k=0
1 Jj—2 Jj—1
:ﬁ{ [T x-#-TIx-»
k=—1 k=0
1
- ﬁ[%x—kﬂ((x“)—(x—jﬂ))
= Ej—l'
0 1 0 0
1
On en déduit que B,, = mat(A,,E&,) = | 00
0 -+ o 0 1
0 -or ee . 0
o (sur 2 points) Convenons que E; = 0 pour tout j € Z N.

\
Soit k € N. Notons R(k) l'assertion : Vj € {0,...,n}, A¥(E;) = E;_.
Lorsque k = 0, DY = Idg, x], donc R(0) est vraie.
Lorsque k = 1, le point précédent établit R(1).
Supposons que k € N* et que R(k) est vraie.
Soit j € {0,...,n}. Alors AFMYE;) = AF(A(E;)) = AF(E;_x) = Ej_x_, d’apres
R(1). Ceci démontre R(k+1), donc d’apres le principe de récurrence, on a montré que
VkeN, Vje{0,....,n}, AN(E) =E,_,.
En particulier, A"(E,) = Ey = 1 # 0, donc A" # 0 et, pour tout j € {0,...,n},
AT (E;) =0, donec A = 0. Ainsi, A, est nilpotent, d’indice n + 1.

4°) o (sur 1 point) Soit i,k € N tels que 0 <i < k < n.
deg(Fy) = k, donc il existe bien une unique famille de réels (s(7, k))o<i<k telle que

k
Fr = Zs(i, k)X'. De méme, on a montré que (F;)o<i<k est une base de Ry[X], donc

=0
k

il existe une unique famille de réels (o (i, k))o<i<k telle que X* = Z o(i, k)F;.

=0
Ainsi, les familles de réels (s(i, k) )o<i<ik<n €t (0(%, k))o<i<k<n sont correctement définies
par ’énoncé.

k+1 k
o (sur 2 points) Z G k+ )X =Fpy = (X —k)F, = Zs k)X, donc
=0 =0



k+1 k+1 k

D s(ik+1)X =) s(i- L)X kY s(i k)X
j=0 j=1 =0

= Z[s(j — 1, k) — ks(j, k)] X7 + s(k, k) X — ks(0, k).

7j=1
En égalant les coefficients de degré i, ceci démontre que s(i, k+1) = s(i—1, k) —ks(i, k).

k1 k
o (sur 3 points) Zo(j,k +1)F; = XM = XXF = Za(j, k)X Fj. or pour tout
Jj=0 7=0
jG{ Lk XEj=(X—j5+4)F = FH—{—jFJ,donc
kit

=0

k+1
Z (j,k+1) :Za(j—l,ij—i—Z (j, k)i F;
j=1 J=0

k
=[0G = 1.k) + o, ) F; + ok, k) Fipa.
j=1
La famille (F})o<j<k+1 ¢tant libre, ceci démontre que o (i, k+1) = o(i — 1, k) +io (i, k).

5°) (sur 6 points) Pour tout i € N et pour tout ensemble F, notons P;(E) ’ensemble
des partitions en ¢ parties non vides de ’ensemble F.

Soit E un ensemble fini non vide. Il admet au moins un élément que nous noterons e

Soit ¢ € N*. Alors P;(E) = AU B, ou A est 'ensemble des partitions de E en i parties
non vides dont 1'une des parties est le singleton {e} et ou B est le complémentaire de
A dans P;(E).

L’application {Ay, ..., A;_1} — {Aq,..., A;_1, {e}} est une bijection de P;_1(E\ {e})
dans A, donc |A| = |P;_1(E\ {e})].

De plus, si {Ay,..., A} € Pi(E \ {e}), alors, pour tout j € N;, en remplagant A;
par A; U {e}, on obtient un élement de B. Ainsi, pour construire un élément de B, on
part d'un élément {Ay,..., A;} de P;(E\ {e}) et on choisit I'indice j de I'ensemble A,
auquel on ajoutera e. On en déduit que (1) : |B| =i|P;(E \ {e}), puis que

Pi(E)| = [Pici(E\{e})] + i Pi(E\ {e})].

De plus, il est clair que |Py(E)| = 0 lorsque E est non vide et que |P;(0)| = 0 lorsque
i > 1. On a aussi [Py(0)| = 1, car 'ensemble vide est 'unique partition de () en des
parties non vides. Ceci permet déja de montrer par récurrence sur le cardinal de E
que, pour tout ensemble fini £ et pour tout i € N, |P;(EF)| ne dépend que de ¢ et du
cardinal de E. On peut donc poser p(i, k) = |P;(E)|, ou E est un ensemble quelconque
de cardinal k. Alors la relation (1) devient : p(i,k+1) = p(i — 1, k) +1ip(i, k), pour tout
i,k tels que i € N* et k € N, avec de plus : p(0,k) = p(i,0) = 0 lorsque k > 1 et i > 1
et p(0,0) = 1.

Il s’agit de montrer que p(i, k) = o(i, k) pour tout i,k € N avec 0 < i < k < n. Or les
familles (p(i, k))o<i<k<n €t (o(i, k))o<i<k<n satisfont la méme relation de récurrence et

on vérifie également que
k

— 0(0,k) = 0 pour tout k € {1,...,n}, car 0 = 0% = Za(i,k)E(O) =0(0,k);

1=0



0
— 0(0,0) =1, car 1 =1° =) " o(i, k) F;(0) = o(0,0).
i=0
Alors, on montre facilement par récurrence sur k € {0,...,n}, que pour tout
i€{0,....k}, pi,k) =o(i, k).

Partie 2 : Sommation a ’aide de A (sur 14 points)

6°) (sur 2 points) Notons v = u|11;n(“). v est linéaire en tant que restriction d’une
application linéaire. De plus, toujours en tant que restriction sur H,

Ker(v) = Ker(u) N H = {0} par hypothese. Il reste & montrer que v est surjective.
Soit y € Im(u). Il existe x € E tel que y = u(x). Par hypothese, il existe h € H et
k € Ker(u) tel que x = h+ k. Alors y = u(z) = u(h) = v(h) car h € H, ce qu’il fallait
démontrer.

7°) (sur 4 points) ¢ Lorsque n = 0, Ag = 0, donc Im(A) = {0} et Ker(Ag) = Ry[X].
Supposons maintenant que n > 1.

o Im(A,) = A,(R,[X]) = Ap(Vect(Ey, ..., E,)), donc d’apres le cours,

Im(A,) = Vect(A,(Ey), ..., An(Ey)), puis d’apres la question 3,

Im(A,,) = Vect(Ey, ..., E,—1), donc Im(A,) = R,,_1[X].

o Il est clair que Ey € Ker(A,), or d’apres la formule du rang

n+1 = dim(R,,[X]) = dim(Ker(A,))+dim(Im(A,) = dim(Ker(A,))+n, donc Ker(A,,)
est la droite vectorielle dirigée par Ey. Ainsi, Ker(D,,) = Ro[X].

o Montrons que R,[X] =V & Ry[X] :

Si P € VNRy[X], alors P est un polynéme constant et P(0) = 0, donc P = 0.

Ainsi, V NRy[X] = {0}.

Pour tout P € R,[X], P = (P — P(0)) + P(0) € V + Ro[X], donc R,[X] = V + Ro[X].
Alors d’apres la question précédente, AnHR}"’I[X] est un isomorphisme.

8°) (sur 4 points) Posons P = [A;[f*M]71(X4), de sorte que P € V et A(P) = X4,

Il existe a,b,c,d,e € R tel que P = aX® + bX* + cX? +dX? +eX.
On sait que A(P) = X4, or
A(P) = P(X+1)—-P(X)
= e+d2X+1)+c(3X*+3X +1)
+b(4X3 +6X%+4X +1)

+a(5X*+10X3 +10X2 +5X + 1),
donc en égalant les coefficients, on obtient les relations suivantes :

5a =1, 10a+4b =0, 10a+6b+3c=0,5a+4b+3c+2d=0eta+b+c+d+e=0.
Amsi,a:%,b:—%,c:§(3—2)1:§,d:§(—1+2—1):0

_ 1,71 _1_° —6+15-10 _ _ 1
ete=—5+3-3="3 = "3 A
) , X5 X X3 X
En conclusion, on a calculé que P= — — — 4+ — — —

bt 2 3 30



9°) (sur 4 points) Soit m € N. Avec les notations de la question précédente,
m

Z it = Z i+ 1) — P(i)). C’est une somme télescopique,

donc Zz4zP(m+1)—P(1),0r Pl)=a+b+c+d+e=0,donc
=1
m+1

Zz =—— 6(m*+4m? +6m? +4m + 1)
—15(m3 +3m? +3m+1) + 10(m? +2m + 1) — 1].
1
Ainsi, Zz = —m(6m +9m*+m—1) = m;(; m(2m + 1)(3m* 4+ am — 1), o
en egalant les coefficients de degré 1, a — 2 = 1.
- 1
En conclusion, ; it = %m@m +1)(3m?* + 3m — 1).

Partie 3 : Bases duales (sur 26 points)
10°) (sur 3 points) ¢ Soit (e;)1<i<n € R™ telle que Z ae; = 0.

Soit j € N,,. Alors 0 = ¢;(0 ¢j<2azel>,d0n00—2azgpj e;) Za“]—%

Ceci démontre que e est une famllle hbre de E. De plus elle Contlent n vecteurs et
dim(F) = n, donc e est une base de E.

n
o De méme, soit (a;)1<i<n € R™ telle que Z a;p; = 0.
=1

Soit j € N,,. Alors 0 = 0(e;) (ZOMOZ) e;), donc 0 = Z%% e;) Zaz ij = Q.

Ceci démontre que ¢ est une famllle libre de E*. De plus elle contlent n vecteurs et
dim(E*) = dim(L(F,R)) = dim(FE) x dim(R) = n, donc ¢ est une base de E*.

11°) (sur 2 points) Soit z,y € E et a € R. Les décompositions de x et de y dans la
n n

base e s’écrivent x = Za:jej et x = Zyjej, ou (Y1,...,Yn) € R"et (y1,...,y,) € R™.

j=1 j=1
n

Alors = + ay = Z(Ozxj + y;)e;, donc pour tout i € N,,,
j=1
ef(x+ay) = ax; +y;, = ael(z) + €} (y).
Ceci prouve que e* est une famille de n vecteurs de E*.
De plus, pour tout 4, j € N,,, ef(e;) est égale a la i-eme coordonnée dans la base e de
e;, ainsi, ef(e;) = d; ;. Alors d’apres la question précédente, e* est une base de £*.



12°) o (sur 6 points) Il est clair que u est une application linéaire de FE dans R"™.
Soit x un vecteur non nul de E. Le systeme de vecteurs constitué du seul vecteur x
est libre, donc on peut le compléter en une base (z, xs, ..., x,) de E. D’apres le cours,
il existe une unique application linéaire f de E dans R telle que f(z) = 1 et pour
tout i € {2,...,n}, f(z;) = 0. Ainsi u(z) = (1,0,...,0) # 0, donc = ¢ Ker(u). Ceci
démontre que Ker(u) = {0}, donc que u est injective. De plus dim(F) = n = dim(R"),
donc u est un isomorphisme.
Soit e = (ey, ..., e,) une famille de n vecteurs de E.
Si e est une base telle que ¢ = €*, alors pour tout i,j € N,,, ¢;(e;) = J; j, donc pour
tout i € N, u(e;) = ¢;, ou ¢; désigne le i-eéme vecteur de la base canonique de R".
Ainsi, u(e) = ¢, ou c est la base canonique de R™.
Réciproquement, si u(e) = ¢, alors pour tout i € N, u(e;) = ¢;, donc pour tout
i,j € Ny, ¢j(e;) = 9, ;. Alors, d’apres la question 10, e est une base de E. De plus,
n n

pour tout z = inei, i(z) = ingoj(ei) = x;, donc p; = €.
i=1 i=1

On a donc montré que e est une base de E telle que e* = ¢ si et seulement si u(e) = ¢,
c’est-a-dire si et seulement si e = u~!(c). Ceci prouve 'existence et 'unicité d’une base
e de E telle que e* = ¢.

o (sur 1 point) Soit x € E. p;(z) = ef(x) est égale a la i-eme coordonnée de = dans

la base e, donc x = Z wi(x)e;.

i=1

Soit f € E*. ¢ étant une base de E*, il existe (f;)1<i<n € R™ telle que f = Z fipi.
i=1

Soit j € N,,. Alors f(e;) = Zficpi(ej) = Zfi5i,j = f;, donc f = Zf(ei)goi.
i=1 i=1 i=1

13°) (sur 2 points) D’apres la question 1, (X — a)*)g<x<, est une base de R, [X].

" pl) |
De plus, d’apres la formule de Taylor, pour tout P € R, [X], P = Z .'(a) (X —a),
il
i=0
PO (q
donc est la i-eme coordonnée de P dans la base ((X —a)¥)o<p<n. Ceci démontre

i
que la base duale est ¢ = (¢q, ..., pn), ot pour tout i € {0,...,n},

pi = (P — P(i)(a))

7!
14°) (sur 3 points) Il est clair que, pour tout = € R, f, est bien une forme linéaire
sur R, [X].

X —x;
Pour tout i € {0,...,n}, posons L;(X) = | | .. On vérifie facilement que,
0<j<n J
i

pour tout 4,5 € {0,...,n}, fo,(Li) = Li(z;) = d;;. Ainsi, d’apres la question 10,
L = (Ly,...,Ly,) est une base de R, [X] et (fz,)o<i<n est une base de R,[X]*. De plus
d’apres la question 12, L est sa base préduale.



15°)  (sur 3 points) On a montré en question 3 que, pour tout i,j5 € {0,...,n},
AJ(E;) = E;—; en convenant que E;, = 0 lorsque k& € Z \ N. On en déduit que
A (E;)(0) = E;—;(0) = 4, 4, car lorsque k > 1, E,(0) = 0.

Ainsi, si Pon pose, pour tout j € {0,...,n}, ¥;(P) = AJ(P)(0), ¥; est une forme
linéaire et, pour tout 4,j € {0,...,n}, V,;(E;) = 0, ;. Alors, d’apres les questions 10 a
12, la base duale de &, est ¥ = (Vg,...,V,).

16°) (sur 6 points)
o Posons P = Q(X + «). Ainsi, pour tout h € {0 n} P(h) € Z.

D’apres la question précédente, P = Z U, (P Z Al (P

Soit k € {0,...,n}. Notons R(k) l’assertlon suivamte :

pour tout h € {0,...,n — k}, A*(P)(h) € Z.

Pour k =0 : pour tout i € {0,...,n}, A2(P)(h) = P(h) € Z, donc R(0) est vraie.
Pour k € {1,...,n}, supposons R(k — 1). Soit h € {0,...,n — k}.

AL(P)(h) = A (AN (P))(h) = ATH(P)(h + 1) — AFH(P)(h) € Z d'apres R(k — 1),
car h et h+ 1 sont dans {0,...,n — k + 1}. Ceci prouve R(k).

En particulier, d’apres le principe de récurrence, on obtient que pour tout ¢ € {0,...,n},

Al (P)(0) € Z. Or on a vu que P = Z A! (P)(0)E;, donc si I'on montre que E;(Z) C Z
i=0

pour tout ¢ € {0,...,n}, alors on en déduit que P(Z) C Z, puis que, pour tout m € Z,

Q(m)=P(m —a) € Z.

o Soit i € {0,...,n}. Soit m € Z.

Il nous reste donc a montrer que E;(m i H m — k)
i!

1 !
Lorsque 0 < m < i—1, E;(m) = 0 et lorsque m > i, E;(m) = Al m i = <77> €Z.
il (m —1)!

Enfin, lorsque m € Z \ N, posons r = —m € N*.

Alors E;(m) = Sl ﬁ<?"+k) _ Ui Dl (—1)" (T+§_ 1) ez

it il (r—1)!

Partie 4 : Relation entre dérivée et dérivée discréete (sur 14
points)

17°) o (sur 3 points) Soit x € R. Notons temporairement f 'application exponentielle.
Soit m € N. f est de classe C'"* donc on peut appliquer la formule de Taylor avec reste

=L ™0 T —t)m
intégral en x et 0 : € = Z fk—f)xk —i—/ uf(mﬂ)(t) dt.
k=0 ' 0

m)!

Ainsi, e* Z z— + J, avec J,, = / uet dt.
0

m)
k=0



max(0,z) |II? . | max(0,z) | |m |$|m+1
[Tl < / ——eltldt < / el dt = el — 0 d’apres les
min(0,z) m! min(0,x) m! m! m—+00

croissances comparées. D’apres le principe des gendarmes, ceci démontre que

Z , ce qu’il fallait démontrer.
k" m—>+oo

<> (sur 3 points) Adaptons cette preuve lorsque f(x) = In(1 + x). Soit € [0, 1].

N , o0 _ CDTME-
On vérifie par récurrence que, pour tout k € N*, f( )(gg) = At af . Ainsi, la
x
formule de Taylor avec reste intégral donne, pour tout m € N*,
n x) = —=x m, ol K, = — ()"
pet 0 m/! (14 t)ym+t

x —)ym x —¢ m+15 . m—+1
Ainsi, \Km|:/ udtﬁ/ (x —t)™ dt:[—(x ) _— , donc

o (I4t)m+t 0 m+1 Jo m+1

-1 k—1

0<|Knl < o T 0, ce qui prouve que kz; T):ck v In(1+ x).

18°) o (sur 3 points) Soit P € R,[X]. Pour tout k > n, D¥(P) = P® =0, donc la

D

somme Z ﬁ(P) est une somme finie. A ce titre, elle est bien définie. Ainsi e? est

—~ P*(X
correctement défini et eP(P) = Z k(:' ) :

k=0
De plus, d’aprés la formule de Taylor pour les polynémes pour tout ¢,a € R,

P(t+a) Z o )tk donc pour t =1, P(a+1 Z k:(' @) . 11 s’agit d'une égalité

entre apphcatlons polynomiales, mais sur R, les polynomes formels et les applications

PR(X
polynomiales sont identifiés, donc P(X + 1) = Z k(;' ) Ceci prouve que
k=0 )

eP(P)=P(X+1)=A(P)+P=(A+1)(P), donc e’ € L(R[X]) et eP = A+ 1.
o (sur 5 points) e Soit P € R,,[X]. On montre par récurrence sur k € N que
AR(P) = Ak(P), or d’apres la question 3, A"*! = 0, donc lorsque k > n,

AF =0 puis A*(P) = 0. Ainsi la somme Z(—l)k’lT est une somme finie.
k=1
A ce titre, elle est bien définie. Ainsi In(A + I) est correctement défini
- A*(P)
et m(A+1)(P)= ) ()" '——.
B0 =3

e Soit Q € R[X].

(AD)(Q) =A(Q) =Q'(X +1) - Q(X) = [Q(X +1) = Q(X)]" = (DA)(P),
donc AD = DA. Par récurrence sur k € N, on en déduit que A*D = DAF,



e Soit k € {0,...,n}. D’apres la question 15, DE), = Z Al (DEL)(0)E;,
=0
donc DE, = Z DAY (E)(0)E;, or AY(E}) = Ei_;, en convenant que Ej, = 0 lorsque
i=0

h < 0. Ainsi, DE, =Y D(E,—;)(0)E; = Y _ D(E—;)(0)E;.
=0 i

Soit j € {1,...,n}. D(E;)(X) =

=D (=1
! ! .

done D(E;)(0) = %H(—h) - =

k-1 (_1)k—i—1 n (_1)3—1
On en déduit que DE, = Z ——FF; = Z —E_j,

i=0 k—i j=1 J
NN
donc pour tout k € {0,...,n}, D(Ey) = Z TAJ(E,C)7 or (Ey,...,E,) est une
j=1
NN
base de R,[X], donc D(P) =) ; A/(P) =In(A + I)(P).
j=1

On a prouvé que In(A+ 1) = D.



