DM 37 : énoncé

Il s’agit d’un sujet supplémentaire pour votre travail personnel.
Il n’est pas a rendre.
Un corrigé sera fourni le mercredi 31 mai.

R est le corps des réels, n un entier naturel donné, n > 2.

M, désigne ’algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, et GL,, le groupe
des matrices carrées d’ordre n inversibles. On note I, la matrice unité de M,,.

Pour i,5 € {1, ...,n}, on définit I'élément E; ; de M,, comme étant la matrice dont tous
les éléments sont nuls sauf celui de la i-ieme ligne et j-ieme colonne valant 1.

On appelle matrice de transvection toute matrice de type I, + AE;j, A € R, i # j.

Partie 1

1. a. Calculer les produits E; jEj j, pour i,j,h, k € {1,...,n}.
b. Que peut-on dire de la famille (E; ;)1<i j<n ?
c. Soit A€ Reti,j€{l,...,n}, i# j; calculer det(l, + \E; ;).
d. Soient A\, € Ryi,j,hk € {1,...,n}, avec i # j,h # k,j # h. Calculer
(I, + AE; j)(I,, + uEp ). En déduire linverse de I, + \E; ;.

2. Soit A e M,,.
a. Montrer que ’addition a une ligne de A d’un vecteur proportionnel a une autre
ligne peut se faire en multipliant A & gauche par une matrice de transvection.
b. Etablir un résultat analogue sur les colonnes.

3. Soit A € M,, une matrice de coefficients a; ;. On suppose de plus que la premiere
ligne de A ou sa premiere colonne possede un élément non nul.

Montrer qu’il existe deux matrices P et ) de M, produits de matrices de
transvection, telles que la matrice B = PA(Q) soit une matrice de coefficients b; ;
telle que by; =1et b1 = by, =0 pour 2 <@ < n.

Indication : On pourra envisager successivement les cas suivants : i) a;; = 1;
i) 3 >1,a,1 #0ouay; #0;1ili) ayg #1let Vi>1,a1;, =a;; =0.

4. Soit A € M,, une matrice dont le rang r est supposé strictement positif.
Montrer qu’il existe deux matrices P et () de M,,, produits de matrices de
transvection, telles que la matrice B = PAQ soit une matrice diagonale de co-
efficients b, ; telle que



— )b, =1sil1<i<r;

— i) b; =0sir <i<n;

— i) by, =davecd=1sir <netd=det(A)sir=n.

Indication : Faire une démonstration par récurrence en commencant par le cas
oun = 2.

. Montrer que le groupe des matrices carrées d’ordre n de déterminant égal a 1

est engendré par les matrices de transvection.

On suppose dans cette question seulement que n > 3.

Soit f une application de M,, dans R telle que :

i) VA,B € M,, f(AB) = f(A)f(B);

ii) Pour toute matrice diagonale A, f(A) est égal au produit des coefficients
diagonaux de A.

a. Montrer que tout matrice I,, + all, g, o # [3, peut s’écrire sous la forme :
I+ aE.p5 = (In+ AEij)(In + puEni) (L, + AE; ;)N (I,, + pEp) ™", expression
dans laquelle on précisera les valeurs de A\, u, 1, 7, h, k, avec i # j, h # k.

b. Calculer f(A) si A est une matrice de transvection.

c. Calculer f(A) si A est un élément quelconque de M,,.

Partie 11

Si M € M,, on note Tr(M) la trace de la matrice M.

1.

Vérifier que M +— Tr(M) est une forme linéaire sur M,,, telle que
VA, B € M, Tr(AB) = Tr(BA).

Soit o une forme linéaire sur M,, telle que : VA, B € M,,,0(AB) = o(BA).

a. Soient 7,7 € {1,...,n}, i # j, calculer o(E; ;).

b. Comparer o(E;;) et o(E;;) pour i,j € {1,...,n}.

c. En déduire que : 3N e R, VM e M,,, o(M) = XTr(M).

Soit T le sous-espace vectoriel de M,, engendré par les matrices de la forme
AB—BA, A, B € M,, et soit H = {\I,, / A € R}. Montrer que dim 7 = n?—1.
En déduire que M,, =T & H.

. Pour i, j € {1,...,n}, on pose F;; = I, + E; ;. Calculer pour ¢, 5, h, k € {1,...,n},

h # k, le produit matriciel Fh_,iF”Fhk

Soit € une forme linéaire sur M,, telle que

VA e M, VB e GL,,0(AB) = 0(BA).

Démontrer que : 3IX € R,VM € M,,,0(M) = X Tr(M).



Partie 111

Soit £/ un R-espace vectoriel de dimension finie égale a n, n > 2.

E* désigne le dual de E.

(é1,...,e,) désigne une base de F et (e, ..., e}) la base duale associée.

L(E) désigne I’algebre des endomorphismes de E, GL(E) le groupe des automorphismes
de F, Id désigne '’endomorphisme identité de F.

On appelle automorphisme d’algebre de L£(E) toute application A, linéaire et bijective
de L(F) dans L(F), qui de plus vérifie : Yu,v € L(E), A(uov) = A(u) o A(v).

On note Aut(E) I'ensemble des automorphismes d’algebre de L£(E); Aut(E) est un
groupe pour la composition des applications.

Soit g € GL(E), on définit application A, de £(E) dans lui-méme par :

Vu € L(E), Ay(u)=gouog .

A, s’appelle 'automorphisme intérieur défini par g.

1. a. Montrer que Aut(FE) est bien un groupe.
b. Montrer que 'application x : g = Ay est un homomorphisme de groupes de
GL(E) vers Aut(E). Cette application x est-elle injective ?

2. a. Soit g € L(F) tel que : Vo € E, (x,g(x)) est une famille liée.

Démontrer que : I € R, g = \1d.
b. En déduire le noyau du morphisme Yy.

3. Pour (p,x) € E* x E, on définit une application u,, de E dans lui-méme par :
Yy e B, uy.(y) =y
a. Montrer que u,, est un endomorphisme de £. Préciser son image et son
noyau.
b. A quelle condition nécessaire et suffisante sur (¢, ), Uy, est-il un projecteur
non nul ?

4. Dans la suite, pour i,j € {1,...,n}, on notera u, ; I'application Uet ;-
a. Pour i,7,h, k € {1,...,n}, calculer w; ; o upy.
b. Que peut-on dire de la famille (u; ;)1<;j<n ?

5. Soit P I'ensemble des projecteurs non nuls de E.
a. Démontrer que la relation < définie sur P par :

Vp,a €P, (p<q) < (p=pog=qop)

est une relation d’ordre sur P. Est-ce une relation d’ordre totale ?

b. On appelle élément minimal de P pour la relation < tout élément p € P tel
que:VgeP,qg<p=q=p.

Etablir I’équivalence des énoncés suivants :

i) p est un projecteur de rang 1.

ii) p est un projecteur minimal de P pour la relation <.

iii) 3(p,x) € E* x E tel que p = u,, et p(x) = 1.
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6.

10.

Soit A un automorphisme de l'algebre L(E).

a. Que peut-on dire de A(p) sipe P?

b. Que peut-on dire de A(p) si p est un élément minimal de P ?

c. En déduire qu'il existe une famille (¢4, ..., &,) de vecteurs de E, et une famille
(1, .., ) de formes linéaires sur F, telles que :

i) Vie{l,..,n},@i(e;) =1 et i) Vie{l,...,n}, A(u;;) = uy, .,

d. Montrer que, pour tout ¢, € {1,....,n}, pi(c;) = 6; ;.

e. En déduire que (eq,...,&,) est une base de E et que (g1, ..., ,) est sa base
duale.

Soient 7,5 € {1,...,n}.
a. Pour k € {1,...,n}, k # j, calculer A(u; ;) 0 Uy, , -
En déduire le rang et le noyau de A(u; ;).
b. Calculer A(u; ;) o A(u;;). En déduire I'image de A(uw; ;).
. Montrer qu'il existe un réel non nul \;; tel que A(u;;) = A juy, e, -

c
. a. Montrer que pour 4, j,k € {1,...,n}, Xij\jx = Nik.
b

Ai
. En déduire : Vi,j € {1,...,n}, \i; = Zul
A],l
a. Montrer qu'il existe une base (o, ..., a,) de E, dont la base duale est notée
(o, .., ), .telle que : 'Vz,] € {1,...n}, A(ui;) = vaz,a;-
b. En déduire qu’il existe un élément g € GL(F) tel que :

\V/Z,] S {1, ...,TL}, A(U%]) =go Uy, g Og_l.

c. Conclure.

Quelles sont toutes les formes linéaires ¢ sur L(FE) telles que, pour tout auto-
morphisme A d’algebre de L(E), on ait : Yu € L(F), p(A(u)) = ¢(u)?



