DM 41 : un corrigé

Partie I
1°) a)
Notons e = (eq, ..., e,) la base canonique de R™.

Pour (i,7) € N2, notons u; ; 'endomorphisme de R” dont la matrice dans e est E ;.
Pour tout k € N,,, u; j(e) = 0y j€;.

Soit | € N,,. u; j o up(€e) = u;j(0k1€n) = 010 n€;, donc u; j o upi(er) = 0;nu;k(er).
Alinsi, u;; 0 upr = ;Ui k, Puis en prenant les matrices de ces endomorphismes,
’Ei,th,k =0l

1°) b)

La famille (£; ;) 1<i<n est la base canonique de M,,.
15550

1°) ¢

i # j, donc I, + AE;; est une matrice triangulaire supérieure ou inférieure dont les
coefficients diagonaux sont tous égaux a 1.

On en déduit que ’det([n + A\E; ) = 1‘ :

1°) d)

° (In + )\EIJ)(In + ,uEhyk) = In + /\Ei,j -+ /LEh’k -+ )\uéj’hEZ-,k, or ] 7£ h, donc

((In + AEi j)(In + pEng) = In + AE;i j + 1B | -

e En particulier, (In + )\EZJ)(I” - >\Ei,j) = In + )\Ei,j - )\Ei,j = In, donc

I'inverse de I, + AE; ; est I, — AE; ;
2°) a)

Notons Ly, ..., L, les lignes de la matrice A.
Si B = (b;;) € M, d’apres le cours,

pour tout i € N,,, la i ligne de BA est égale & Z bi;jL;.

j=1
En particulier, lorsque B = I,, + AE; j, ou A € R et (i, j) € N2 avec ¢ # j, les lignes de
BA sont celles de A, sauf la i ligne qui est égale & L; + AL;.
Ainsi, en multipliant A a gauche par la matrice de transvection I,, + AE; ;, on modifie
seulement la i®™¢ ligne de A en lui ajoutant le produit de la j°™¢ ligne par ), ce qui
correspond a la transformation de la matrice A par I'opération élémentaire
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2°) b)
Notons (1, ..., C, les colonnes de la matrice A.
Si B = (b;;) € M, d’apres le cours,

n
pour tout i € N,,, la i colonne de AB est égale a Z Cib;ii.
j=1
Ainsi, en multipliant A & droite par la matrice de transvection I,, + AE; ;, on modifie
seulement la j°™¢ colonne de A en lui ajoutant le produit de la ™ colonne par A,

ce qui correspond a la transformation de la matrice A par 'opération élémentaire
Cj — Cj + )\Cl

3°)

e Soit M, N € M,,. On définit sur M,, la relation binaire R en convenant que M R N
si et seulement si il existe deux matrices P et () de M, produits de matrices de
transvection, telles que N = PMQ).

La relation R est réflexive, car I, est un produit vide de transvection.

La relation R est symétrique car, d’apres la question 1.d, I'inverse d’'une matrice de
transvection est une matrice de transvection, donc 'inverse d’un produit de matrices
de transvection est encore un produit de matrices de transvection.

SiMRNetN RO,ouM,N,O € M,, alors il existe P, Q, P, (), produits de matrices
de transvection, telles que N = PMQ et O = P'NQ'. Alors O = (P'P)M(QQ'), donc
M R O.

Ceci démontre que R est une relation d’équivalence sur M,,.

On nous demande donc de démontrer que la classe d’équivalence de A contient une
matrice B = (b; ;) telle que by = 1 et, pour tout ¢ € {2,...,n}, b1 =by; =0.

e Premier cas. On suppose que a;; = 1.

D’apres la question 2, A est équivalente modulo R & la matrice déduite de A par la
succession d’opérations élémentaires suivante : pour ¢ variant de 2 a j,

L, <— Ly — aq1L; et pour ¢ variant de 2 a j, C, <— C; — a1,,C}, et, si I'on note

e

B = (b;;) cette nouvelle matrice, on a bien by; = 1 et, pour tout i € {2,...,n},
bia =b1; =0.
e Deuxieme cas. On suppose qu'il existe i € {2,...,n} tel que a;; # 0.

A est équivalente modulo R a la matrice A’, déduite de A par 'opération élémentaire
1—a
Ly +— L + —LL.. Or, le coefficient de position (1,1) de A’ est égal a
Q41
1—a
ay + _1,1%1 = 1, donc on peut appliquer le premier cas a la matrice A’.
Q41
e Troisieme cas. On suppose qu'il existe ¢ € {2,...,n} tel que a;; # 0.
On raisonne comme au deuxieme cas en utilisant la matrice A’ déduite de A par

1-— a1
—=C;.
a1

e (Quatrieme cas. On suppose que l'on n’est dans aucun des cas précédents. Ainsi,
aiq # 1 et, pour tout i € {2,...,n}, a1; = a;; =0.

lopération élémentaire C| «— C; +
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Siay; = 0, la premiere ligne et la premiere colonne de A sont nulles, ce qui est faux, donc
a1 # 0. On peut alors appliquer le deuxieme cas a la matrice A" = (I, + a11E51)A,
dont le coefficient de position (2, 1) est égal a aq ;.
4°)
e Soit n € N tel que n > 2. Notons R(n) 'assertion suivante : pour tout A € M,,\ {0},
de rang r, A est équivalente modulo R a une matrice diagonale B = (b, ;) telle que

i) pour tout i € N,_q, b;; = 1,

ii) pour tout i € {r+1,...,n}, b;; =0,

iii) Sir <mn, b, =1 et sir=n, b, = det(A).
e Pour n =2, soit A € My \ {0} une matrice dont le rang est noté .
L’une des colonnes de A est non nulle, donc, quitte a ajouter cette colonne a la premiere
colonne, on peut supposer, en restant dans la méme classe d’équivalence de A, que la
premiere colonne de A est non nulle, ce qui permet d’appliquer la troisieme question.
(1) 2), oub e R.
D’apres 1.c, tout produit de matrices de transvection est déterminant égal a 1, donc
b = det(B) = det(A), donc R(2) est prouvée.
e Pour n > 2, supposons R(n) et prouvons R(n + 1).
Soit A € M,,41 \ {0} une matrice dont le rang est noté r.
L’une des colonnes de A est non nulle, donc, quitte a ajouter cette colonne a la premiere
colonne, on peut supposer, en restant dans la méme classe d’équivalence de A, que la
premiere colonne de A est non nulle, ce qui permet d’appliquer la troisieme question.
Ainsi, A est équivalente a une matrice C' qui se décompose par blocs sous la forme
suivante : C' = ( 1 01’," ,ou A" e M,,.

Op1 A

o On notera que rg(A) = 1+ rg(A’) : en effet, rg(A) = rg(C) = rg(e1,Cy, ..., Chi1)
ou C} désigne la j-ieme colonne de C.
On a Vect(Cy,...,Chi1) N Vect(er) = {0},
donc rg(A) = dim(Vect(e;)@®Vect(Csy,...,Cpi1)) = 14+19(Co, ..., Chir) = 14+1g(A").
o Si A =0, r =1, donc B vérifie les propriétés i), ii) et iii) de I'assertion R(n + 1).
o Si A" #0, d’apres R(n), il existe deux produits de transvections, notés P et ) tels
que PA'Q) = B vérifie les propriétés de 1'assertion R(n).
Or, si T est une matrice de transvection de M,, on vérifie que la matrice blocs

Ainsi, A est équivalente a une matrice B de la forme

1 . . L .
( 0 0%”) est une matrice de transvection de M, ;. On en déduit que si T est
n,l
Ol,n

01 T ) est aussi

un produit de matrices de transvection, alors la matrice blocs (

un produit de matrices de transvection.

1 O 1 Oy I Oin ) 1 Oy Lo
Or (On,l p ) <0n,1 o ) (On,l 0 > = (On,1 B > , donc A et C' sont équivalentes

Ol,n
0,1 B
lassertion R(n + 1).

a la matrice , laquelle vérifie les propriétés requises pour
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5°) Notons G,, le groupe engendré par les transvections.

L’inverse d’une matrice de transvection est encore une matrice de transvection d’apres
1.d, donc d’apres le cours, G, est ’ensemble des produits de matrices de transvection.
Toute matrice de transvection est de déterminant égal a 1,

donc G,, C {A € M,,/det(A) = 1}.

Réciproquement, soit A € M,, telle que det(A) = 1. Alors A est non nulle, donc on
peut appliquer la question précédente. On en déduit que A est équivalente modulo R
a I, c’est-a-dire qu’il existe (P, Q) € G2 tel que A = PI,Q = PQ. Ainsi, A € G,,.

En conclusion, G,, = {M € M,, / det(M) = 1}, ce qu’il fallait démontrer.

6°) a)
Soit (a,a,8) € R x N,, x N,, avec a # . n > 3, donc il existe j € N,, \ {a, 8}. Ainsi,
en posant M = (I, + aEo ;) (I, + E;5) (I, + aE, ;) (I, + E;5)"", on calcule :
M = (In+ aEo;)(In + Ejp)(In — aEq ;) (In — Ej)

= (In + (lEa,j + Ej’g + CLEaﬂ)(]n — CLEa’j - Ejﬁ + (IEQ,B)

= ]n — (IEO[,]‘ — Ejﬁ + aEaﬁ + (lEaJ‘ — CLEaﬂ + Ejyﬁ + CLEaﬁ

= ]n + ClEaﬁ.
6°) b)
Soit 7" une matrice de transvection. D’apres a), il existe deux matrices de transvection
T et T telles que T' = T"T"T"~'T7~1, donc
F@) = f@) T FTH @) = () (T T (T )

= (T HfTT"Y) = f(I)f(Ln) = f(In),

or I,, est diagonale, donc f(I,,) est égal au produit de ses coefficients diagonaux. Ainsi
f(I,) = 1. On en déduit que, pour toute matrice A de transvection, |f(A) = 1|. C’est
donc encore vrai pour tout élément de G,,.

6°) ¢

Soit A € M,,.

Si A =0, A est diagonale, donc f(A) =0 = det(A).

Si A # 0, en notant r le rang de A, il existe (P, Q) € G2 tel que

la matrice B = PAQ = (b;;) est diagonale avec b;; = 1 pour tout i € N,_4, b;; =0
pour tout i >, b, =1sir <netb, =det(A)sir=n.

F(A) = F(P)FAVF(@Q) = [(PAQ) = f(B), or f(B) = 0si rg(4) < n, et

f(B) =det(A) si rg(A) = n. Ainsi, dans tous les cas, f(A) = f(B) = det(A).

On a donc montré que .

Partie 11

1°)
e Soit (A, B, A\, ) € M, x M,, x R x R. Notons A = (a;;) et B = (b;;).
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n

Tr(AA +pB) = Te((Aay + pubi) 1in ) = Z()\ai,i + ubi;)

= AZaHﬂLZb” = \Tr(A) + uTr(B),

donc Tr est une forme hnealre

e Soit (A B) € M2, Notons A= (a;;) et B = (b;;).

ZZ&H ¥ ZZbﬂa” = Tr(BA).

i=1 j=1 =1 =1
2°) )
U(Ei,j) = O'(Eiﬂ;Ei,j) = O'(EZ‘J‘EZ'J‘) = O'(O) = O, dOIlC U(Ei,j) =0].
2°) b)

Soit (i,7) € N2 avec i # j.

0(Eii) = 0(Ei;Ej:) = 0(EjiEij) = o(Ejj)-

2) o

Smt M € /\/l Notons M = (m, ;). o étant hnealre

= o E:mw i) E:mw

1<i<n 1<i<n
1<j<n 1<j<n
n
= Z mi’iO'(Em') = O'(El’l) Z m;; = O'(El’l)TI'(M).
i=1 =1

3°)

e Pour tout (i,j) € N2 tel que i # j, E;; = E;;E;; — E;jE;; € T et, pour tout
i €{2,...,n}, E;; — E11 = E; 1B, — E1;E;1 € T, donc la réunion des familles
(Eii — ELl)QSZ‘Sn et (E; ;)ix; est une famille de vecteurs de T, que 'on notera e.
Montrons que e est une famille libre.

Soient (@ii)2<i<n €t (0 j)iz; deux familles de réels telles que

Zazz 1,0 Ell ‘f‘ZOZZ] 7,]—0

i#j
Ainsi, 0 = —(Z a“> Ey + Z a; ;i E; ;. Or la famille (E; ;) 1<i<n est libre, donc,

1<j<n
=2 (4,4)ENZ
(1,5)#(1,1)

pour tout (z,7) € N2 tel que (i,7) # (1,1), a;; = 0. Ainsi, la famille e est libre.

On en déduit que dim(7") > card(e) = n* — 1.

e D’autre part, pour tout (A, B) € M2, Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0,
donc, la trace de toute combinaison linéaire de matrices de la forme AB — BA est
nulle. Ainsi, 7 C Ker(Tr).

On en déduit que dim(7") < dim(Ker(Tr)) = n? — rg(Tr).

Or Tr est une forme linéaire non nulle (car par exemple, Tr(I,) = n # 0), donc
rg(Tr) = 1, ce qui prouve que dim(7) < n? — 1.

(T)=n?— 1‘ .

Ainsi,

LLG, MPSI 2, 2022/2023 5



e Soit Ae HNT. Il existe A € R tel que A = \I,.
De plus, A € T, donc 0 = Tr(A) = nA. On en déduit que A = 0 puis que A = 0. Ainsi
HNT = {0}, ce qui prouve que la somme de T et de H est directe.
De plus, H est la droite vectorielle engendrée par I,,, donc dim(7 ®H) = n?—1+1 = n?.
Ainsi, T & H = M,,.
4°)
FopFiiFug = (In— Eng)(In + Eij) (I + Eny)
= (I — Eng + Eij — 6riEnj)(In + Eng)
=1, —Enpy+Ei; —0kibh; +Eng+ 00k — 0k,i0inEnk
=1, +E; —0piEh; + 0k — 0ki0;nEn k.
5°)
Soit (i, k) € N2 tel que ¢ # k. D’apres la question précédente,
F;;CIFi,iE,k =1,+ Em‘ + Ez',k = Fm’ + E@k, donc
O(Fi;) = 9((F”sz)F,_kl) = G(Fl_lequk) =0(F;) +0(Eig),
ce qui prouve que 6(E; ;) = 0, pour tout couple (i, k) € N2 tel que i # k.
Soit (i,7) € N2 tel que i # j.
FJZIF”FN =L, +E;—E;;+E;— Ej,
donc 0(F; ;) = Q(Fj_fF”FJZ) =0(F;)—0(E;;)+0(E;;)—0(E,;;), or §(E;;) =0, donc
0(E;;) = 0(Ei)-
En reprenant alors la démonstration de la question 2.c, on montre qu’il existe A € R
tel que 6 = A\Tr.

Partie 111

e Remarquons que la définition donnée par 1’énoncé pour un automorphisme d’algebre
n’est pas exactement celle du cours. En effet, selon 1’énoncé, pour que A soit un auto-
morphisme de £(F), il n’est pas nécessaire que A(Id) = Id.

1°) a.

o Idpg) € Aut(E), donc Aut(E) est non vide.

o Soit (A, B) € Aut(E)?. Soit (u,v) € L(E)?.

(Ao B)(uov) = A(B(uov)) = A(B(u) o B(v)) = (Ao B)(u) o (Ao B)(v).

De plus, A o B est linéaire et bijective en tant que produit d’applications linéaires et
bijectives, donc Ao B € Aut(E).

o Soit A € Aut(E). Soit (u,v) € L(E).

A uov] = AV [A(A ()0 A(A1(v))] = A~ (A[A- (w)o A (v)]) = A~ (w)o A~} (0).
De plus, A™! est linéaire et bijective, donc At € Aut(FE).

Ceci démontre que, pour la composition des applications, Aut(F) est un sous-groupe
de S(E), 'ensemble des bijections de E dans E.

b.
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e Soit g € GL(E). Soit (u,v) € L(E)?.

A(uov) = gouovog = gouoglgovo g = Ayu) o Ayfw)

et, si (\, ) € R%, Ay(Au+ pv) = go (M + pv)g~ AA()+uA()

De plus, pour tout v € L(E), Ajo Aj-1(u) = Ay-1 0 Ag(u) = u, donc A, € Aut(E).

e Ainsi, 'application y est correctement déﬁnle

Montrons que c’est un morphisme de groupes. Soit (g,¢") € GL(E)?. Soit u € L(E).
AgoAy(u) = gog'ouog g™t = (gog')ouo(gog) ™" = Agey(u), donc AjoAy = Ageyr.
e Pour tout A € R*, Ay;, = Idg(g), donc x n’est pas injective.

2) a)
Pour tout z € E'\ {0}, (z, g(x)) est liée, donc il existe A\, € R tel que g(x) = A\,x.

Il reste & montrer que l'application  — A, est constante sur £\ {0}.

Soit (z,y) € (E'\ {0})%

Premier cas. On suppose que (z,y) est libre.

Alors x + y # 0. Ainsi, on peut écrire :

Aory(2+y) = g(z+y) = g(x) +9(y) = Aoz +Ayy, donc (Aayy —Ae) T+ (Aasy — Ay )y = 0.
Alors ce qui précede implique que A\, = Ay = A,

Deuxieme cas. On suppose que (z,y) est lié.

dim(F) = n > 2, donc il existe z € E tel que (z,2) et (z,y) sont libres. D’apres le
premier cas, A, = A\, = A,.

Ainsi, dans tous les cas, A, = A,. Notons A la valeur constante de I’application x — A,
définie sur F \ {0}. Alors, g = AId.

2°) b)

Soit g € Ker(x). A, = Id, donc, pour tout u € L(E), gouo gt = u. En particulier,
pour tout u € GL(FE), g = u™' o g ou. D’apres la formule de changement de base, la
matrice de g est la méme dans toute base de F.

Soit x € E \ {0}. Supposons que (z,g(z)) est libre. On peut alors compléter cette
famille en une base de E. Dans cette base, la matrice de g a pour premiere colonne

0
1

0 |, donc c’est le cas dans toute base de E.

0

Or (z,—g(z)) est également un systeme libre que l'on peut compléter en une base de
0
-1

E. Dans cette base, la premiere colonne de la matrice de g est égale a 0 ]. Clest
0

impossible, donc (z, g(x)) est une famille liée.
D’apres la question a), il existe A € R tel que g = AId. De plus g € GL(E), donc X # 0.
Réciproquement, si A € R*, on a déja remarqué lors de la premiere question que

Md € Ker(x).
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Ker(x) = {\d/)\ € R*}

En conclusion,

3°) a)
e Soit (A, 1,y,y) ERXxR X E X E.
Upa(ANy +1y') = oy + py')e = (Ao(y) + pe(y))x
= Me(y)z) + ule(y)z) = Mg (y) + pug.(y').

Ainsi, u,, € L(E).

e Sip=0ousiz=0,alors u,, =0, donc son image est {0} et son noyau est E.
Pour la suite de cette question, on suppose que ¢ # 0 et que z # 0.

o Soit z € E. z € Ker(uy,) <= ¢(2)r =0 < ¢(z) = 0, donc ’Ker(u%x) = Ker(gp)‘
Il s’agit d’un hyperplan de F.

Ainsi, Ker(uy ) # E, donc uy,, # 0 et rg(ug,,) > 1.

De plus, Im(u, ) C Vect(x) et Vect(x) est une droite vectorielle,

donc ’]m(u%x) = Vect(:v)‘ :

3°) b)

Supposons que u,, , est un projecteur non nul. x € Im(uy, ), donc = uy, . (z) = p(x)z.
De plus, x # 0 car u,, # 0, donc (x) = 1.

Réciproquement, supposons que ¢(z) = 1. Soit y € E.

Uz oY) = tpa(0(y)7) = p(y)(2)7 = P(Y)T = Upa(y), donc uf , = uyq.

En conclusion, |u,, est un projecteur non nul si et seulement si p(x) = 1.‘

4°)

Soit (7,7) € N2. Pour tout k € N,,, ue;vei(ek) = ¢j(ex)ei = 0jre;, done, en notant e la

base (e1,...,€n), mat<ue;,ei; e) = E;;|. On en déduit que

a) d’apres L.1.a, pour tout (i, j, h, k) € N}, u; j o up g = 0; puik, et que
b) la famille (u; ;) 1<i<n est une base, en tant qu’image de la base canonique de M,, par
1<j<n
LIE) — M,

I'isomorphisme réciproque de
P prod u — mat(u,e)

5°) a)

o Réflexivité. Soit p € P. p = p?, donc p < p.

o Antisymétrie. Soit (p,q) € P? tel que p < get ¢ <p. Alorsp=poq=gq.

o Transivité. Soit (p,q,r) € P3 tel que p < g et g <.

Alors por = (pog)or = po(qor) =pog=petrop=ro(qop) = (rog)op=qop =p,
donc p < r.

e Soit D une droite vectorielle et H un supplémentaire de D dans E. Notons p le
projecteur sur D parallelement a H et q le projecteur sur H parallelement a D.
dim(D) =1 et dim(H) =n —1 > 0, donc p et g sont deux projecteurs non nuls.

De plus, pog = gop = 0, donc p et ¢ ne sont pas comparables pour la relation d’ordre
de I’énoncé. Ainsi, ]cette relation d’ordre n’est pas totale‘ )

5°) b)
Soit p € P.
e “i)=ii)”. On suppose que rg(p) = 1.
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Soit ¢ € P tel que ¢ < p. Ainsi, g =poq=qonp.

On en déduit que Im(q) C Im(p) et que Ker(p) C Ker(q).

q # 0, donc 1 < rg(q) < rg(p) =1, donc rg(q) = rg(p). Ainsi, Im(p) et Im(q) ont
la méme dimension, et, d’apres la formule du rang, Ker(p) et Ker(q) ont également
la méme dimension. Ainsi, p et ¢ sont tous les deux égaux au projecteur sur Im(p)
parallelement a Ker(p). On a donc prouvé que p = g.

Ainsi, p est un élément minimal de P.

e “ii)==+ii)”. On suppose que p est minimal.

p # 0, donc I'm(p) # {0}. Ainsi, il existe d; € Im(p) \ {0}.

Complétons (d;) en une base de I'm(p) notée (di,...,d,) et notons (d,41,...,d,) une
base de Ker(p).

p étant un projecteur, E = Im(p) & Ker(p), donc d = (dy, . ..,d,) est une base de E.
Notons d* = (d3,...,d}) sa base duale.

di(dy) = 1, donc, d’apres 3.b, ug: 4, € P.

Soit y € E. pouaa(y) = p(di(y)di) = di(y)p(di) = di(y)ds car dy € Im(p), donc
D O Ugy dy = Udy,dy -

De plus, uay 0, © p(y) = di(p(y))ds = dil(p(y) —y) + yldi = di(y)dy, car

p(y) —y € Ker(p) = Vect(d,11, ..., dy,). Ainsi, ug: g, 0 p = Ugs g, -

Donc ug: 4, < p, or p est minimal, donc p = ug: 4, et dj(d;) = 1.

e “iii)==-1)". On suppose qu'il existe (p,z) € E* x E tel que p = u,, avec ¢(z) = 1.
D’apres 3.b, p € P, et, d’apres 3.a, rg(p) = 1.

6°) a)
Soit p € P. p # 0 et A est bijectif, donc A(p) # 0.
De plus, A(p)? = A(p?) = A(p), donc, ’si p € P, alors A(p) € 77‘ :

6°) b)

Soit p un élément minimal de P.

Montrons que ’A(p) est également un élément minimal de 77‘ .

Soit ¢ € P tel que ¢ < A(p). Ainsi, (1) : g=qo A(p) = A(p) o q.

A™! € Aut(E), donc, d’apres le a), r = A7!(q) € P. Alors, en composant (1) par A,
on obtient : r =rop=por, doncr < p, or p est minimal, donc p = r. On en déduit
que A(p) = A(r) =q.

6°) ¢

Soit i € N,,. u;; € P et rg(u;;) = 1, donc u;,; est un élément minimal de P. Alors
A(u; ;) est également un élément minimal de P.

D’apres la question 5.b.iii), il existe (¢;,€;) € E* x E tel que A(u;;) = Uy, ¢,

et i(e;) = 1.

6°) d)

e Soit (i,7) € N2.

Pour tout y e E, Up;e; © Upj e, (y) = U¢i7gi(90j (y)5j) = ij(y)goi(gj)gia donc

Up;e; © Upje; = 902'(5]')“%‘781"

D’autre part, Uy, c, 0 Uy, o, = Aug; 0 ujj) = 05 jA(ui ;).
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Premier cas. Supposons que 7 # j.

Alors ;(g;)up; e, = 0, or Uy, ., (g5) = g; # 0, donc uy, ., # 0. Ainsi, p;(g;) = 0.
Deuxiéme cas. On suppose que 7 = j.

On sait déja que ¢;(g;) = 1.

En conclusion, pour tout (i,7) € N2, |¢;(gj) = ;4]

6°) e) Soit (e)1<i<n une famille de réels telle que Z ae; = 0.
i=1
Soit j € N,. Alors 0 = ¢;(0) = gpj(Zai&-) = Zaiéi,j = ;. Ceci démontre que
i=1 i=1

(€i)1<i<n est une famille libre de n vecteurs de E, or dim(E) = n, donc c¢’est une base
de E.

n

De plus, si x = Zaﬁi, alors un calcul similaire donne : ¢;(x) = a;. Ceci démontre
i=1

que (¢;)1<i<n est la base duale de (g;)1<;<,. On la notera également (£)1<i<n.

7°) a)

A(ui,j) O Upy e = A(ui,j O u;@k) == A(O) = 0.

Ainsi, pour tout k € N, \ {7}, A(us;)(ex) = A(u; ;) 0 Uy, ¢, (ex) = 0,

donc Vect((sk)1§€;g_n) C Ker(A(u; ;).

De plus, u; ; # 0, donc A(w; ;) # 0 et dim(Ker(A(u;;))) <n — 1.

On en déduit que VeCt((gk)lé’;gn) = Ker(A(uij))| et que ’rg(A(ui,j)) = 1‘ :

7°) b)

(Auiz) 0 Aluzi) = Aluis)] -
AiIlSi, g = u¢i75i(€i) = A(Ulyz)(&fl) = A(ULJ)(A(U%Z)<€Z>> c Im(A(U%])) De phlS,
rg(A(uiz)) = 1, done [Im(A(u;;)) = Vect(s;)

7°) ¢

Posons |A; ; = €] [A(u; ;) (g;)]
Pour tout k£ € N, \ {j}, A(ui;)(ex) = 0 = Aijuy, o, (ex)-
De plus, A(u;;)(ej) € Im(A(u; ;) = Vect(e;),

done A(ui;)(e;) = € [A(uiz)(g))lei = Aijug, e (€5)-

Ainsi, A(u;;) = Nijug, e, car ils coincident sur les vecteurs de la base (g1, ...,¢&n).
De plus, A;; # 0, car A(u; ;) est non nul.
8°) a)

Soit (1,5, k) € No. NijAjattg, e e, = A(uig) A(ujn) = A(uir) = Al e,
AiIlSi, /\i,j)‘j,kgi = /\m)\j’ku(pj,giu%yej (Z-Zk) = )\k,iu%ﬁi (Z‘:k) = /\k,igi; donc )\i,j>\j,k = )\/w‘.
8°) b)

A
Soit (i, 7) € N2. AijAj1 = Aiy et Ay # 0, done Ay j = =2t

9°) a)
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Pour tout ¢ € N,,, posons et |of = it
i1

Ai
Pour tout (i,7) € N2, o () = )\—J@j(ai) = §;;, donc (o, ..., ) est une base de £
j’l
dont la base duale est (af,...,a).

Soit (i, ) € N2. Pour tout y € E, Au; ) (y) = —
donc A(u; ;) = tas ;-

9°) b)

Notons g I'unique élément de L(E) tel que, pour tout ¢ € N,,, g(e;) = a.

g transforme la base (eq,...,e,) en la base (aq,...,q,), donc g € GL(E).

Soit (i,7) € N2. Pour tout k € N,,, gou; ;o g ag) = gou, (ex) = g(0;re:) = djrcu
et A(ui;) () = taz o, (k) = 0 k0.

Ainsi, les endomorphismes g o u; j o g~ ' et A(u; ;) coincident sur la base (a, ..., a,),
donc ils sont égaux.

9°) ¢
A et A, coincident sur la base (u; ;) de £(E), donc ils sont égaux. Ceci démontre que
’tout automorphisme de 'algebre £(FE) est un automorphisme intérieur| .
10°)
Soit ¢ une forme linéaire sur L(E).
Notons (1) : [V(A,u) € Aut(E) x L(E) ¢(A(u)) = o(u)]
et (2) : V(g,u) € GL(E) x L(E) p(gouog™) = p(u)].
D’apres ce qui précede, (1) <= (2).
e Supposons que (2) est vérifiée.
Alors, pour tout (u,g) € L(E) x GL(E), p(gou) =p(go (uog)og™) =p(uog).
. L(E) — M,

u +— mat(u,e
donc, pour tout (A, B) € M,, x GL,,
po U (BA) = p(¥7H(B) o U™ (A)) = p(T1(A) o TH(B)) = 9o U'(AD).
De plus, oW~ est une forme linéaire sur M,,, donc, d’apres I1.5, il existe A € R tel que

Notons ) D’apres le cours, ¥ est un isomorphisme d’algebres,

_ T . .. LE) — R

1 _ — 1 ) ’

oW = \Tr = A(Tro U™1), si I'on note encore Tr 'application Tr(u)’
Ainsi, si pour tout (A,u) € Aut(E) x L(E), p(A(u)) = ¢(u), alors il existe A € R tel

que ¢ = ATr.
La réciproque de cette propriété est simple a vérifier,
en utilisant I’équivalence (1) <= (2).
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