DS 2

Les calculatrices sont interdites.

Exercices

Exercice 1 :

1°) En utilisant les complexes, pour tout p, ¢ € R, factoriser cos(p) + cos(q).

2°) Résoudre I'équation 3 cos(5x) = cos(4x) + cos(14x).

Exercice 2 :
2z
2 —1

Calculer la dérivée n-ieme de z — cos® z et de x —

Exercice 3 :

2x
Calcul —dx.
acuer/x2+2x+9 T

Probléme : Formule d’Euler-Maclaurin

Partie I : Les polynémes de Bernoulli

On définit par récurrence la suite d’applications (B, ),en en convenant que
— pour tout x € R, By(z) =1;
— pour tout n € N, pour tout z € R,

Bpii(x) = (n+1) (/Ox B,(t) dt — /01 (/Ou B, (t) dt) du).

1°) En fonction de x € R, calculer By(z), Bi(x), Ba(x), Bs(x) et By(z).
2°) Soit n € N. Montrer que B,, est un polynome de degré n.

1
3°) Soit n € N*. Montrer que / B,(t) dt = 0.
0

1



4°) Montrer que pour tout n € Net x € R, B,(1 —x) = (=1)"B,(z).
Qu’en déduit-on au sujet du graphe de B, ?

Pour tout n € N, on pose b, = B, (0).
5°) Montrer que, pour tout n > 2, b, = B,(1).

6°) Montrer que pour tout n € N*, by, = 0.

Partie II : la formule d’Euler-Maclaurin

Dans cette partie, f désigne une application de classe C* de [0, 1] dans R.

7°) Montrer que / f(t) dt = %(f(()) + f(1)) —/O f(#)By(t) dt

8°) Montrer que pour tout n € N

[ sy a= §<f<>+f< ))—;(f@’“‘“(l)— P

2n+1 / FE(E) B (1) di.

Il s’agit de la formule d’ Euler Maclaurin. On conviendra que lorsque n = 0, la somme

S(FHD(1) = O (0)) g st il
k=1 :

9°) Soit n € N. On suppose que By, est de signe constant et ne s’annule pas sur
10, 2[. Montrer que Bs, o est strictement monotone sur [0, 1] et que Bs,, 4o s’annule une
unique fois sur |0, 3.

10°) Pour tout n € N, montrer que Ba, 1 est de signe constant et ne s’annule pas sur

10, %[, que Ba, o est strictement monotone sur [0, 1] et que B, o s’annule une unique
fois sur 0,

’ 2
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11°) Soient g et h deux applications continues de [0, 1] dans R.
On suppose que, pour tout ¢ € [0, 1], h(t) > 0.
1

1
Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que / g(t)h(t) dt = g(c)/ h(t) dt.
0 0

120) Montrer que pour tout n € N il existe ¢ € [0,1] tel que

/f yit= (70) + 71 >>—k;<f”k (1) - 1)
b2n+2 2n-+2
_mf( +)(C).
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Partie 1II : Développement asymptotique de Z -.

p=1 P

1
13°) Soit a € R. Pour tout n € N, calculer la dérivée n-ieme de ¢ — T a

14°) Déduire de la question 12 que, pour tout p € N* et n € N, il existe ¢, ,, € [p, p+1]

1/ 1 1 - 1 1 \by  bonio
tel que 1 1) —Inp = _<_ _) S (_ _ ) _ .
el que n(P—i- ) np ACEE] + > + 2 (p+ 1)% 2k ) O 01203#3

p
15°) En déduire que, pour tout N € N* et n € N,

| Yoyo11 &1 bo
nN:(Z;)‘g—WJF (NQk_> bzanM

p=1 k=1 p=1 pn

1 < P dt
127%4-3 — o1 $2n+3°

N-1
1
En déduire qu’il existe S,, € R tel que E 253 [y
—+00

p=1
N-1

1 1
Montrer que pour tout N >2,0< .5, — Z g sl
~ n (2n +2)(N — 1)+

16°) On fixe n € N.
Soit p € N avec p > 2. Montrer que 0 <

Sh.

17°) Montrer qu’il existe v € R tel que, pour tout N € N* et n € N,
N n

1 ka b2n+2 1
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