DM 12 : corrigé

Partie I :

1°) D’apres les théoremes usuels, f,, est continue sur R\ 7Z.
Fixons k € Z. Lorsque t est au voisinage de k,
sin(t) = (=1)*sin(t — kr) ~ (=1)*(t — kn)
et sin(nt) = (—=1)"sin(n(t — kr)) ~ (=1)"n(t — k),
n—1)k -
Sn (D) — (—1)"Vkp Ainsi,
en posant pour tout k € Z, f,(kr) = (=1)""Y*n_ f, est continue sur R en entier.
2°)

. . . o n—1
int int emt 1— (6 2zt)n

- e —¢ i(n— ~2
¢ Fixons t dans R\TFZ fn(t) = W = ?1_—672” = 6( Utz@ th.
k=0
n—1
Ainsi, f,(t) = Z eln=2k=1)t,
k=0

Les applications intervenant de chaque coté de cette égalité sont continues sur R et
elles coincident sur R \ 7Z qui est dense dans R (car tout réel est limite d'une suite
d’éléments de R\ 7Z), donc d’apres le cours, ces deux applications coincident sur R en
entier.

o En passant a la partie réelle et en tenant compte du fait que par définition, f,(¢) € R,

n—1
on obtient f,(t) = Re(f,.(t)) = Z cos((n — 2k — 1)t).
k=0
o Premier cas : supposons que n est pair. On pose alors n = 2m.
Pourtoutk:e{ 1} n—2k—1+# 0, donc
W/Q Z [sm (m—k) — )t)]w/z 2331 (—1)m—k+L
0 = 2(m— k) —1 0 2(m — k) —
Ainsi I, = Z ﬂ:i —|—mz:1 — (on a posé h = —k dans la
o 2k — 1 2k — 1 —2h — 1
k=—m+1 k=0 h=1
m )k 1 m ( 1)1: 1
seconde somme). Donc Iy, = 1+ 1+ Z o1 + Z ~———— (en posant k = h+1).

2k —1
=2

Finalement I, = 2 Z 2_]{;
k=1



o Second cas : supposons que n est impair. On pose alors n = 2m + 1.

2m .
2m — 2k)t)17/2
Ioppg1 = il + Z [sm(( m ) )]0 , donc Iy, = E
k=0

2 LT am— 2k 2

k#m
3°) Soitt €]0, 5] fans1(t)—fan(t) = e +s1131t()t)_ ) COS(?”t)ﬂLSin(?nt)%
or cos(t) — 1 = —2(sin £)? et sin(t) = 2sin § cos £,

donc foni1(t) — fon(t) = cos(2nt) — tans sin(2nt).
A nouveau par densité, cette égalité est encore valable pour ¢ = 0, donc

in(2nt)17/2 T2
Iy — Iy = [W]o — / tan§ sin(2nt)dt. Intégrons par parties :
0
cos(2nt)  t1m/2 /2 cos(2nt) t.o 1
o — T = [ 1] [ cosCont) L
2ol = 02 on 9l /0 o (L (tang)%)-5
(_1)71 1 /'71'/2 ) 1
= - — 2nt)(1 t —dt,
5 on |, cos(2nt)(1 + ( an2) ). 5

or par inégalité trlangulalre

w/2 t w/2
‘/ cos(2nt)(1 + (tan dt‘ / | cos(2nt)].|1 + (tan ). —dt
0

/2 q s
< —(14+1)dt = =

donc par inégalité triangulaire, |lo, 11 — lop| < — + — — 0.
2n  2n n—+oo

Ainsi, d’apres le principe des gendarmes, Iy, 1 — I, — O.
n—-+00

4°)

1
a) La suite (
2n —1

) tend vers 0 en décroissant, donc la série 5 u, est spéciale
>1
" n>1
alternée : elle converge d’apres le théoreme des séries alternées.
n

b) Posons v, = E u. D’apres le premier cas de la seconde question, v, = %[gn, donc
k=1

T T
[2n+1 + 5 ([2n I2n+1>n:>001' Ainsi, Zun =1

5°) D’apres la question 2, pour tout ¢t € R,

n—1 n—1 2n—2
§ § 6 i(2n—2—2(h+k)) E E i(2n—2—2a)t
k=0 h=0 a=0 0<h,k<n-—1

h+k=a
Soit a € N. Notons A(a) = {(h,k) € {0,...,n—1}*/h + k = a}.
— Sia>2n-2 A(a) =0.
— Supposons que 0 < a < n —1: soit (h, k) € A(a). Alors h < a, k < « et
h = «a — k. La réciproque étant claire, A(a) = {(ov — k,k)/0 < k < a}, donc
Card(A(a)) = a+1.

Y



— Sin<a<2n-—2,
(hk) e Alo) <= (n—1—-h)+(n—1—-k)=2n—-2—«
<~ n—-1—hn—-1-k) € A2n—-2—«a),

or2n—2—a €{0,...,n — 2}, donc d’apres le cas précédent,
Card(A(a)) = Card(A(2n —2 —a)) =2n— 1 — a.
Ainsi,
n—1 2n—2
fy%(t) _ (Cl/ + 1)€2it(n—1—a) + Z (2n 11— a)e%t(n—l—a)
= L
_ (TL . a)e2zta + Z (n+ &)62im.
a=0 azl—n-‘,-l
On a montré que f2(t) = Z (n — |k|)e*™.
k=—n+1
6°)

w/2
a) o f2 étant a valeurs réelles, J,, 1 = Re(J,1) = / Re(f2(t))dt
0

n—1

B sin(2tk)7~/2 7 o
donc J, 1 = k_zn:“ (n— |k|)[ o } + ng donc J, 1 = ng-
k0

n—1 n—1
o f0= ST (W I,

k=—n+1 h=—n+1
2n—2

donc fi(t) = Z ( Z (n — |k|)(n — |h|)e2it°‘>, donc il existe une famille

a=—2n+2 —n+1<h,k<n-1

h+k=a
2n—2
(Ha)—2nt2<k<on—2 de réels telle que, pour tout ¢ € R, /NG Z paete
a=—2n+2
0
Un calcul similaire au précédent montre alors que J,, 2 = /LOE,
n—1
orpo= Y (n=lkD(n—1|a))= > (n—[k])* donc
—n+1<h,k<n—1 k=—n+1
h+k=0
n—1
—1)n2n—1
o ="n +22n k)2 =n +22k‘ puis d’apres le cours, g = n? +2(n )rg(n ),
k=1 k=1
donc J,,» = gn(2n2 +1).
2t

b) ¢ Pour ¢ € [0, §], posons f(t) = sin(t) — —
T

f'(t) = cos(t) — %, donc f'(t) =0 <=t = Acos(2).

Ainsi, en posant to = Acos(2), f est croissante sur [0,%] avec f(0) = 0, puis elle est
décroissante sur [to, 5], avec f(5) = 0.




2t
Ainsi, pour tout t € [0, T], f(t) >0 : sin(t) > —.
m

2n>2p 2
7/ sin?(t)
(se démontre en étudiant la fonction ¢ — ¢ — sin(¢), de dérivée 1 — cos(t) > 0), donc
T 9 2n\ 2p
pour tout ¢ €0, —], f-P(t) > (—) :
2n T

n

2nt
o Ainsi, pour tout ¢ €]0, 21], sin(nt) > i, donc f2P(t) > <
n T

,orsint <t

2n\ 2p
Pour t = 0, on a aussi f22(0) = n* > <_n) ,
T

/(2n) o 2 A 21
donc J,, > / f2(t)dt > 1(_71) " (_n) T
0

—2n\ T T

Partie 11 :

1°) o f’ est définie et continue sur le compact [0, 27], donc f’ est bornée sur [0, 27| :
il existe K € R, tel que, pour tout ¢ € [0,27], |f'(t)] < K.

f est 2m-périodique donc f’ est également 2w-périodique. Ainsi, pour tout ¢t € R, il
existe k € Z tel que t — 2kw € [0, 27|, donc |f'(t)| < K.

o Soit § € RY.

Soit Z € A(0) : il existe z,y € R tel que |z —y| < det Z = |f(x) — f(y)].

Yy max(z,y)
f étant de classe C', Z = ‘/ f'(t) dt‘ < / |f'(t)] dt < K|z —y| < K.
T min(z,y)
Ainsi, 'ensemble A(J) est majoré, de plus il est non vide, donc d’apres la propriété de
la borne supérieure, A(J) possede une borne supérieure, notée w(d).
De plus on vient de montrer que K¢ est un majorant de A(J), donc par définition de
la borne supérieure, w(d) < K.

2°) Soit §,0" € R avec § < ¢'. Alors A(8) C A(d'), donc w(d) < w(d’), ce qui prouve
que l'application w est croissante sur RY.

3°) o Soit Z € A(nd) : il existe z,y € R tel que |z —y| <nd et Z =|f(z) — f(y)|.

Quitte a permuter x et y, on peut supposer que x < y.
—x

Pour tout ¢ € {0,...,n}, posons x; :x+iy .
n

Z = |f(wo) — f(xn)| = ‘Z[f(%—l) - f(%)]’ < Z |f(zi_1) — f(z;)|, or pour tout

Pell, bl — | = Y - 2| < 5, done |f(zr1) — f(2)] € A)

et |f(zi—1) — f(x;)] < w(9). Ainsi, Z < nw(9), pour tout Z € A(nd).

Par passage au sup, on en déduit que w(nd) < nw(d).

o Soit A € R%. Posons n = |[A] : A <n+1 et w est croissante,

donc w(Ad) < w((n+ 1)) < (n+ 1)w(6). De plus n < A, donc w(A) < (A + 1)w(9).
o Soit n € Nett € RL. w(2t) = w(2nt x 1) < (2nt + 1w(L).

4°) 0< w(%) < % - 0, donc d’apres le principe des gendarmes, w(%) —+> 0.
n——+0oo n—-—+00




Partie 111 :

. n—1
_ sin(nt) ok
1°) Lorsque t € R\ 7Z, d’apres question 1.2, ———= = f,,(t) = =21t done
) q \ pres q Sl 10 kz:%

in(nt
par inégalité triangulaire, w‘ < n. Ainsi, pour t € R\ 7Z, |sin(nt)| < n|sint| et
sin

cette inégalité est évidente lorsque t € 7Z.

2°) Soit p € N avec p > 2.
On a vu que, pour tout t € [0, ==|, |fu(t)| < n,

2n
o on 1 2 o 2
donc /2 L) dt < | tdt:nQP—(i) , puis /2 EF2P(1) dt < —n22,
Par ailleurs, pour tout ¢ € [, ], sint > 2, donc |f,(¢)| < Z.
us 2 z 2 t272p jus
Ainsi, /2 tf2P(t) dt < (E) T gy — (E) p[ ] * (car p#1). Donc
%% 2 5% 2 2 — 2p é%
3 1 T\2P /T s
LI () dt < <_> Tye-2p _ (T 2—2p)
_ 1 T2 2p_9 m 2)
_2(]9—1)<(2)n 3)
2
™ 2p—2 P
=——(n —1). On en déduit que
: o
/ tF2(t) dt :/ 7540 dt+/ tF2P(t) dt
0 0 =
2 p—1 2
< 2p—2 2p—2 1) .
S Tsp o™ Y
7T2 ( 2p—2 1)
8(p—1)

Partie IV :

1°) D’apres la question 1.6.a, J,, > 0, donc U, , est correctement défini.
Soit x € R et t € [—m, 7|. D’apres la question 1.5,

n—1 n—1

P = 3 (ke = a0 N () ()

Ainsi, f7(5%) = ei(t_r)(l_”)P<ei(t_r)>, olt P est le polynome

n—1
P(X) = Z (n — [k[)X*™ ! indépendant de z et de t.

k=—n+1

k4+n—1

M
Alors PP est encore un polynéme que I'on écrit sous la forme PP(X) = Z ap X", les
k=0

oy étant indépendants de x et de t.




M ' N
Ainsi, f22(52) = epit=o)(1-n) Z ay <e’(t_x)> . On en déduit que

(t—z)[p(1—n)+k]
4an/ 1 Zake ' o

Upp(x

1 /Tr
_ ix[p(n—1)—k] it[p(1—n)+k]
= age f(t)e dt
v Z .
M
_ Zﬁkezx[p(n 1) k}’
k=0 .
si 'on pose (5, = 4J f( )ePA=M+R gt - qui est indépendant de x.
n.p

Alors U, p(z Zﬁk<cos n—1) —kjz) +isin([p(n — 1) — k]x)), ce qui est bien

un polynome trlgonometrlque car pour tout k, p(n — 1) — k € Z.

2°) Fixons un réel z.

d
o Enposantu-:z:+2t/ flz+2t)f2P(t) dt = / f(u fgp( )_uet

2
en posant u = x — 2t, /2 flz —2t)f2(t) dt = —/ fu)f2P(—

u—2x. du
0

)

™ r x d
est une application paire, donc /2 fz—2t)f2(t) dt = / f(u)fﬁp(u 5 w> ?u Ainsi,
0 -7

7, or fn

—x dt
L’application t — |f,(t)| est m-périodique, donc t — fﬁp(t%’g) est 27T—per10d1que7
ainsi que Papplication ¢ — f(t) [/ (52),

d’apres la relation de Chasles, /02 (f(z2t)+f(z—2t)) f2P(t) dt = /” f(t )pr(

r—T

dt

done / S 20) + - 20) (1) b = / JOREN 5

Ainsi, Uy, p(x) = 2; /Q(f(af +2t) + f(x — 2t)) f22(¢) dt.
n,p J0
1 3

o Lorque f =1, U,,(x) = T () dt = 1.
n.p Jo
o Si 'on multiplie cette derniere égalité par f(z),

on obtient que f(x) = 2J1 /(2f(x))f§p(t) dt

done Uy () = f(#) = 55— / (f(x+20) + [ — 20) = 2/ (@) f2(2) dt

3°) 1l faut supposer que p > 2, contrairement a ce qu’affirme 1’énoncé.
o Soit x € R et p € N avec p > 2. Pour tout ¢ €]0, 7], d’apres la question IL.3,




|f(z + 2t) — f(z)] < w(2t), donc |f(z + 2t) — f(z)] < (2nt + 1)w(L). De méme,
|f(x —2t) — f(z)] < (2nt + 1)w(2). Ces inégalités sont encore valables lorque ¢ = 0.
Ainsi, _
1 3
Unp(@) = fz)] < 2 /0 [f(x +2t) + f(z — 2t) — 2f (2)| 7 (t) dt
1 3
< g [ (20— F@) 41 =20 = @D a
1 [ 1.
gj;()@m+nw%ﬂﬁ@dt
< w1+ 2n[j"v”) (1),

D’apres les questions 1.6.b et 111.2, mr
2

1 T T\ 2r—1 1 P T 2p+1
U, <w(p)(1+2 () ) (G )
Unpl) = )] < () (1 2mg s (5 o) (1255
Ainsi, il existe M(p) tel que pour tout entier n > 0 et tout x € R,

£ (2) = Unp(@)] < M(p)w(y)-

o Reprenons 'inégalité (1) lorsque 2p = 2 et utilisons la question 1.6.a :

1 6
|Unp(r) = f(2)] < W(ﬁ)(l +on(= 28 (2n%)) X m)
sw(%)amn% x 2
o+ 2 < euld),

donc M(2) = 6 convient.
o Soit p € N avec p > 2. Soit n € N*.
Pour tout z € R, |f(z) — Un,(z)| < M(p)w(2), donc par passage au sup,
1 1
0 < sup|f(z) — Uyp(x)] < M(p)w(—), or M(p)w(—) — 0 d’apres la question I1.4,
z€R n

n’ n—+oo

donc par principe des gendarmes, sup |f(z) — U, ,(z)] — 0.
z€R n—+oo




