DM 27 : un corrigé

Partie I :

1°) Soit (¢,) € P. 1l existe p € N* tel que, pour tout n € N, ¢4, = ¢p.

¢ Par récurrence sur k, montrons pour tout n,k € N, ¢, y1p = 5 -

c¢’est évident pour k =0

et si c’est vrai pour k € N, alors, pour tout n € N, ¢y (k1)p = Clntkp)+p = Cnthp = Cn-
o Alors {¢, /neN}={c, / k€{0,...,p—1}} : en effet, soit n € N. Par division
euclidienne, n = pg + r avec 0 < r < p. Ainsi, ¢, = ¢, € {¢x / k € {0,...,p— 1}}.
L’inclusion réciproque est évidente.

o Ainsi, {¢, / n € N} est une partie finie de C, donc elle est bornée. On a montré que
(cn) € B, donc P C B.

2°)

o B et P contiennent la suite identiquement nulle, donc ils sont non vides.

o Soit (¢,), (d,) € B et a € C. Par hypothese, il existe M, M’ € R, tels que, pour
tout n € N, |¢,| < M et |d,| < M'. Alors, pour tout n € N, |ac, + d,| < |a|M + M,
donc la suite a(c,,) + (d,,) est encore dans B.

o Soit (¢,),(d,) € P et a € C. Par hypothese, il existe p,q € N* tels que, pour tout
n €N, cpyp = ¢, et dyyy = d,. On a vu en question précédente qu’alors, pour tout
n €N, cpipg = Cp €t dpipg = dy, donc pour tout n € N, acyypg + dpypg = vy, + dyy, ce
qui prouve que la suite a(c,) + (d,) est encore dans P, et que pq en est une période.

¢ Omn a ainsi prouvé que B et P sont non vides et stables par combinaisons linéaires,
donc ce sont des sous-espaces vectoriels du C-espace vectoriel CY (lequel est bien un
C-espace vectoriel d’apres le cours).

3°)  Soitc=(c,) €B,d=(d,) € Bet A e C.

o Clairement ||| > 0.

o Supposons que [|¢|| = 0. Alors, pour tout n € N, 0 < |¢,,| < ||¢|]| = 0, donc ¢, = 0,
puis ¢ = 0.

o Pour tout n € N, |Ac,,| = |A||en| < |A|l|e]l, done [A||¢]| est un majorant de

{|Acn| / n € N}, or la borne supérieure est le plus petit des majorants, donc

| Ac|| = sup{|Acn| / n € N} < |A|||lc]|. Par la suite, ce raisonnement sera appelé un
passage a la borne supérieure.



o Supposons que |A| # 0. Alors en appliquant le résultat précédent, mais en remplagant
(A, ¢) par (3, Ac), on obtient que ||¢[| < |3]||Acll, donc |[Ac|| = [A[[|¢]|. Ce résultat est
évident lorsque A = 0.

o Soitn € N. |e,+d,| < |cn|+]|dn] < ||c]|+]|d||, donc par passage a la borne supérieure,
le +dlf < flefl + d]-

¢ En conclusion, ||.|| est bien une norme sur B.

4°) ¢ Notons G I'ensemble des périodes de c. Par hypothese, G est une partie non
vide de N, donc elle possede un minimum, noté p. € N*.

¢ On a déja vu que, pour tout k € N* kp, est encore une période de ¢, donc p.N* C G.
Réciproquement, soit p € G.

Par division euclienne, il existe ¢,r € N tels que p = gp. + 7 avec 0 < r < p,.

Alors, pour tout n € N, ¢4y = Cpgpotn = Cn, donc si r # 0, alors r € G, ce qui
contredit la minimalité de p.. Ainsi, r = 0 et p = ¢p., avec ¢ € N*.

En conclusion, 'ensemble des périodes de ¢ est p.N*, c¢’est-a-dire 1’ensemble des mul-
tiples de la plus petite période.

o Supposons que ¢, = Re(i"1).

Pour tout n € N, ¢,44 = ¢y, car i* = 1, donc 4 est une période de c.

On calcule ¢g =0, ¢; = —1, cg =0 et c3 = 1, donc ¢y # o1, €1 # Cri2 €t co # Cop3.
Ainsi, 1,2 et 3 ne sont pas des périodes de c. Ceci prouve que 4 est la plus petite période
de c.

5°)  Supposons que P est de dimension finie. Ainsi, il existe p € N et (bl, ...,b,) e PP
qui vérifient : pour tout ¢ € P, il existe (o, ..., q,) € CP tel que ¢ = Z a;b;.

On a vu en question 2 que si p est une période de ¢ € P et si ¢ est une perlode ded e P,
alors pq est une période de ac + Bd, pour tout «, 5 € C. Par récurrence sur k € N*,

on en déduit que sici,...,cp sont k éléments de P, alors pour tout (o, ..., a;) € CF,
Z a;c; admet H p; comme période.

=1 =1
A1ns1 d’apres notre hypothese en notant ¢, une période de by, ..., g, une période de

b,, pour tout c € P, Q = H ¢y € N* est une période de c.

i=1
Pour tout n € N, posons u,, = 0 lorsque n Z 0 [Q + 1] et u,, = 1 lorsque n =0 [@Q + 1].
La suite u = (u,,) est périodique de période @ + 1, donc u € P. Alors ce qui précede
implique que @) est aussi une période de u. D’apres la question 4, (QQ +1) — @ =1 est
aussi une période de u, donc u est constante, ce qui est faux.
En conclusion, P est bien de dimension infinie.



Partie 11 :

6°) Notons, pour toute période p de ¢ et pour tout n € N, M (¢, p,n Z Crtk-
p—2 p—1
o Soitn € N. pM(e,p,n+1) = Clnt1)+k T CntD)+(p—1) = Z Cnin + ¢, (en posant
k=0 h=1
p—1
h =k +1 et car ¢ est p-périodique), donc pM(c,p,n + 1) = Z Cnik = pM (e, p,n).
k=0

Ainsi la suite (M (¢, p,n))nen est constante.

En particulier, pour tout n € N, M(c,p,n) = M(c,p,0).

¢ Notons py la période minimale de ¢ et soit p une période de c.

D’apres la question 4, il existe k € N* tel que p = kpg. Alors, par sommation par

kpo—1 k—1 (a+1)po—1 k—1 po—1
paquets, M(c,p,0 Z cp = —Z Z kp ZZCHWO Ainsi,
0
= h=apo a=0 h=0

k-1
1
M(e,p,0) = z Z M (e, po, apo) = EkM(C’ Do, 0), d’apres le point précédent.

a=0
On en déduit que M (e, p,0) = M(c, po,0).
¢ En conclusion, pour toute période p de ¢ et pour tout n € N, M (¢, p,n) = M(c, po,0) :
M (c,p,n) ne dépend ni de p, ni de n, on peut effectivement le noter M (c).
o Soit ¢ = (¢,) € P, d = (d,) € P et a € C. Notons p une période de ¢ et g une

période de d. On sait alors que pq est une période de ac + d. Ainsi,
pg—1

1
M(ac+ d) = M(ac+ d, pgq,0) = ” Z(ack + dy) = aM(c,pq,0) + M(d, pq,0), car
k=0
pq est une période de ¢ et de d. Ainsi, M (ac + d) = aM(c) + M(d). De plus M est

a valeurs dans le corps C et P est un C-espace vectoriel, donc M est bien une forme
linéaire sur P.

7°)
a) Soit ¢ = (¢,) € P et p une période de c.
p 1

1,2
o)l = - ch| Z lex] < Z llcll = |lc||- Or M est linéaire, donc d’apres le
P

cours, M est gontinue (elle est méme hpschltmenne)
| M(c)]
el

| /¢ e P\ {0}} Ainsi, par passage a la borne supérieure,

b) Ce qui précede montre que, pour tout ¢ € P\ {0}, < 1, donc 1 est

()
el

un majorant de {‘

M) _
Sup TN

cer\foy llcll

Notons 1 la suite constante égale a 1. 1 € P, de période 1,



[M(e)| _ [M(1)|

=

M
donc sup = 1. En conclusion, sup M = 1.
ey llcll 1] cerv{oy Il
c) Py = Ker(M) = M~'({0}), or M est continue et {0}, en tant que singleton, est un

fermé de C, donc d’apres le cours, Py est un fermé de P.
8°)
a)
o Soit ¢ = (¢,) € P. Soit p une période de c¢. Posons D(c) = d = (d,). Ainsi, pour
tout n € N, d,, = ¢,11 — .
Alors, pour tout n € N, dy,1), = Cht14p — Cpyp = dy, donc d € P.
De plus, pour tout a € C et ¢,d € P, on vérifie aisément que D(ac+d) = aD(c)+D(d),
donc D est bien un endomorphisme sur P.
o Soit ¢ = (¢,) € P. c € Ker(D) <= Vn € N, ¢,41 — ¢, = 0, donc Ker(D) est
I’ensemble des suites constantes de complexes.
o Soit d = (d,) € Im(D) :
il existe ¢ = (¢,) € P telle que, pour tout n € N, d,, = ¢p11 — Cp.
Soit p une période de c. On a vu que p est aussi une période de d,
p—1
donc M (d) = lZ:(ckﬂ —cp) = M(e,p,1) — M(c,p,0) = 0 d’apres la question 6.
k=0
Ceci prouve que Im(D) C Py.
Réciproquement, soit d = (d,,) € Py. On définit la suite de complexes ¢ = (¢,) par les
relations : ¢y = 0 et pour tout n € N, ¢, 1 = d,, + ¢,.

Soit p une période de d. Alors, pour tout n € N, on montre par récurrence sur k que
k—1

Crik = cn—i—z dp+n, donc en particulier, ¢, 4, = ¢,+pM(d) = ¢, car d € Py = Ker(M).

h=0
Ainsi ¢ € P. De plus, pour tout n € N, d,, = ¢,41 — ¢, donc d = D(c) € Im(D).

On a donc prouvé que Im(D) = P,.

b)
o Soit ¢ = (¢,) € P. Pour tout n € N, |cp41 — | < |Cnr1| + |en| < 2]¢||, donc par
passage a la borne supérieure, | D(c)|| = sup |cp11 — ¢a| < 2]|¢||. Or D est linéaire, donc
neN
D est continue. 5
o Ainsi, pour tout ¢ € P\ {0}, | ||(ﬁ)” <2,
c
1D

donc par passage au sup, sup <

cer\{oy  lcll
Posons ¢y = ((—1)")nen. o est 2-périodique, ||col| = 1
et D(co) = ((—=1)"™ — (=1)")en = —2¢p, donc || D(cp)|| = 2.

D D D
Alors sup [ Dl = | Dleo)l = 2. En conclusion, sup [DE] = 2.
cer\{oy e [leoll cervfor el

9°)

a) Soit ¢ € Py. Notons p une période de c¢. Posons d = (d,,) = I(c).



n+p

Pour tout n € N, dy, 1, = dy,+ Z cx = dp+pM(c,p,n+1) = d,, car c € Py = Ker(M).

k=n+1
Ainsi I(c) € P.
De plus, on vérifie aisément que, pour tout o € C et ¢, d € Py, [(ac+d) = al(c)+1(d),
donc I est bien une application linéaire de Py dans P.
b) Supposons que I est continue. I étant linéaire, d’apres le cours, il existe k € R tel
que, pour tout ¢ € Py, ||I(c)| < k|c]|. '

Fixons p € N* et posons, pour tout n € N, ¢, = e » .

1T 2

L 1)
¢ est 2p-périodique, donc ¢ € P. De plus, M(c) = 5 <6?> = ——~ %2 car
P I—ev»

e%#l.Ainsi M():Oetcepo

(e ||>‘Z< >’_‘ _< )’: m_? , donc |[I(c)]] = .1,r

1—67’

On en déduit que k = k|c|| = |[I(c)| =
impossible, donc I n’est pas continue.

c) ¢ Soit ¢ € Ker(I). Alors, pour tout n € N, Zuk = 0. Par récurrence sur n, on en
k=0

déduit facilement que, pour tout n € N, u,, = 0, donc Ker(/) = {0}.

o Supposons que ¢ € Im(7) : il existe d € Py tel que ¢ = I(d).

Notons p une période de d : c’est aussi une période de ¢ d’apres la question a) et
p—1

Cp—1 = de = pM(d,p, O) =0car d e Py.
k=0

o Réciproquement, soit ¢ = (¢,,) € P tel que ¢,_; = 0, our p désigne une période de c.

Montrons que ¢ € Im([).

Posons dy = 0 et pour tout n € N*, d,, = ¢,,_1.

Pour tout n € N*, dy4p = cpo14p = o1 = dy et dy = ¢,-1 = 0 =dy, doncd € P et p

est une période de d.
n

Alors e = D(d) € Im(D) = Py et I(e) = (Z(d,@+1 . dk)> = (dpyr — do) = c.

— eN
Ainsi, ¢ € Im([).
¢ On a donc montré que ¢ € Im([/) si et seulement si il existe une période p de ¢ telle
que ¢,—1 = 0. Soit c une telle suite. Notons p. la plus petite période de c. On a vu qu’il
existe k& € N* tel que p = kp.. Alors 0 = ¢jp,—1 = ¢p.—1-
Ainsi, en notant p. la plus petite période de ¢, pour tout ¢ € P, on a montré que

Im(I) ={c=(c,) € P/ cp—1 =0}.



Partie 111 :

10°) Si c = 0, la série est identiquement nulle, donc elle converge.
Supposons maintenant que ¢ # 0. Notons p une période de c. llexister € {0,...,p—1}

tel que ¢, # 0. Alors pour tout k € N, Chptr 0, car a < 0.
q 7 P (kp+r)« (k:p+r) kzt)oo

... C . .
A fortiori, —Z —~ 0 (sinon toutes ses suites extraites convergeraient vers 0), donc la
n= n—+oo

- Cn . .\
série g — diverge grossierement.
n

n>1
11°) ” ” ,or a > 1, donc la série Z — converge. Ainsi,
na &
n>1
c
Z —Z est absolument convergente.
n>1
12°) Si ¢ = 0, la série est identiquement nulle, donc elle converge.
Supposons maintenant que ¢ # 0. Notons p une période de c. Il existe r € {0,...,p—1}
[Chpr] ||

tel que ¢, # 0. Alors pour tout k£ € N,

= , donc pour tout k£ € N*,
<k £ ot > b
kp—1 k—1 ph+p—1 k—1

‘Cn’ |Cn‘ |conrr]
Z Z Z Z php+r |Z ph—l—r

h=1 n=ph =1
1 1 1 1
mais W et I; X h_a < 1, donc la série Z W diverge, or elle
k—1

— ~+o0. Alors, d’apres le principe des gen-

ph+ 1) k—+oo

est a termes positifs, donc (
h=1

kp—1

darmes, E | Cnl — 4-00. Ceci prouve que la série tronquée E
n® k—+oo

|cnl

— est divergente.
nzp

C’Vl
Il en est de méme d’apres le cours pour la série Z u
n=1 n®
13°)
a) I s’agit d'une transformation d’Abel :

-3 fota g z,f—>
donczka Z (a— ) — Cp-

ki
b) Avec les notations de la partie II, (S, ) ( ) € P, donc la suite (.S,) est bornée.

On en déduit déja que ———— — 0, car a > 0.
(n + 1)0‘ n—+-+00



1 1 1 1 1 « 1
De pl ,———z—(l——) = —(1—-—(1-=4+0(=))), d
€ plus ka (k + 1)04 kOé (1 + %)a ]{ZO‘< ( ]{} + (k;Q))) onc
1 1 o« n O( 1 )
ko (k—i— 1)a o kot fat2 )
1 1
On a vu que S, = O(1), donc Sk(koc - m) = O(W) mais a + 1 > 1, donc
1 i s
Z Jres] converge (et ses termes sont positifs), donc d’apres le cours,
k>1
1 1
Z Sk(k_oc — m) est absolument convergente. Alors, d’apres la formule établie
E>1

c
au a), la suite de terme général Z k—’; converge lorsque n tend vers +o00, ce qui prouve
k=1
o C?’L
la convergence de la série Z o
n=1
14°) Posons d,, = ¢, — M(c), pour tout n € N. La suite constante est dans P

qui est un C-espace vectoriel , donc d = (d,)neny € P. De plus, par linéarité de M,
M(d) = M(c) — M(c) x M((1)pen) = M(c) — M(c) =0, donc d € Py.

c 1 d
Pour tout n € N, n_’; — n_:‘ + M <C)ﬁ’ or d’apres la question précédente, Z o est

n>1

N Cn . I
convergente, et par hypothese, M (c) # 0, donc E v a meme nature que E T elle
n=1 n=>1
est divergente.

Partie IV :

15°) Soit a € C et ¢,d € Py. D’apres le cours sur les séries convergentes,
+oo
n d’l"L N
S(ac+d) = E A F aS(c) + 5(d). De plus S est a valeurs dans C, donc S est
n
n=1

une forme linéaire sur P,.

16°) On a vu en question 4 que ¢ est 4-périodique avec (¢, ¢1, ¢2,¢3) = (0,—1,0, 1),
donc pour tout n € N, ¢y, = 0 et capyq1 = (—1)"TL. Ainsi,

2N+1 c N Coni1 +oo (_1)n+1
S(c)= 1 = = lim = -
(C> NEJrrloo _0 n Ni+oo Z 2n +1 ; 2n+1

k+1

Soit n € N. Z Qk - :Z(—l)k“/ %% dt = / Z(—ﬁ)’“
+ k=0 0 k=0

1>k+1 1 1— (_t2>n+1 ) 1 (_t2>n+1
dOHC Z %—H = —/0‘ T dt = [—arctant]o +/0 W

dt.



— 0, donc
2n + 3 n—+oo

1 ( —t )n+1 1
Or par inégalité triangulaire, ‘ / T dt’ < / 2042 g
0 1 ( t )n+1
d’apres le principe des gendarmes, / 5— dt — 0. En conclusion, S (C)=—-
0 14+ n—-+00

e

n
1
17°)  a) Posons u, = Z i Inn. Alors u, —u,—1 = =+ +1n(1 — ) = O(=5). Ainsi,
k=1
> (up — u,_1) est une série télescopique convergente, donc d’apres le cours, il existe
v € R tel que u,, — =, ce qu’il fallait démontrer.
n——+o0o

b) On vérifie que ¢ est une suite p-périodique et que M(c) = 0, donc ¢ € Py.
n—1 hp+p n—1 p

x Ck, Ck
Soit n € N*. Z Z Z sz—i—h donc
h=0 k= hp+1 h=0 k=1

>SS (Ermn) S (S - R L

k+ hp p+hp fa N\~ k+hp p+hp —~k hzoh—l—l'
Alors d’ apres la questlon a),
np

Cklj In(np) +v+o(1) —Inn —y+o(l) =Inp+ o(1) - Inp.

k=1
En conclusion, S(c) = Inp.
18°)

q—1
S
1 -t k=0
T —t)(1+te) 14t
continiiment sur [0, 1] et I, est bien définie en tant qu’intégrale sur un segment d’une
fonction continue.
k
Zt q—1 q—1

1 <A1
ODepluSJq:/th /kz 22k+1:§ e

0 k=0
D’apres le principe des gendarmes, J, —+> —+00.
q—+oo

o Pour tout ¢ €]0, 1]

donc cette fonction de t se prolonge

19°) La suite d est bien 2¢-périodique avec M (d) = 0, donc d € Py. On sait ainsi
2qN

que Z ?n converge vers S(d) lorsque N tend vers +o0. Soit N € N*.

n=1



d, 3 d, d,
n=1 n h=0 n=2qh+1 n h=0 n=1 n+ 2qh
N-1 q 2q N—-1 gq
1 1 1 1
_;(;n—i-%h_ Z n+2qh> hzgz<n+2qh n+q+2qh>
N-1 2N—-1 i
_ i ( (_1>2h N (_1)2h+1 > _ i (—1)
c— = \n+ 2gh  n+q(2h+1) =+t qi
q 2N-1 1 1 49 2N—-1
0 0 —

1
19-1 2N 1
1— (-4 1—t9
:/ t”<—) dt:/ (1 —t*N7) dt, or
— 1+ t9 0 (1 —¢t)(1+t9)

1—¢ 2N Z 2N ! 2N q
’ t th‘\ t 1dt < q 9t = —— — 0
(1 —1t)(1+1t9) 0 —l—tq 0 2Nq+ 1 No+oo
2qN

n
donc — — Jg
7 n N—+oco

n—
En conclusion, S(d) = J,.
20°) Supposons que S est continue. S étant linéaire, il existe k € R, tel que, pour
tout ¢ € Py, |S(c)| <kl
En particulier, pour tout ¢ € N*, en utilisant la suite d précédente, on obtient que
k=k|d|| > |S(d)| = J, o too. C’est impossible, donc S n’est pas continue.

q——+o00



