DM 2 : un corrigé

Partie I : Homographies

r— 2

r—1
o Soit # € R. h(x) est défini si et seulement si x — 1 # 0, donc le domaine de définition

de h est D, =R\ {1}.

1°) D’apres I'énoncé, h(z) =

—1)—(x—2 1
o h est dérivable sur D, et, pour tout = € Dy, h'(z) = (@ (;_ 1(; ) = T
En particulier, pour tout z € Dy, h'(z) > 0, donc h est strictement croissante sur

] — o0, 1] et sur |1, +o0].
2
Lorsque x # 0, h(x) = = a0

= x—+o0

— 1.

Les limites en 1 & droite et & gauche étant simples a calculer, on dispose du tableau de
variation suivant :

x —00 1 +00
W (x) + I +
h(z) S e A
o On calcule h(0) = 2, A'(0) = 1, h(2) = 0, A'(2) = 1. On obtient ainsi le graphe
suivant




_5 A
2°) Soit € R. h(x) est défini si et seulement si (C') : cx +d # 0.
Notons D;, le domaine de définition de h.
Sic=d=0, alors D, = (.
Sic=0etd#0, alors D, = R.
Sic#0, alors (C) < x # —%l, donc Dy, = R\{—% :

3°) Chacune des intégrales est bien définie en tant qu’intégrale d’une fonction définie

et continue sur 'intervalle [0, 1].

— Une primitive de x —

T est © — In(x + 1),

1
1
donc/o o dr = [In(x + 1)]; = In 2.
72x+3_2(1‘—|—1)—|—1_2 1

r+1  z+1 r+1 ’1
2x 4+ 3
donc d’apres le calcul précédent, / T dr =2+ 1n2.
0 T + 1
— La dérivée de x — est t — ————,
x+1 (r+1)2
1
1 7t 1 1
donc/ [— } =—-+1=
o (z+1)2 x4+ 1o 2 2
1)—1 1 1
— < = (z+1) = — donc d’apres les calculs précédents,
(x+1)2 (x+1)2 r+1 (x+1)2
T ool
r=1In2— -
o (z+1)2 2



4°) Soit x,y € Dy. En réduisant au méme dénominateur, on calcule que
(ax +b)(cy +d) — (ay +b)(cx +d)  (ad — be)(z —y)
h(z) — h(y) = = :
(cx + d)(cy + d) (cx + d)(cy + d)
Par définition, h est constante si et seulement si, pour tout =,y € Dy, h(z) = h(y),
or Dy, est non vide par hypothese, donc d’apres la question 2, c’est R éventuellement
privé d’un réel, donc en particulier, D}, possede au moins deux réels distincts. On en

déduit que h est constante si et seulement si ad — bec = 0.

5°) Premier cas : On suppose que ¢ = 0. Alors ad — bc = ad # 0, donc d # 0 et a # 0.
Alors, pour tout z € R, h(z) = Gz + g, avec § # 0. Le graphe de h est donc une droite
non horizontale. On sait que dans ce cas, h est une bijection de R dans R, dont la
bijection réciproque est g : y— 4(y — ).

En posant h(oco) = oo et g(0o) = 0o, h et g sont deux applications de S dans S telles
que, pour tout x € S, (hog)(z) = (go h)(z) = x. D’apres le cours, ceci prouve que S

est une bijection de S dans S, dont ¢ est la bijection réciproque.

Second cas : On suppose maintenant que ¢ # 0.
Soit z € R\ {—%} et y € R\ {¢}. Alors

—dy+b
y=nhx) <= ylcx+d) =ar+b<= z(cy —a) = —dy+b <=z = y—+7 car

cy —a
—dy +b d

—ay+o =—— <= (—dy+b)c=—d(cy —a) <= ad —bc =0, or
cy —a c

—dy +b d

—ay+o # ——. Ceci prouve que, pour tout y € R\ {2}, il existe un

cy—a c
—dy +b
cy—a

cy —a # 0. De plus,
ad — be # 0, donc

. Ainsi, h est une bijection de
—dy+b

cy—a
Alors, en posant h(—2) = oo et h(co) = 2, ainsi que g(%) = oo et g(o0) = =<, on
prolonge h et g en deux applications de S dans S telles que hog = goh = Idg. Ceci
prouve que h est une bijection de S dans S, dont g est la bijection réciproque.

unique z € R\ {4} tel que y = h(z), avec z =

R\ {—%} dans R\ {¢}, dont D’application réciproque est g : y—

6°) Reprenons la question 5. Dans le premier cas, lorsque ¢ = 0, on a obtenu que,
ax+

pour tout x € R, A (z) = 4(z — %) = ey posant o’ = 4,0 = -2 ¢ =0 et

d' = 1. On vérifie que a’d — V' =a’ # 0.

On a également obtenu que h™!(o0) = oo, or ¢ = 0, donc h~! est une homographie.

Dans le second cas, lorsque ¢ # 0, on a obtenu que, pour tout x € R\ {2},

B —dx—l—b_a’x—i—b’

h=(x = ,enposant ' = —d, V' =b, ¢ =cet d = —a.
(z) cr —a cdx+d P
On vérifie que a'd’ — b/ = da — be # 0.
On a également obtenu que A~ (%) = oo et h™!(c0) = —<, donc h™! est encore une
homographie.



Partie II : Composées d’homographies

b
7°) ¢ Soit a € R. Lorsque z € R, T,,(z) =z + a = o
cr+d

c¢=0et d=1. On vérifie que ad —bc =1 # 0. De plus ¢ = 0 et T,(c0) = 00+ a = 00,
donc T, est une homographie.

b
o Soit f € R*. Lorsque x € R, Hg(z) = Pz = am+d en posant a = 3, b=0,c=0
cT
et d = 1. On vérifie que ad — be = 3 # 0. De plus ¢ = 0 et Hg(oco) = foo = oo, donc

Hpg est une homographie.

en posant a = 1, b = a,

b
o Pour tout x € R*, I(x ):%: ami—d en posant a =0, b=1,¢c=1etd=0.
cr
On vérifie que ad — bc = —1 # 0. On est dans le cas ou ¢ # 0. De plus, —% =0,
I(0) = ¢ =00 et I(0o) = = =0 =2, donc I est encore une homographie.

8°) Soit z € R\ {—2}. Alors

ar+b  (cv+d)%+b— a ad—bc 1 I6]
h(z) = = = - — donc h
(z) cr+d cr+d c c? x—|—g one h(z) = +x—|—ven
d—10 d
posanta:g,ﬁ: a4 C#Oetfy—
c

9°) ¢ Soit h une homographie, que 1'on suppose définie a partir de 4 réels a, b, ¢, d tels
que ad — bc # 0, selon les formules de la fin de la partie I.

Supposons d’abord que ¢ # 0. Alors d’apres la question précédente, il existe a, 5,7 € R

avec 3 # 0 tels que, pour tout z € R\ {—4}, h(z) = o+ % =TyoHgoloT,(x).
z+7y

[ISH

On sait de plus que v = . o=

donc T, 0 Hgo I o T\ (=%) =T, o BOI(()):TQOHB(OO):TQ(OO):OO

et TyoHgoloT,(o0)=T,0Hgol(oo)=T,0Hg(0)=T,0)=a=*2 Ainsi, h et
T, oHgoloT, ont la méme image pour tout élément de S, donc h =T, 0 HgoloT,.

Supposons maintenant que ¢ = 0. Alors a # 0 et d # 0, donc pour tout x € R,
b b
h(x):(m;_ zgx d_T o Hg(z) en posant f =% #0et o =2
De plus T, o Hg(o0) = T,(00) = 00, donc on a bien h =T, o Ha.
¢ Réciproquement, supposons qu’il existe o, 8 € R avec 5 # 0 tel que h = T, o Hp.
Alors pour tout z € R, h(x) = fx+a et h(co) = 0o, donc h est bien une homographie.
Supposons enfin qu’il existe o, 8,7 € R avec 3 # 0 tels que h =T, 0 Hgo I o T,.
b

Soit # € R\ {—~}. Alors h(z) = ar+ xfy - Ii@dFB = z;jj__d en posant a = «,
b=ay+ 6, c=1%#0et d=r. On vérifie que ad —bc = ay—ay— = —F # 0. De
plus, h(—%) = h(—y) =T, 0 Hg o I(0) = 0o et h(co) = o = 2, donc h est encore une
homographie.
10°) Pour tout z € R,
TaOHBOTa/OHﬁl(Z‘) :TaOHB(ﬁll’—{—a//)

=f0(fx+d)+a

:/Bﬁ/x_"_ (/BO[/+O[) :ﬁ//SC—i—CY”,

0|©

et

4



en posant 5" = " et o' = fa’ + a. Ainsi, T, 0o Hgo T,y 0 Hg(x) = Ty 0 Hpn ().
De pluS, TaOHBOTa/OHgl(OO) =00 = Ta//OHg//(OO), donc TaOHBOTa/OHﬁl = Ta//Ong
et 3" = BB # 0.

1
11°) Lorsque z € R* et quea;;é—%,IngoI(a:):I(d—i-%):H—ladonc
x (x6+1)3—3 1 1 1 ’
IoTao](CL’):ém_‘_l: 011 :g—ﬁ—x_i_%ZT%OH_B%OIOT%(JI)(OD

1
remarque que 5 = 0, donc Hf% est bien défini).
S

Lorsque = —3, [oTsol(z) = I(0) = oo et T%oH_Lo]oT%(x = T%oH_LoI(O) = 00.
52 52
Lorsque z = 0, [oTs0l(x) = IoTs(c0) =0 et TioH_y oloTi(x) =TioH 1 (6) =0
52 52

Enfin, lorsque x = 00, o Tso I(x) =1 0 Ts(0) = %
et TioH i oloTi(zx)=TioH_1(0)= 3
§2 52

On a donc montré que, pour tout x € S, [ o Ts0 I(z) = TioH . OIOT%({E), ce qui

52
conclut.
12°) Soit g et h deux homographies. D’apres la question 9, il existe six réels
a,B,v,¢, 8,7 avec B # 0 et ' # 0 tels que g =T, 0 Hzo I oT, ou bien g =T, o Hg
et tels que h =Ty o Hg ol oT, oubien h =T, o Hg. Il y a ainsi 4 cas a examiner.
— Premier cas : On suppose que g = T, o Hg et que h = T,y o Hg. Alors la
question 10 et la réciproque de la question 9 permettent de conclure.
— Second cas : On suppose que g =T, 0 Hg et que h =Ty o Hg ol oT,.
Alors, par associativité de la composition, goh = (T, 0o Hgo T,y o Hg)o I o T,
donc d’apres la question 10, il existe o, 3" € R avec " #£ 0 tels que
goh =T, 0Hg oloT,, donc d’apres la question 9, goh est une homographie.
— Troisiéme cas : On suppose que g =T, 0o HgoI oT, et que h =Ty o Hy.
Alors, goh =T,0oHgoloT, 0Ty o Hy.
Soit v € R. T, 0Ty o Hy(x) = flo+a' +v=p'(x+ %) = Hg o T)(x), ou
A= 0‘;;77. De plus T, 0 Ty 0 Hg/(00) = 00 = Hp 0 T)(00),
donc T, o T\ o Hg = Hp o T.
Alors goh =T,o0Hgol o Hg oT).
De méme, on vérifie que [ o Hg = H 10 I, en évaluant ces deux applications

lorsque x € R*, lorsque x = 0 et lorsque x = oo.
Alorsgoh:TangoHﬁi oloT\=T,0Hps oloT). Cest une homographie
7 ,Bl

d’apres la question 9.
— Dernier cas : On suppose que g = T,o HgoloT, et que h =Ty oHgoloT,.
Alors, en utilisant les relations T, o T,y = T5, o0 d =vy+a' et Hg ol =1o Hﬁ’

on obtient quegoh:TaoH/goIoTéoIoHﬁ oT.
Sid =0, alors Ty = Idg, donc [oTsol = ol = Idg, puis goh = TaoHﬁoH%oT,y/.
Ainsi, goh =T, 0 Hs 0Ty o Hy : c’est une homographie d’apres la question 10.

Il reste le cas ou 6 # 0. Alors, d’apres la question 11,



goh="1T,0Hg oT% o Hfg% ol oT% o H% oT, o Hy. D’apres la question 10, on
peut écrire que goh =T, 0 H,ol oT, 0o Hy,, ol u,v,u’, v sont quatre réels tels
que v # 0 et v/ # 0.

On vérifie que T,y o Hy, = H, o TL;,

donc go h = TuoHvoIoHv/STl; = T, o0 H, o Hy oloT,. finalement,

goh=T,0Hv oloTy :clest bien une homographie d’apres la question 9.

Partie III : suites récurrentes homographiques

13°) a) Soit z € S.

Si z = oo alors h(z) = % = 00, donc oo n’est pas un point fixe de h.
Siz = 1, alors h(z) = oo # z, donc  n'est pas un point fixe de h.
Supposons maintenant que z € R\ {3}. Alors

3r — 2
Alors h(z) = 2 <~
ors h(z) =z P
donc h(z) =r <= (z -1’ =0<=z=1.
Ceci démontre que h admet un unique point fixe dans S, égal a 1.

—r<=2—r=3r—2<—2>—2x4+1=0

b) Soit n € N. Notons R(n) l'assertion : v, € R et v, > 1, que l'on va montrer par

récurrence.

Lorsque n =0, v, =2 > 1, d’ou R(0).

Supposons que n > 0 et que R(n) est vraie.

D’apres R(n), v, € R\ {3}, donc v,41 € R

et Upyq = @un= 1)+ (n=1) — 1o ! , or d’apres R(n), v, > 1, donc v, —1 > 0
2v, — 1 2{1,1 —1

Up —

et 2v, —1 > 0. On en déduit que 5

1 > 0 puis que v, 11 > 1, ce qui prouve R(n+1).
Up —
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, v, € R et v, > 1.

c) On en déduit que la suite ( ) est une suite bien définie de réels.
neN

Up —

1 1 1 2u, — 1
Soit n € N. On calcule que = = -2 ,

Un+1_1 3Un_2_1 Un_l ’Un—l
2v, — 1 2v, — 1
1 20, — 2+ 1 ) .
donc _ 2 + =2+ , donc la suite ( ) est une suite
Upy1 — 1 v, — 1 v, — 1 Vp — 1/ neN

arithmétique de raison 2.

d) Par une récurrence simple, on en déduit que, pour tout n € N,

=2n+ =2n+ 1, donc v, = +1:2n+2
om—1 T =1 ! L W | m+ 1
14°) S’il existe o € R* tel que f = T,, alors f(co) = oo et, pour tout z € R,
f(z) =2+ a # z, car a # 0, donc oo est bien I'unique point fixe de f.
Réciproquement, supposons que f est une homographie admettant oo comme seul point
fixe.




Notons a, b, ¢, d quatre réels qui définissent f conformément a la fin de la partie I.

Sic # 0, alors f(oo) = % # oo, donc 0o n'est pas un point fixe de f et a fortiori ce
n’est pas I'unique point fixe de f. Ainsi, ¢ = 0, donc il existe a € R* et § € R tel
que, pour tout z € R, f(x) = axr 4+ [ et f(oco) = co. Si a # 1, alors pour tout = € R,

flz) =z <= (o — 1)z = —j3, donc — 1 est un point fixe de f, différent de oo, ce
a

qui est faux. Ainsi, ¢ = 1. Alors f(z) = x + § pour tout z € R. Si 5 = 0, alors tout
réel est un point fixe, donc S # 0, ce qu'il fallait démontrer.

1
15°) Pour tout z € R\ {¢}, posons k(z) = 7 En convenant que k(¢) = oo et
T —

k(co) = 0, k est une homographie. D’apres la question 6, k est donc une bijection de
S dans S dont la bijection réciproque est encore une homographie. Posons g = k1.

Posons f = g7 o hog. D’aprés la question 12, f est une homographie. De plus, pour
tout x € S, f(z) =z < g '(h(g(z))) = x < h(g(x)) = g(x), or £ est 'unique point
fixe de h, donc f(x) =2 <= g(x) = <z = g '({) = k({) = co. Ainsi f est une
homographie dont oo est I'unique point fixe. D’apres la question précédente, il existe
c € R* tel que f =T.. Alors ho g = goT,., donc pour tout x € S, h(g(z)) = g(x + ¢).

16°) Onavuque g lohog="T,. donc g'oh="T,0g . En particulier, pour tout

neN, g up1) = g Hh(u,)) = Te(g  (un)) = g (un) +e¢, done la suite (g7 (un) )nen
est une suite arithmétique dans S, de raison ¢ € R*.
Or g7 (ug) = 00 <= ug = g(00) = { (car k({) = 0o et g = k'), donc il y a deux cas :
— Si ug = ¢, alors la suite (¢7!(u,))nen est constante égale & oo, donc pour tout
n €N, u, = g(co) = £. Clest d’ailleurs évident car ¢ est un point fixe de h.
— Supposons maintenant que ug # £.
Alors (g7 (uy))nen est une suite arithmétique de réels, de raison ¢ € R*, donc

pour tout n € N, g7 (u,) = en+ g~ (ug) = cn +

ug — ¢’
puis u, = g(cn + uol— £>. De plus, d’apres la question 6, pour tout x € R*,
g(x) = # =—(+ i, g(0) = oo et g(o0) = —.
cn + o =0<4<=cn = 7 —1u0 <~ n = m. D’apres I’énoncé, pour
1 _
tout n € N, n # m, donc u,, = —0 + cn(u?zo— £§+ T

Partie IV : suites récurrentes homographiques avec deux points
fixes

17°) a) Soit z € R\{3}. h(z) =z <= v =30—22% <= 22*—22 =0 < z € {0, 1}.

De plus % et oo ne sont pas des points fixes de h, donc h possede exactement deux

points fixes dans S, égaux a 0 et 1.

b) On calcule que v; = h(2) = 2 = —2, donc v; < 0.



Soit n € N* tel que v,, € R et v, < 0. Alors 3 — 2v,, > 0, donc v,;; € R

n

et v = - < 0. Le principe de récurrence permet de conclure.
c) On en déduit que la suite ( > est une suite de réels correctement définie. On
Up — N
U "
v —_ — 1 v
calcule que ntl 31) 2on  _3=20m _ Z_ n , donc la suite < " )
Upg1 — 1 n__q1 Sm—=3 3u,-1 v, — 1/ nen
3 — 2y 3 —2v,
est géométrique de raison 3.
(% 1\7 Vo 2
d) On en déduit que - <—> = —, donc 3"v,, = 2v,, — 2,
) =17 \3) pp—1" 3n T

) 23n, pour tout n € N (on sait que, pour tout n € N, 3" # 2).

18°) Si f = Hzou € R\ {0, 1}, alors on vérifie que I'ensemble des points fixes de
f est {0,00}. En effet, § # 0, donc f(oco) = oo et, pour tout = € R,
flz)=x<=2(f—-1)=0<= 2 =0, car § # 1.

Réciproquement, supposons que f est une homographie dont I’ensemble des points fixes
est {0,00}.

f(00) = o0, donc le méme raisonnement qu’en question 14 montre qu’il existe o € R*
et 8 € R tel que, pour tout x € R, f(x) = ax + . De plus f(0) = 0, donc 8 = 0. Si
a = 1, alors tous les réels sont des points fixes de f, ce qui est faux, donc o € R\ {0, 1},
ce qu’il fallait démontrer.

puis v, =

19°) o Pour tout n € N, u,, = ¢/ <= h(u,) = h(¢'), car h est bijective,
donc u, = ¢/ <= u,1 = ¢'. Ainsi, §'il existe n € N tel que u,, = ¢, alors (u,),en est
la suite constante égale a ¢’. En particulier, ug = ¢, ce qui est faux. Donc u,, # ¢ pour

tout n € N, ce qui prouve que la suite ( ) est une suite bien définie de réels.
neN

A

x =0’

Uy — ¥

o Notons k I'homographie définie par : pour tout x € R\{¢'}, k(z) = k(") = o0
et k(co) =1.Posons g=k~let f=glohog.

Pour tout z € S, f(z) = 2 <= h(g(z)) = g(z) < g(x) € {{,V'} <= 2z € {0,00}.
Ainsi, f est une homographie dont I’ensemble des points fixes est {0,00}. D’apres la
question précédente, il existe 3 € R\ {0,1} tel que f = Hg. Ainsi, g 'oh = Hgog .
On en déduit que pour tout n € N, k(u,11) = ¢ (h(u,)) = Bg~(un) = Bk(uy,), donc
la suite (k(uy))nen est géométrique de raison 3, ce qui conclut.

Partie V : homographies laissant le cercle unité invariant

20°) [ est définie sur C\ {—4}, donc f est définie pour tout z € U si et seulement si
—4 ¢ U, c’est-a-dire si et seulement si |d| # |c].
az+b az+b

21° U)cU«=Vzel, 2=-1<=Vzel, X - =1,
) (1) 2eU, |f(2) el oo T




or lorsque z € U, z = 1 donc
fU)CU <=Vze U (cz+d)(E+d) = (az+b)(%L+D)

= VzeU, (cz+d)(c+dz) = (az+b)(a+bz)

= VzeU, (ab—cd)2®+ (|a]’ +|b]* = [e]* = |d|*)z + ba — de = 0,
Si cette derniere condition est vraie, alors le polynome
2+ (ab—cd)z? + (|a]? + |b]* — \c|2 — |d|*)z + ba — dé possede une infinité de racines,
donc d’apres le cours, tous ses coefficients sont nuls. La réciproque étant évidente, on
a montré que f(U) C U si et seulement si |a|? + [b|?> = |c|> + |d|? et ab = cd.

22°) On suppose donc que |al? + b2 = |c|? + |d|* et ab = cd. Ainsi, on peut poser
S =la* + [b* = |c]* + |d|* et P = |a>.[b]* = |c|*.|d|*. Alors {|al* [b]*} et {|c[*,|d|*}
sont tous deux égaux & I'ensemble des solutions de 1'équation 22 — Sz + P = 0. En
effet, 22 — Sz + P = (2 —|a*)(z — [b]*) = (2 — |¢|*)(z — |d|?). On en déduit que (|c|, |d]|)
est égal a (|al, |b]) ou a (|b], |al).

23°)

o On suppose que f(U) = U. On peut donc utiliser les résultats des questions
précédentes de cette partie.

Supposons d’abord que |a| = |c| et [b] = |d| Alors il existe 0, ¢ € R tels que ¢ = ae
et d = be™. Dans ce cas, ab = cd = ¢'®=?)ab, donc 0 = ¢ [27] (méme lorsque ab = 0,
car dans ce cas 6 ou ¢ peut étre choisi quelconque).

Alors f(z) = e, pour tout z € U, donc f(U) = {e ¥} # U, ce qui est faux.

Ainsi, d’apres la question précédente, |a| = |d| et |b| = |¢|, donc il existe 0, p € R tels
que d = @e” et ¢ = be'?. Par hypothese, ¢ # 0, donc b # 0, et |d| # |c|, donc |a| # |b].

0

_ _ b
De plus, ab = cd = abe’¥=%  donc § = ¢ [27]. Ainsi, f(z) = 9%
z+a
o Réciproquement, supposons que b # 0, que |a| # |b| et qu’il existe un réel « tel que
_ A7+ b
our tout z € C\ {—%}, f(z) = e
b VB ) = e

Alors f est une homographie complexe associée au quadruplet de complexes (a, b, ¢, d)
défini par : ¢ = be ™ et d = ae . f est définie sur U d’apres la question 20 et
f(U) Cc U d’apres la question 21.

De plus, ad — be = e *(]al® — |b?) # 0, donc le calcul correspondant au second cas
de la question 5 reste valable mot pour mot en travaillant dans C. Ceci démontre
que f est une bijection de C\ {—g} dans C\ {2}, dont I'application réciproque est

—d b
f7ty— i T :
cy—a
On vérifie que ¢ # 0, | a| # le|, que | —d]* 4 [b]* = |c|* + | — af?
t (—d)b = ¢(—a) = —e~"ab, donc d’apres la question 21, f~1(U) c U.

Si z € U, alors 2z = f(f_l(z)), or f71(z) € U, donc z € f(U). Ceci démontre que
f(U) = U, ce qui conclut.



