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Ensemble et logique 1 Fondations

1 Fondations

1.1 Ensembles et éléments

Définition. Sur le plan intuitif, un ensemble E est une “collection” d’objets que 'on
appelle les élements de F, telle que 'on peut “décider” si un élément donné appartient
ou non a k.

On écrit “z € E” si et seulement si z est un élément de E. Sinon, on écrit “z ¢ E”.

Axiome d’extensionnalité : Si E et F sont deux ensembles, alors
E = F si et seulement si pour tout z € E, x € F' et pour tout z € F, x € F.

Remarque. Cet axiome décrit une technique tres utilisée pour montrer 1'égalité entre
deux ensembles F et F' :

On écrit “soit x € E” et I’on montre qu’alors € F, puis on écrit “soit x € F” et I'on
montre qu’alors x € F.

Exemple. Montrer (de maniére élémentaire) que R, = {z € R/Ve > 0,2 > —¢}.
Sixz € R, pour tout e >0,onax>0> —¢, donc x > —e.

Réciproquement, soit « € R tel que, pour tout € > 0, x > —e. Supposons que = ¢ R, .
Alors —5 > 0, donc avec € = —%, on obtient x > —e = 7, puis 1 < % car x < 0, ce qui
est faux. Ainsi x € R,..

Propriété. Il existe un unique ensemble ne contenant aucun élément, il est noté 0.

Démonstration.

L’ensemble des x tels que x # = ne possede aucun élément, d’ou I'existence.

Soit E/ et F' deux ensembles ne contenant aucun élément.

La propriété “pour tout x € E, ...” est toujours vraie, donc I'apres I’axiome d’exten-
sionnalité, £ = F. O

Propriété. Si a est un objet, 'unique ensemble dont a est le seul élément est noté
{a}. C’est un singleton.
De méme, lorsque a # b, {a,b} est appelé une paire.

1. L’invention de ’ensemble vide, c’est-a-dire du zéro a constitué un pas décisif dans 1’histoire
des mathématiques. C’est un concept fondamental de la théorie des ensembles et, en tant qu’élément
neutre, de l'algebre.

Le zéro a été inventé beaucoup plus tard que les entiers naturels supérieurs a un. En particulier,
les mathématiciens grecs (Thales, Pythagore, Euclide, etc.) n’en disposaient pas.

Le zéro apparait chez les Babyloniens au Ille siecle avant notre ére, mais seulement sous la forme
d’un symbole (en forme de double chevron) pour désigner I'absence d’unité d’un certain rang dans
Pécriture d’'un nombre (en base 60). C’était alors un chiffre, mais pas un nombre que l'on pouvait
utiliser seul.

Un tel usage intrinseque du zéro n’est apparu que vers le Veme siecle, en Inde : ce nombre est
défini par le mathématicien indien Brahmagupta comme la soustraction d’'un nombre par lui-méme
(x — x = 0). 11 était représenté par un cercle et était appelé “sunya”, le mot qui signifie "vide” en
sanskrit. La notion et la notation indiennes du zéro ont été empruntées a I'Inde par les mathématiciens
arabes au IXeme siecle. Le mot “sunya” a été traduit en arabe par sifr, lequel est d’ailleurs la racine
des mots 7 chiffre” et "zéro” en francais.
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Ensemble et logique 1 Fondations

Définition. Sur le plan intuitif, si £ et F' sont deux ensembles, une application f de
E dans F' associe a tout élément x de F un unique élément f(z) de F.

Définition. “vrai” et “faux” sont appelés les deux valeurs booléennes, en mémoire de
George Boole.? On les notera également V et F.

Définition. Un prédicat P sur un ensemble F est une application de E dans {V, F'}.
Dans ce cas, pour tout x € E, P(zx) est vrai ou faux.

Exemple. L’assertion P(x) : [2? > 4] est un prédicat sur R. P(m) est vrai, P(0)
est fausse.

Il existe plusieurs manieres de définir un ensemble :

— Définition par énumération : on donne tout simplement la liste de ses
éléments. Par exemple E = {—1,0, 1},
ou bien F' = {0, {0}, {—1, 1}, truc}; on voit qu'un élément d’un ensemble peut
lui-méme étre un ensemble.
On peut répéter plusieurs fois le méme élément, et 'ordre d’apparition des
éléments n’a pas d’importance : {—1,0,1,—1,0,0} = {0, 1, —1}.

— Définition par construction : L’ensemble est donné a partir d’ensembles
déja définis et d’opérateurs sur les ensembles, que nous étudierons plus loin. Par
exemple ENF et EUF.

— Définition en compréhension : Si 'on dispose d'un ensemble F déja défni et
d'un prédicat P sur E, alors {x € E/P(x)} représente I’ensemble des éléments
x de E tels que P(x) est vrai.
Par exemple R = {z € R/z > 0}.
Il est important de bien maitriser cette syntaxe.
Si F={z € E/P(x)}, alors pour tout = € E,
on a I’équivalence : x € F' si et seulement si P(z).

— Définition axiomatique : on admet 'existence d’un ensemble satisfaisant cer-
tains axiomes. Par exemple I'axiome de l'infini affirme qu’il existe un ensemble
A tel que, ) € A et pour tout y € A, yU {y} € A.3
On peut s’en servir pour construire N, en posant 0 = (), 1 = @ U {0} = {0},
2=1U{1} ={0,1}, .., n+1=nU{n} ={0,1,...,n} ...

— Définition par induction structurelle : informellement, pour définir un en-
semble E par induction, on fournit un procédé de construction de nouveaux
éléments de F a partir d’éléments de E déja obtenus. On part de la donnée de
quelques éléments initiaux de E, et on applique le procédé de construction étape
par étape pour obtenir de plus en plus d’éléments. On obtient finalement F.

2. George Boole (1815-1864) est un logicien, mathématicien et philosophe britannique. Il est notam-
ment & l'origine de la logique moderne. Autodidacte, il publia ses premiers travaux tout en exercant
son métier d’instituteur et de directeur d’école dans la région de Lincoln.

3. En théorie formelle des ensembles, tout objet mathématique est un ensemble
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Ensemble et logique 1 Fondations

Par exemple, nous définirons par induction I’ensemble des formules proposition-
nelles au chapitre 2.1.

Le paradoze de Russell (1901)% :

Notons A 'ensemble de tous les ensembles et posons B = {x € A/x ¢ x}. Alors
B € B si et seulement si B ¢ B, ce qui est impossible. Cela signifie que A n’est
pas un ensemble! Ainsi, notre définition d’un ensemble est seulement intuitive, non
mathématique, mais elle fut utilisée telle quelle par les mathématiciens jusqu’au début
du vingtieme siecle. A cette époque, la logique est devenue une branche a part entiere
des mathématiques. Elle permet notamment de donner une définition rigoureuse de la
notion d’ensemble qui évite ce type de paradoxe. Il s’agit des axiomes de Zermelo °-
Fraenkel ®, qui sortent du programme de MPSI.

1.2 Quantificateurs

Définition du quantificateur universel :

Soit E un ensemble et P un prédicat sur E. La propriété ‘Vo € E, P(z)” signifie que
pour tous les éléments « de E, P(x) est vraie,

c’est-a-dire que {z € E/P(x)} est égal a E.

Définition du quantificateur existentiel :
Avec les mémes notations, la propriété “Jr € F, P(x)” signifie qu’il existe au moins
un = € E tel que P(x) est vraie, c’est-a-dire que {z € E/P(z)} # 0.

Existence et unicité : La propriété “Jlz € E, P(x)” signifie qu’il existe un unique
x € F tel que P(x) est vraie, c’est-a-dire que {x € F/P(x)} est un singleton.

Remarque. Par exemple, I'axiome d’extensionnalité s’écrit :
E = F siet seulement si [Vx € E, x € Flet [Vx € F, z € EJ.

Remarque. L’emploi des quantificateurs en guise d’abréviations est exclu : 'usage
d'un “Vz” est toujours suivi d'un “€ E, P(z)” (ou plus rarement d'un ¢, P(x)”), ol
P est un prédicat sur E.

Exemple. Sil'on reprend la preuve de R, = {x € R/Ve > 0,2 > —¢},
il serait incorrect de commencer par :
“‘SizeR,,Ve>0onaxz>0>—¢, donc x> —¢".

Cependant, on pourrait continuer par :

“Réciproquement, soit x € R tel que Ve >0, x > —¢”.

Remarque. Soit P un prédicat sur un ensemble E. Alors dans les phrases
“Yr € E, P(x)" et “Jz € E, P(x)”, on peut remplacer la variable x par y, ou
n’'importe quel autre symbole. On dit que, dans les phrases “Vx € E, P(z)” et

4. Bertrand Russell, 1872-1970, 3e comte Russell, est un mathématicien, logicien, philosophe,
épistémologue, homme politique et moraliste britannique.

5. Ernst Zermelo,1871-1953, est un mathématicien allemand.

6. Abraham Fraenkel, 1891-1965, est un mathématicien d’abord allemand puis israélien.
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Ensemble et logique 1 Fondations

“Jr € E, P(x)”, = est une variable muette. On dit aussi que x est une variable liée.
Dans la propriété “Jy € R, = = y?”, y est une variable liée, et par opposition, on dit
que x est une variable libre.

1.3 Parties d’un ensemble

Définition. Soit E et F' deux ensembles.

On dit que F' est inclus dans E et 'on note F' C F si et seulement si tout élément de
F est un élément de E, c’est-a-dire si et seulement si Vx € F, z € E.

Lorsque F' C E, on dit que F' est une partie de E ou encore un sous-ensemble de E.

Remarque. L’axiome d’extensionnalité peut donc s’écrire :
E = F sietseulement si £ C Fet I'CE.

Remarque. Il faut éviter de confondre les symboles € et C.

Ainsi, 1 € {1,2} mais 1 ¢ {1,2}, et {0} C {0,2}, mais {0} & {0, 2}.

Informellement, lorsqu’on écrit A C B, A et B sont des ensembles de méme niveau.
Au contraire, lorsqu’on écrit a € B, a et B peuvent étre des ensembles, mais ils ne sont
pas du méme type : a est hiérarchiquement inférieur a B.

Transitivité de l'inclusion : Si A C Bet BC C, alors A C C.

Définition. Si E est un ensemble, on note P(E) I'ensemble de ses parties.

Exemple. P({0,1}) ={0,{0},{1},{0,1}}.
P0) = {0}

Remarque. A C B <= A € P(B).

1.4 Opérateurs sur les ensembles

Définition. Soit E et F' deux ensembles :
— Intersection : x € EN F si et seulement si (x € E et x € F).
— Réunion : x € FU F si et seulement si (x € Eoux € F).
— Différence ensembliste : £\ F'={z € E/x ¢ F}.
— Différence symétrique : EAF = (E\ F)U (F\ E).
— Complémentaire de I’ dans E : Si F est une partie de E, le complémentaire
de F dans E est ' = E\ F, que I’on note plus rarement G

Propriété. Si F et G sont deux parties d'un ensemble E, alors F\ G = FNG.

Remarque. EAF =FAE=(EUF)\(ENF).

On peut le démontrer par double inclusion en passant aux éléments.

Ainsi, les éléments de EAF sont les éléments qui sont exclusivement ou bien dans F,
ou bien dans F', mais pas dans F et F' en méme temps.

Propriété. Commutativité de l’intersection et de la réunion :
Soit A et B deux ensembles. Alors, ANB=BNAet AUB = BU A.
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Ensemble et logique 1 Fondations

Propriété. Associativité de l'intersection et de la réunion : Soit A, B, C trois
ensembles. Alors, AN(BNC)=(ANnB)NCet AU(BUC)=(AUB)UC.

Définition. Plus généralement, si I est un ensemble et si (E;);c; est une famille
d’ensembles (c’est-a-dire que pour chaque i € I, “on se donne” un ensemble FE;), alors
on peut définir U E; et ﬂ E; par :
iel iel

xEUEi<:>(EIi€[, r € E;) et

iel
xEﬂEi<:>(W€[, z e E).

iel
Cette derniere définition n’est pas correcte lorsque I = (3, car tout x serait élément de
I'intersection vide, donc d’apres le paradoxe de Russell, I'intersection vide n’est pas un
ensemble.

Exemple. Onavuque Ry ={z €R /Ve >0, = > —¢c}, donc R, = m] — g, +0o0l.
e>0
De méme, on peut montrer que R = U}g, +o0.
e>0
Propriété. A, B et C sont trois ensembles. (E;);c; est une famille d’ensembles.
Distributivité de l’intersection par rapport a la réunion :
AN(BUC)=(AnB)u(AnC). An|JB =JAnB).
Distributivité de la réunion par rapploeflft a l’izf’tltersection :
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).  AU[)B;=((AUB)) (avec I #0).
i€l el
Notation. Soit (E;);c; une famille d’ensembles deux a deux disjoints, c¢’est-a-dire telle
que, pour tout i,j € I avec i # j, E; N E; = 0. Alors UEZ est appelée une réunion
icl
disjointe et elle est notée |_| E;.
icl
Remarque. Si A, B, C sont trois ensembles, la quantité AL BLIC désigne AUBUC,
mais le fait d’utiliser le symbole LI au lieu du symbole U indique que A, B et C' sont
deux a deux disjoints.

1.5 L’ensemble N des entiers naturels

On admet qu’il existe un ensemble, noté N, satisfaisant les axiomes de Peano ” suivants :

— N est muni d’un élément particulier noté 0 et d'une application “successeur”,
notée s de N dans N.

7. Giuseppe Peano, 1858-1932, mathématicien et linguiste italien, inventeur d’une langue auxiliaire
internationale, le Latino sine flexione (LsF). Ses qualités d’enseignant ont parfois souffert d’un exces
de détails concernant les notations utilisées et les concepts de base, au détriment de I’ensemble du
programme qu’il devait traiter.
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Ensemble et logique 1 Fondations

— 0 n’est le successeur d’aucun entier : Vn € N, s(n) # 0.

— s est une application injective : pour tout n,m € N, si s(n) = s(m), alors n = m.

— Pour toute partie F' de N, si 0 € F et si pour tout n € F, s(n) € F, alors
F =N.

Remarques :

¢ Le dernier axiome commence par “pour toute partie de N”. L utilisation d’une telle
quantification est caractéristique de la logique du second ordre. Pour se limiter a une
logique du premier ordre, ou les quantificateurs ne portent que sur des éléments de
N, il est nécessaire de compliquer les énoncés des axiomes de Peano, ce qui sort du
programme.

o Informellement, d’apres le dernier axiome, N = {0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))),...}. On
convient de poser 1 = s(0), 2 = s(1), 3 = s(2), etc.

Principe de récurrence : Soit R(n) un prédicat sur N.

Si R(0) est vraie et si pour tout n € N, R(n) implique R(s(n)),
alors pour tout n € N, R(n) est vraie.

Démonstration.

On applique le dernier axiome avec F' = {n € N/R(n)}. O

Addition entre entiers : Pour tout m € N, on pose

0+m=met

Vn eN, s(n)+m=s(n+m).

Ces conditions définissent ’addition entre entiers.

Démonstration.

Fixons m € N. Notons F;, I’ensemble des entiers n pour lesquels n + m est défini.
0 € F,, et, pour tout n € N, si n € F,,, alors s(n) € F,,, donc F,, =N. O

Exemple. 14+n=5(0)+n=s0+n)=s(n),24+n=-s(1)+n=s(l+n)=s(s(n)).

Propriétés de l’addition :
— Oestneutre : Vme N, m+0=0+m =m.
— Associativité : Vn,m,k € N, (n+m)+k=n+ (m+ k).
— Commutativité : Vn,m € N, n+m =m + n.
Démonstration.
¢ Elément neutre : Soit m € N. Par définition, 0 +m = m.
Montrons par récurrence R(m) : m + 0 = m.
On a bien 0 +0 = 0, d’ott R(0).
Pour m € N, supposons R(m).
Alors s(m) + 0 = s(m + 0) = s(m), d’ou R(s(m)).
D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que Vm € N, m + 0 = m.
¢ Associativité : Fixons m, k € N.
Pour tout n € N, notons R(n) : (n+m)+k=n+ (m+k).
Lorsque n =0, (0+m)+k=m+k=0+ (m+ k), dou R(0).
Pour m € N, supposons R(n). Alors,
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Ensemble et logique 1 Fondations

(s(n)+m)+k=s(n+m)+k=s((n+m)+k)et s(n)+(m+k)=sn+(m+k)),
donc d’apres R(n), R(s(n)) est aussi vraie.

¢ Commutativité : On sait déja que n + 0 = 0 + n pour tout n € N.

Montrons que pour tout n € Ny n+1=1+n.

En effet, c’est vrai pour n =0et sin+1 =1+ n, alors
sn)+1=s(n+1)=s(1+n)=s(s(0)+n)=s(s(0+n)) =s(s(n)) =1+ s(n).
Fixons enfin m € N et montrons, toujours par récurrence, que n +m = m + n.

C’est vrai pour n = 0 et si n + m = m + n, alors
s(n)+m=s(n+m)=1+(n+m)=(m+n)+ 1, puis d’apres l'associativité,
sin)+m=m+n+1)=m+(14+n)=m+s(n).o

1.6 Produit cartésien

Définition. Si a et b sont deux objets, posons (a,b) = {{a}, {a,b}}.
(a,b) est appelé le couple de composantes a et b.

Propriété. (a,b) = (c,d) si et seulement si a = c et b = d.

Remarque. En particulier, lorsque a # b, (a,b) # (b, a), alors que {a,b} = {b,a}.
Démonstration.

On suppose que {{a},{a,b}} = {{c}, {c, d}}.

Supposons que a # c. Alors {a} # {c}, donc {a} = {¢,d}, puis a = ¢ = d, ce qui est
contradictoire.

Ainsi, a = c et {{a},{a,b}} = {{a},{a,d}}.

Premier cas : Si {a,b} = {a}, alors a = b = d.

Second cas : Si {a,b} # {a}, alors {a,b} = {a,d}. Alors b =a ou b = d, mais si b = a,
alors {a,b} = {a} ce qui est faux.

Ainsi dans tous les cas, b = d.

La réciproque est évidente. O

Définition. Si A et B sont deux ensembles, on pose Ax B = {(a,b)/a € A et b€ B}.
A x B s’appelle le produit cartésien de A et B.

Exemple. R? est I'ensemble des couples de nombres réels. On peut 'assimiler a un
plan muni d’un repére cartésien en confondant chaque couple (x,y) avec le point de
coordonnées (z,y).
Définition.
— Si a,b,c sont trois objets, le triplet de composantes a,b et ¢ est défini par
(a,b,c) = ((a,b),c).
— Sia, b, ¢, d sont quatre objets, le quadruplet de composantes a, b, ¢ et d est défini
par (a,b,c,d) = ((a,b,c),d).
— Soit n > 2. Supposons définie la notion de n-uplet (aq,...,a,). On pose alors
(a1, ... any1) = ((a1,...,ay),ans1), quels que soient les n+1 objets ay, ..., Gy11.
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Propriété. Soit n > 3. Soit ay,...,a, et by,...,b, 2n objets.

Alors (ay,...,a,) = (b,...,b,) si et seulement si Vi € {1,...,n}, a; =10;.
Démonstration.

Pour tout n € N, on note R(n) I'assertion suivante : si ay, ..., a,4o sont n+ 2 objets, si
b1, ...,byio sont aussi n + 2 objets, alors (aq, ..., an9) = (b1, ..., byyo) si et seulement
siVie{l,...,n+2}, a;=10;.

On a déja démontré R(0) et, pour tout n € N, il est simple de montrer que R(n)
implique R(n +1). 0

Notation. N* désigne N\ {0}.

Définition. Soit n € N*. Si Ay,..., A, sont n ensembles, on pose
Al X X An = {(al,...,an)/Vi S {1,...,”}, a; € Az}
Si E est un ensemble, on note K" = F X --- X E.

—_—

nfois
Les élements de E™ s’appellent des n-uplets ou encore des n-listes de F.

Remarque. Avec notre construction, lorsque n > 2,
Ay X oo X Ay = (A X - X Ayq) X Ay

Remarque. Convention, lorsque n = 1, le “l-uplet” (a) est égal a a.
Avec cette convention, B! = E.

Commutativité de deur quantificateurs universels :

Soit E et F' deux ensembles. Notons P(x,y) un prédicat défini sur E x F. L’affirmation
“Y(x,y) € EXF, P(z,y) estéquivalente® al'affirmation “Vz € E, Vy € F, P(xz,y)”,
car elles signifient toutes les deux que “pour tout x dans E et y dans F', P(z,y) est
vrai”, ou bien encore que “pour tout y dans F' et z dans E, P(x,y) est vrai”.

Ainsi, affirmation “Vo € E, Yy € F, P(z,y)” est

équivalente a “Vy € F, Yoz € E, P(z,y)”.

Commutativité de deux quantificateurs existentiels :
On peut de méme se convaincre que les deux affirmations
“rekE, JyeF, P(z,y)” et “Jye F, Jx € E, P(z,y)” sont équivalentes.

ATTENTION :

Un quantificateur universel ne commute pas avec un quantificateur existentiel.

En effet Vaffirmation “Vo € E, Jy € F, P(x,y)” signifie que pour tout z € E, il existe
un y, qui dépend a priori de = tel que P(x,y), c’est-a-dire qu'il existe une application
x +— y(x) de E dans F telle que, pour tout = € E, P(x,y(z)).

Quant a laffirmation “Jy € F, Vo € E, P(xz,y)”, elle signifie qu'il existe y € F tel
que, pour tout x € E, P(z,y). lci, y ne dépend pas de z.

En résumé, Vo € E, Jy € F, P(x,y)” si et seulement si il existe une application

x +— y(x) de E dans F tel que, pour tout x € E, P(z,y(x)),

et “dye F, Yo € B, P(x,y)” si et seulement si il existe une application constante
x +— yo de E dans F, telle que pour tout z € E, P(x,yo).

8. Exercice
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On voit qu’en général, la seconde affirmation implique la premiere mais que la réciproque
est fausse.

Exemple. Vo € Q, dd € N*, dx € Z. En effet, tout rationnel x possede au moins une
écriture fractionnelle avec un dénominateur d € N* (on le verra lors de la construction
de Q). Cependant, si on intervertit les deux quantificateurs, la phrase

dd € N*, Vax € Q, dx € Z est fausse.

2 Formules propositionnelles

On souhaite construire des propositions logiques structurées a partir de propositions
plus simples. Outre les quantificateurs, nous allons définir dans ce but des connecteurs
logiques puis définir leur sens : V pour “ou non exclusif”, A pour “et”, = pour
I'implication, <= pour ’équivalence, — pour la négation.

2.1 Syntaxe

Définition par induction des formules propositionnelles : on part d'un en-
semble V dont les éléments sont appelés des variables propositionnelles. On utilise
également les “connecteurs logiques” suivants : A, V,=—, <=, .
On suppose que VN {A,V,=, <=, —} est vide.
L’ensemble F' des formules propositionnelles est défini par induction structurelle :
— Les variables propositionnelles sont des formules propositionnelles.
— si P,Q € F,alors (PAQ),(PVQ),(P= Q), (P <= Q) et =P sont aussi des
formules propositionnelles.
Plus précisément, si 'on note Fy =V, et pour tout n € N|
Foi1=F,U{=P/P € F,} U{(PaQ)/P,Q € F, et a € {\,V,=>, <=1}},
alors F' = U F,.

neN

Remarque. L’écriture “F = U F,,” définit bien F' car on peut montrer par récurrence

neN
que F), est défini pour tout n € N; en effet, si 'on note R(n) la propriété “F,, est défini”,

alors on a R(0) et pour tout n € N, R(n) implique R(n + 1).

Remarque. Une formule propositionnelle s’appelle aussi une proposition, une asser-
tion, une formule, un énoncé, une expression booléenne, etc.

Exemple. Si A, B et C sont des variables propositionnelles, alors

(A= (B<= A)) et ((AN(-B= -A)) AN (-BV () = (C = —A)) sont des
formules propositionnelles.

A = (BV C) n’est pas une formule car elle n’est pas correctement parenthésée, mais
on relache en général les regles syntaxiques pour accepter ce type de formule.

A = BC— n’est pas une formule, en aucun cas.
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Ensemble et logique 2 Formules propositionnelles

Exemple. On obtient des “formules” plus habituelles en mathématiques par substi-
tution : par exemple, si I'on part de la formule propositionnelle (A A B) = C, en
substituant A, B et C' respectivement par x > 0, y > 0 et x + y > 0, on obtient la
formule mathématique suivante : ((x > 0) A (y > 0)) = (z +y > 0).

Remarque. Autre exemple, la formule d’extensionnalité s’écrit :
(E=F)<{Vze€E, € FI\N[Vx € F, z € E|}.

Exemple. L’axiome de 'infini s’écrit : il existe un ensemble A tel que

e AN (Vyly e A= yU{y} € A)).

Définition. Si P et @) sont deux formules propositionnelles, PAQ (prononcer “P et Q)
s’appelle la conjonction de P et de @,

P Vv @ (prononcer “P ou Q") s’appelle la disjonction de P et de @,

P = (@) s’appelle une implication,

P < @ est une équivalence,

et =P est la négation de la proposition P.

2.2 Sémantique

Définition. Une distribution de valeurs de vérité sur ’ensemble V' des variables pro-
positionnelles est une application de V dans I'ensemble {0,1}. La donnée d’une telle
distribution attribue donc a chaque variable propositionnelle 'une des deux valeurs
booléennes 0 (qui signifie "faux”) ou 1 (qui signifie "vrai”).

Définition. Soit v une distribution de valeurs de vérité sur I’ensemble V. On prolonge
v sur I’ensemble des formules propositionnelles construites a partir de V de la maniere
suivante : pour toutes formules propositionnelles P et @),
— v(P A Q) = 1si et seulement si v(P) =v(Q) = 1 (on dira aussi que P A Q est
vraie si et seulement si P et () sont toutes deux vraies).
— v(PV Q) =1si et seulement si v(P) =1 ou v(Q) = 1.
Il convient de noter qu’en mathématiques, le “ou” est par défaut un “ou non
exclusif”.
— v(P = Q) = 0 si et seulement si v(P) =1 et v(Q) = 0.
Cela signifie que 'implication P = () est fausse si et seulement si P est vraie
alors que () est fausse.
Ainsi I'implication P = () est vraie si et seulement si P est fausse ou bien ()
est vraie.
C’est assez peu intuitif, mais “faux” = “n’importe quoi”.
— V(P <= Q) =1 si et seulement si v(P) = v(Q).
— v(=P) =1 si et seulement si v(P) = 0.

Définition. La définition précédente est équivalente a la donnée des “tables de vérité”
des connecteurs logiques A, V, =, <= et = :
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P Q|PANQ|PVQ|P=0Q
VIV \Y \Y \Y
VIF F \Y F
FlV F \Y \Y
F|F F F \Y

Remarque. Les symboles = et <=> ne doivent pas étre utilisés comme des abréviations,
tout au moins en mathématiques. Notamment, écrire “P, donc )7 signifie que P est
vraie, ce qui permet d’en déduire que @) est vraie. Au contraire, écrire “P = Q)" ne
préjuge pas de la valeur booléenne de P.

Le symbole <= est a réserver pour la résolution d’équations ou d’inéquations :

Exemple. Pour déterminer les couples d’entiers naturels non nuls dont le produit est
égal a la somme, fixons n,m € N*.

(C) : nm=n+m<=n(m—1)—m=0<=n(m—1)—(m—1)—1=0: astucieux!
Ensuite, (C) <= (n—1)(m—-1)=1<=n—-1=m—-1=1,carn—1et m—1 sont
des entiers naturels (cf page 20). On peut conclure : (C) <= n=m = 2.

L’astuce utilisée, assez fréquente, consiste a ajouter et a retrancher la méme quantité,
ou bien a multplier et diviser par la méme quantité non nulle.

Mais pourquoi remplacer ici m par m — 1+ 17

C’est afin de faire apparaitre la différence de deux termes semblables :

n(m—1) et 1.(m —1).

Lorsqu’on retranche (resp : divise) deux termes, il est souvent intéressant de les mettre
sous la méme forme.

Définition. Supposons que P = Q).
— On dit alors que P est une condition suffisante pour @), car il suffit que P soit
vérifiée pour que @ le soit.
— On dit aussi que ) est une condition nécessaire pour P, car lorsque P est
vérifiée, alors () est nécessairement vérifiée.
Lorsque P <= (@), on dit que P est une condition nécessaire et suffisante pour Q).

Remarque. On rencontre souvent des énoncés de la forme ”donnez une condition C
pour que P”. Par exemple, donner une condition portant sur deux ensembles A et B
pour que ANB =AU B.

De tels énoncés sont ambigus car ils ne précisent pas si 'on doit chercher une condition
suffisante (i.e : trouver C' telle que C' = P) ou bien une condition nécessaire (i.e :
trouver C telle que P = (). Le mieux dans cette situation est de déterminer une
condition nécessaire et suffisante (CNS).

Exemple. Etudions 'exemple précédent.

Analyse : Supposons que ANB =AUB. Alors AC AUB =ANB C B et de méme,
B C A, donc A=B.

Ainsi, une condition nécessaire est : A = B.

Synthese : Réciproquement, si A = B, alors AN B = A = AU B, donc la condition
A = B est une CNS pour que AN B =AU B.
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Définition. Une tautologie est une formule propositionnelle qui est toujours vraie,
quelle que soit la distribution de valeurs de vérité des variables propositionnelles qui

interviennent dans la formule.

Exemple. Voici quelques exemples fondamentaux de tautologies, ou A, B, C' sont des
formules propositionnelles quelconques :
1. AV —=A : principe du tiers-exclus,
2. (AV A) = A : idempotence de V (on a aussi l'idempotence de A),
3. (AANB) <= (B A A) : commutativité de A (V est également commutatif),
4. (AV(BV ())<= ((AV B)V () : associativité de V (A est aussi associatif),
5. (AN(BV ())<= ((AANB)V (AACQ)) : distributivité de A par rapport a V,
6. (AV(BACQ)) <= ((AV B)A(AV()) : distributivité de V par rapport a A,
7. (AN(AVB)) <= A: premlere loi d’absorption,
8. ((AV (AN B)) <= A : seconde loi d’absorption,
9. (-(AVB)) <= (—|A A =B) : loi de Morgan?,
10. (—|(A A B)) <= (=AV —B) : loi de Morgan,
11. (A B) <= (-B = —A) : contraposition.
12. (A= B) (mA) V B (une définition de I'implication),

A
13. =(A= B) <= AN (—DB),

Remarque. Les 4 premicres tautologies ne sont pas a apprendre car on les utilise en

pratique sans méme y réfléchir.

Démonstration.

Une méthode systématique de démonstration de telles formules consiste a utiliser les

tables de vérité.
A titre d’exemple, démontrons la seconde loi de Morgan :

A|B|AVB|—~(AVB)|-AAN-B
VIiVv| V F F
VI|F \Y% F F
F|V \Y F F
F|F F V \Y

On peut aussi construire des démonstrations qui font appel a .. .la logique.

Démontrons ainsi la premiere loi d’absorption :
Si A est vraie, alors AV B puis A A (A V B) sont aussi vraies.
Si A est fausse, a fortiori, A A (A V B) est fausse. O

Autres exemples de tautologies :(inutile de les apprendre)
— ((A= B) AN A) = B (regle du modus ponens),

9. Auguste De Morgan (1806-1871), mathématicien et logicien britannique.
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— ((A = B) AN —B) = —A (régle du modus tollens),

— (A= A) = A,

— (A= B)V(C = A),

— (A= B)AN(B= ()) = (A = () (transitivité de I'implication).
Démonstration.
o Montrons la transitivité de I'implication.

Premiére méthode : Supposons que (A = B) A (B = ().

On veut montrer que A = C'. Pour cela, supposons A et montrons C'.
A et A= B étant vraies, B est vraie.

De méme, B et B = (' étant vraies, C' est vraie.

Awvec les tables de vérité :
A|B|C| A= B | B=—C | u=BaAB=0) | A= C | (4= B)A(B=—0C)—(4—0)
VIV |V \Y% Vv \Y% A% Vv
V|V |F Vv F F F AY
VIF |V F Vv F A% Vv
V| F|F F \Y% F F A%
F|V |V \Y% \Y% \Y% \Y% \%
F|V|F Vv F F A% Vv
F|F |V A% Vv \Y% A% Vv
F|F|F Vv Vv \Y% A% Vv

o (A= B)V (C = A) est une tautologie, car lorsque A est fausse, A = B est
vraie, et lorsque A est vraie, C' = A est vraie. O

Définition. On dit que deux propositions P et () sont logiquement équivalentes si et
seulement si la proposition P <= () est une tautologie. On note alors P = Q).

Ainsi, lorsque 'on ne s’intéresse qu’a la valeur booléenne des propositions, on peut
remplacer toute proposition par une proposition qui lui est logiquement équivalente.

Exemple. La distributivité de A par rapport a V signifie que les formules (AA(BVC))
et ((AAB)V (AAC)) sont logiquement équivalentes.

Définition. La contraposée de I'implication A = B est égale a =B =— —A.
Toute implication est logiquement équivalente a sa contraposée.

Démonstration.

C’est la tautologie 11, ou bien :

d’apres la tautologie 12, (A = B) = (=A) V B et

(-B= -A)=BV(-A).O

Remarque. Les tautologies 3 a 13 sont des <=, donc elles énoncent que deux pro-

positions sont logiquement équivalentes. Elles permettent d’écrire une succession d’ex-
pressions connectéees par le symbole =, c’est-a-dire de faire du calcul booléen.
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2.3 Négation d’une proposition

¢ Les lois de Morgan permettent de nier une conjonction ou une disjonction :

—(AV B) est logiquement équivalente a (—A) A (-B),

—(A A B) est logiquement équivalente a (=A) V (=B).

¢ La négation d’une négation redonne la propriété initiale :

—(—A) est logiquement équivalente a A.

¢ La négation d’une implication est plus délicate. Informellement, A = B est fausse
si et seulement si A est vraie alors que B est fausse. Ainsi, lorsque A est fausse, il n’y
a pas de probleme, A = B est vraie.

Formellement, (A = B) est logiquement équivalente a A A (=B).

o Une équivalence est la conjonction de deux implications, donc

—(A <= B) est logiquement équivalente a [-(A = B)|] V [-(B = A)].

Propriété. Soit P un prédicat sur un ensemble E.

L’assertion “Vo € E, P(x)” est fausse si et seulement si il existe z € E tel que ~P(x).
Ainsi, -[Vx € E, P(x)] <= [Jz € E, —P(x)].

De méme, —[3z € E, P(z)] <= [Vx € E, —P(x)].

Exemple. On dispose maintenant de toutes les propriétés nécessaires pour nier n’im-
porte quelle formule mathématique. Par exemple :
— Un ensemble A est inclus dans un ensemble B si et seulement si: Ve € A, = € B.
On en déduit que A n’est pas inclus dans B si et seulement si : 3z € A, = ¢ B.
— Une fonction f de R dans R est croissante si et seulement si :
Ve,y e R, z <y= f(x) < f(y).
Ainsi, f n’est pas croissante si et seulement si :
dr,y € R, (z <y)A(f(z) > f(y)) : peu de rapport avec la décroissance de f.
— Une suite (2, )nen de réels converge vers 0 si et seulement si :
Ve >0, AN e N, Vn e N, [n > N = |z,| < ¢]. Ainsi, une suite (z,,)nen de
réels ne converge pas vers 0 si et seulement si :
de >0, VNeN, I3neN, (n>N)A(|z,] > e).

Propriété. Soit A et B deux ensembles de E.
Soit (E;);c; une famille de parties de E, avec I # (). Alors,

— A=A, AUB=ANB, AnB=AUB,
— ACB<+«= BCA,

el el el el
3 Relations binaires
3.1 Définitions

Définition. Soit F et F' deux ensembles.
Une relation binaire R sur E X F' est une partie de £ x F'.
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Lorsque la partie R est appelée une relation binaire, on convient,

pour tout (z,y) € E x F, de noter “xRy” au lieu de “(z,y) € R”.

Le graphe de la relation binaire R est {(z,y) € F x F/zRy}, donc le graphe de R est
. égal a R.

Remarque. Il s’agit donc juste d'un changement de notations et de vocabulaire. Sans
cela, la définition donnée ci-dessous de la transitivité d’une relation binaire serait peu
intuitive.

Le fait de changer de langage n’est pas anodin en mathématiques. Une méme propriété
se traduit différemment selon le langage utilisé. Elle peut étre plus facile a démontrer
dans un langage plutot qu'un autre.

Exemple. Prenons pour E l’ensemble des étres humains, et pour F' I’ensemble de
tous les prénoms. Lorque (z,y) € E x F, on convient que xRy si et seulement si le
prénom y est I'un des prénoms de I’étre humain x.

R est une relation binaire sur £ x F.

Remarque. Lorsque E et F' sont finis, il existe plusieurs manieres de représenter une
relation R sur £ x F':
— Par un tableau : on dispose les éléments de E sur la premiere colonne, ceux de
F sur la premiere ligne. On place une croix dans les cases correspondant a la
ligne x € E et a la colonne y € F' si et seulement si xRy.
— Avec des patates : on représente les ensembles E et F' par des formes pa-
tatoidales. On dessine une fleche d'un élément x de E vers un élément y de
F si et seulement si x Ry.
— Lorsque F = F, la représentation précédente devient un graphe orienté dont les
sommets sont les éléments de F.

Définition. Lorsque E = F, on dit que R est une relation binaire sur E (plutot que
sur E?). Dans ce cas,
— R est réflexive si et seulement si Vo € E, xRz,
— R est symétrique si et seulement si Vz,y € E, (xRy) = (yRx),
— R est antisymétrique si et seulement si Vz,y € E, [(xRy) A (yRx) = x =y,
— et R est transitive si et seulement si Vz,y,z € E, [(zRy) A (yRz) = (xRz)].

Exemple. 1’égalité est une relation binaire sur tout ensemble E. Elle est réflexive,
symétrique, antisymétrique et transitive.

Exemple. La relation # n’est pas transitive. Aussi est-il préférable d’éviter d’écrire
77x % y % Z?’ .

Exemple. Si E est 'ensemble des droites de l'espace usuel (de dimension 3), la
relation d’orthogonalité est symétrique, mais elle n’est ni réflexive, ni antisymétrique,
ni transitive.
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3.2 Relations d’ordre

Définition. Une relation binaire R sur un ensemble E est appelée une relation d’ordre
si et seulement si R est réflexive, antisymétrique et transitive.

Exemple. Si A est un ensemble, la relation d’inclusion est une relation d’ordre sur

P(A).

Définition. Une relation d’ordre R sur un ensemble E est totale si et seulement si
pour tout couple (z,y) de E?, x et y sont comparables, c’est-a-dire (xRy) V (yRz).
Sinon, on dit que R est un ordre partiel.

Exemple. La relation d’inclusion sur P(A) n’est pas totale des que A possede plus
de deux éléments.
En effet, si a et b sont deux éléments distincts de A, {a} et {b} ne sont pas comparables.

Exemple. Prenons E = F([0,1],R). Si f,g € E, on convient que f < g si et seulement
si pour tout ¢t € [0,1], f(t) < g(t). On définit ainsi une relation d’ordre sur E. Cest
un ordre partiel, car en posant par exemple f(z) =z et g(x) =1 —x, on a =(f < g)
et =(g < f).

Notation. Pour la suite de ce paragraphe, on fixe une relation d’ordre sur un ensemble
E, que 'on note “=<”.

Pour tout z,y € F, on convient de noter x < y si et seulement si z <y et z # y et on
convient que x > y si et seulement si y < x.

La relation > est aussi une relation d’ordre (appelée I'ordre réciproque de <), mais la
relation d’ordre strict < n’est pas réflexive, donc ce n’est pas une relation d’ordre.
Attention : lorsque l'ordre n’est pas total, =(x < y) n’est pas équivalent a = > y.

Remarque. Pour la relation d’inclusion, 1'usage est d’utiliser le symbole C pour
désigner la relation d’ordre d’inclusion, et non C.

Exemple. On définit sur E? la relation binaire £ par :

V(x,y), (a,b) € E?, (z,y)L(a,b) <= [(x < a)V ((z=a) A (y ZD))].

Vérifier que L est une relation d’ordre.

Montrer que L est totale si et seulement si < est totale.

Lorsque F est I’ensemble des lettres de I’alphabet et que < est 'ordre usuel a, b, ¢, .. .,
z, on vient de définir 'ordre lexicographique entre mots de deux lettres.

Généraliser aux mots de n lettres. On définit ainsi une relation binaire £, sur E".
Montrer que c’est un ordre et qu’il est total si et seulement si < est total.

Définition. Soit F' une partie de ' et m € E. On dit que m est un majorant de F
si et seulement si pour tout a € F, a < m. On définit de méme la notion de minorant
d’une partie de E.

On dit qu'une partie est majorée si et seulement si elle possede au moins un majorant.
On dit qu'une partie est minorée si et seulement si elle possede au moins un minorant.
On dit qu’une partie est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

Exemple. Posons P(A) = E, muni de la relation d’inclusion.
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Toute partie F' de E est minorée par () et majorée par A.
Si F' est une partie de E et si B € E, B est un majorant de F' si et seulement si
BD U D, et B est un minorant de F si et seulement si B C ﬂ D.

DeF DeF
Dans ce contexte, on peut convenir que I'intersection vide est égale a A.

Définition. Si F' est une partie de E et m € E, on dit que m est le maximum de F
si et seulement si m majore F' et m € F. On défnit de méme le minimum de F'.

Ainsi que cette définition le sous-entend, si une partie possede un maximum (resp : un
minimum), il est unique. Il est noté max(E) (resp : min(FE)).

Exemple. Reprenons l'exemple précédent. Alors ) = min(E) et A = max(FE).
Si F' = {{a},{b}} avec a # b, F ne possede ni maximum, ni minimum.
Si F' est une partie quelconque de FE, ’ensemble des majorants de F' possede un mini-
mum, égal a U D. De méme, I’ensemble des minorants de F' possede un maximum,
DeF

égal & (1] D.

DeF
Définition. Si F' est une partie de E, un élément m de F est dit maximal si et
seulement si Vo € F(x = m = x = m), i.e si et seulement si Vz € F =(m < z).
Il est minimal si et seulement si Vo € F(x = m = = = m), i.e si et seulement si
Ve € F —=(m = x).

Démonstration.
Soitx € F:(x=m=z=m)=—-(x=m)V(r=m)et
“(m<z)=-(m3IxAm#z)=-(xr>=m)V(zr=m).O

Exemple. Toujours avec le méme exemple, Si F' = P(A)\ {0}, les éléments minimaux
de F' sont exactement les singletons.

Propriété. Lorsque la relation d’ordre est totale, toute partie F' de E possede au
plus un élément maximal et dans ce cas, c’est le maximum de F'. Idem avec minimal
et minimum.

Remarque. Ainsi, pour une relation d’ordre totale, les notions d’éléments minimaux
et maximaux sont inutiles.

Remarque. La réciproque de la propriété précédente est vraie. En effet, supposons
que E est muni d’'une relation d’ordre partiel. Alors il existe deux éléments a et b
de E qui ne sont pas comparables. L’ensemble {a,b} admet a et b comme éléments
maximaux.

Exercice. Si E est un ensemble fini et non vide, pour tout ordre défini sur F,
montrer que F possede au moins un élément minimal.

Solution : Considérons un ordre < sur E et supposons que E ne possede aucun
élément minimal pour cet ordre.

FE étant non vide, il existe ag € E.

ag n’est pas un élément minimal de F, donc il existe a; € E avec a; < ag.
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a1 n'est pas un élément minimal de F, donc il existe ay € E avec as < a;.

Soit n € N. Supposons construits ao, ..., a, F tels que,

pour tout i € {0,...,n — 1}, a;11 < a;.

a, n’est pas un élément minimal de F, donc il existe a, 1 € F avec a,1 < ay.
On a ainsi fourni un procédé de construction par récurrence d’une suite (ay)
strictement décroissante d’éléments de E.

Pour tout i < j, a; < a;, donc {a; / i € N} est infini, ce qu'il fallait démontrer.

3.3 L’ordre naturel et la soustraction

L’ordre naturel : Pour tout n,m € N,
on convient que n < m si et seulement si 3k € N, m =n + k.
Dans ce cas, k est unique. On le note k = m — n.

Démonstration.

Pour I'unicité, il faut montrer que, si n + k =n + h, alors k = h.

Fixons h, k € N. Notons R(n) : si n +k =n+ h, alors k = h.

R(0) est vraie. Pour n € N, supposons R(n).

Supposons que s(n)+k = s(n)+h. Alors s(n+k) = s(n+h), donc d’apres le troisieme
axiome de Peano, n +k =n+ h. D’apres R(n), h=Fk. O

Définition. On vient de montrer que, si n est un entier naturel,
pour tout h,k € N, n+ h =n+ k implique h = k.
On dit que n est régulier.

Remarque. Par définition de 'opérateur “—”, on a :
pour tout m,n € N tel que n <m, n+ (m—n)=m.
Pour tout n € Nyn <nmetn—n=20.
Pour tout n e N, 0 <netn-—0=n.

Propriété. Sous condition d’existence des différences, on a, pour tout n,m,k € N :
(n—m)—k=n—(m+k)etn—(m—k)=mn-m)+k=(n+k)—m.

En particulier 'opérateur “—” n’est pas associatif.

Démonstration.

¢ On suppose que m < n : il existe a € N tel que n = m + a. Alors a =n —m.

On suppose de plus que k£ < a : il existe b € N tel que a = k +b.

Alors (n —m)—k=a—k=0b.Deplusn=m+a=m+k+0b, doncm+k <net
n— (m+ k) =b. On a bien montré que (n —m) —k =n— (m+ k)

¢ On suppose que k < m : il existe a € N tel que m =k + a. Alors m — k = a.

On suppose de plus que a < n : il existe b € N tel que n = a + b.
Alorsn—(m—k)=n—a=b.0Orn+k=(k+a)+b=m+D0,

doncm <n+ket(n+k)—m=hb.

On suppose de plus que m < n : il existe ¢ € N tel que n =m + c.
n=a+b=m+c=k+ a+ c, donc par régularité de a, b = k + c.

Ainsi (n—m)+k=c+k=0.0
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Lemme : 0 est 'unique élément de N qui n’est pas le successeur d'un autre entier.

Il est équivalent de dire que, pour tout n € N, n # 0 si et seulement si il existe k € N
tel que n = s(k).

Démonstration.

Notons F' = {0} U {s(k)/k € N}. D’apres le dernier axiome de Peano, F' = N. Ainsi
chaque élément non nul de N est le successeur d’'un entier, mais d’apres le second
axiome de Peano, ce n’est pas le cas de 0. O

Propriétés de l’ordre naturel :
— Réflexivité : Vn € N, n < n.
— Antisymétrie : Pour tout n,m € N, si n < m et m <n, alors n = m.
— Transitivité : Pour tout n,m,p € N, sin < m et m < p, alors n < p.
Ainsi, 'ordre naturel est bien une relation d’ordre sur N.
Démonstration.
o n=n+0,doncn <n.
¢ Supposons que n < m et m < n. Il existe a,b € N tels que m =n+a et n =m+b.
Alors m = m + b+ a, or m est régulier, donc b+ a = 0.
Sia # 0, d’apres le lemme, il existe ¢ € N tel que a = s(c¢), donc 0 = s(¢) +b = s(c+D),
ce qui est impossible. Ainsi a = 0 puis m = n.
o Supposons que n < m et m < p. Il existe a,b € Ntelsque m =n-+aet p=m+b.
Alorsp=n+ (a+0b), doncn <p.O

Propriété. Soit m,n € N. On note m < n lorsque m < n et m # n.
Sim <n,alorsm+1<n.

Démonstration.
Supposons que m < n. Il existe a € N tel que n =m + a et a # 0.
D’apres le lemme, il existe b € N tel que a = s(b), doncn=m+b+1letn>m+1.0

Propriété. L’ordre naturel est un ordre total sur N.

Démonstration.

Soit N € N. Notons R(N) : pour tout n,m € N tels que n < N et m < N, n et m sont
comparables.

R(0) est vraie.

Supposons R(N). Soit n,m € N tels quen < N+ 1etm < N + 1.

Sin < N et m < N, n et m sont comparables d’apres R(N).

Sinon, on a par exemple n > N, donc n > N + 1, puis n = N + 1. Alors m < n.

On a prouvé R(N +1). O

La relation d’ordre est compatible avec l’addition :

Pour tout a,b,c,d e N,;sia<bet c<d, alorsa+c<b+d.

Démonstration.

Supposons que a < bet ¢ <d. Il existe e, f € Ntelsqueb=a+eet d=c+ f. Alors
b+d=(a+c)+(e+ f),donca+c<b+d D
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3.4 Multiplication dans N et relation de divisibilité

Multiplication entre entiers :

Pour tout m € N, on pose

0xm=0cet

Vn €N, s(n) xm=mnxm+m.

Ces conditions définissent la multiplication entre entiers.
Démonstration.

Exercice. O

Remarque. On note souvent nm au lieu de n X m.

Exemple. 3m = s(s(s(0))) xm = s(s(0)) x m+m = s(0) x m+m+m = m+m-+m.
Ainsi, nm est défini, moins formellement, par la propriété nm = m + --- + m.
N————

nfois

Propriétés de la multiplication :
— 0 est absorbant : Vm € N, m x 0 =0 xm = 0.
— lestneutre : Vm e N, mx1=1xm=m.
— Distributivité de la multiplication par rapport a ’addition :
Vn,m,p € N, n(m-+p) = (nm)+(np) = nm+np : les dernieres parentheses sont
inutiles si 'on convient que la multiplication est prioritaire devant 1’addition.
— Associativité : Vn,m,k € N, (n xm) x k=n x (m x k).
— Commutativité : Vn,m € N, n x m =m X n.
Démonstration.
Exercice. O

Propriété. Pour tout a,b,c € N, si a < b, alors ¢(b—a) = cb — ca.
Démonstration.

Posons » = b — a. On sait que b = a + r, donc ¢b = ca + cr. Ainsi, ca < cb et
cb—ca=cr=clb—a).0

La relation d’ordre est compatible avec la multiplication :
Pour tout a,b,c,d € N, si a < b et ¢ <d, alors ac < bd.

Démonstration.
Supposons que a < bet ¢ < d. Il existe e € N tels que b = a+e. Alors be = ac+ec > ac.
De méme, on montre que db > c¢b et on conclut par transitivité. O

Propriété. Soit n,k € N.

Sink =0, alorsn=0ouk=0.

Sink=1,alorsn=FkF=1.

Démonstration.

¢ Raisonnons par contraposition : supposons que n # 0 et k # 0.
Alors n > 0, doncn >1. Deméme k > 1, puis kn > 1x1=1et kn #0.
©  Supposons que nk = 1.

n#0et k#0,doncn>1etk>1
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Sin # 1, alors n > 2 puis nk > 2 > 1. C’est impossible. O

Définition. Soit n,m € N. On dit que n divise m, que n est un diviseur de m, ou
encore que m est un multiple de n si et seulement si il existe k£ € N tel que m = kn.
On note n|m.

Remarque. Tout entier divise 0 mais 0 ne divise que lui-méme.

Définition. On appelle nombre premier tout entier n supérieur a 2 dont les seuls
diviseurs sont 1 et n.

Propriété. La relation de divisibilité est une relation d’ordre partielle sur N.

Démonstration.
Exercice. O

3.5 Maximum et minimum dans N

Propriété. Toute partie non vide et majorée de N possede un maximum.

Démonstration.

Notons R(n) la propriété suivante : toute partie non vide de N majorée par n possede
un plus grand élément.

o Pour n = 0, 'unique partie non vide de N majorée par 0 est {0}. Elle possede bien
un plus grand élément.

o Soit m > 1. Supposons R(n — 1).

Soit. A une partie non vide de N majorée par n.

Premier cas : Sin ¢ A, alors A est majorée par n — 1 et on utilise R(n — 1).
Deuziéme cas : Sin € A, n est le plus grand élément de A. O

Remarques :
— La réciproque est vraie.
— N n’est pas majoré.

Propriété. Soit a,b € N avec b # 0. Il existe un unique couple (q,7) € N? tel que
a=>bg+ret0<r <b Ondit que g et r sont le quotient et le reste de la division
euclidienne de a par b.

Exemple. 27 =6x4+3=06x34+9 = 6x5—3, mais seul 3 est le reste de la division
euclidienne de 27 par 6.

31=10x3+1et =31 = (—11) x 3+ 2, donc, une fois que nous aurons prolongé la
division euclidienne sur Z, le reste de la division euclidienne de —31 par 3 n’est pas
I'opposé du reste de 31 par 3.

Démonstration.

o Posons A ={k € N/bk < a}.

b > 1, donc pour tout k € A, k < bk < a. Ainsi, A est majorée, or elle est non vide car
0 € A, donc A posséde un maximum noté ¢. Par construction, bg < a < b(q + 1).
Ainsi, il existe r € N tel que a = bg + r et r = a — bg < b. Ceci prouve 'existence.
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¢ Pour montrer I'unicité, supposons de plus que a = bg'+r" avec ¢/, € Net 0 < ' < b.
Supposons que r > 7’ (la démonstration s’adapte lorsque 7’ > r).
Il existe " € Ntel que r =" +7".r =r"+r" donc bq' +1r' = a =bg+r = bg+1r"+1".
Par régularité de 1/, bq¢’ = bq + r”, donc bqg’ > bq.
b> 1, donc ¢ > q. Ainsi, " = bq' — bqg = b(¢' — q).
Supposons que q # ¢'. Alors ¢ —q > 1, donc " > b puis r > b+1" > b ce qui est faux.
Ainsi, g = ¢/, puis r =7r'. O
Exercice. Diviser 3378 par 53.
Solution : 53 x 6 = 318, donc 337 = 53 x 6 + 19. Ainsi, 3378 = 53 x 60 + 198.
Mais 198 = 3 x 53 4 39, donc 3378 = 53 x 63 + 39.

On présente en général ce calcul sous la forme suivante :
3 3 7 8|5 3

- 3 18 6
19
3 3 7 8|5 3
- 3 18 6 3
19 8
- 159
39

Propriété. Toute partie non vide de N possede un minimum.

Démonstration.

Soit A une partie non vide de N.

Notons M l’ensemble des minorants de A.

0 € M, donc M est non vide. Elle est majorée par n’importe quel élément de A.
D’apres la propriété précédente, M possede un plus grand élément, que I'on notera m.
Sim ¢ A, pour tout n € A, n > m, donc n > m + 1. Alors m + 1 est encore un
minorant de A, donc il est plus petit que m, ce qui est faux. Ainsi m € A. C’est le plus
petit élément de A. O

Remarque. Un ensemble ordonné dont toute partie non vide possede un plus petit
élément est appelé un ensemble bien ordonné.

Paradoze de Berry!'® : Notons n le plus petit entier qui n’est pas définissable en
moins de 100 mots.

L’ensemble des entiers définissables en moins de 100 mots est une partie finie de N, car
le nombre de mots de la langue francaise est fini, donc son complémentaire dans N est
une partie non vide de N, qui possede bien un plus petit élément. Ainsi, la définition
de n est correcte.

Cependant c’est une définition de n utilisant strictement moins de 100 mots, alors que
par définition, n n’est pas définissable en moins de 100 mots!

Les logiciens du début du vingtieme siecle ont compris que la solution de ce paradoxe
nécessite de distinguer le langage utilisé au sein d’une théorie du métalangage utilisé

10. Personnage fictif inventé par Russell.
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pour parler de cette théorie. Ainsi, dans la premiere phrase, “définissable” signifie “que
I’on peut définir dans le cadre du langage de 'arithmétique”. Cette méme phrase définit
bien I'entier n, mais cette définition utilise un métalangage décrivant des phrases du
langage arithmétique. Le paradoxe est ainsi levé; la phrase “notons n le plus petit
entier qui n’est pas définissable en moins de 100 mots selon le langage de la théorie
arithmétique” est une définition de n selon le métalangage de cette méme théorie.

Remarque. Le fait que N est bien ordonné se démontre essentiellement a partir du
principe de récurrence, c’est-a-dire a partir du dernier axiome de Peano. Mais on peut
également démontrer la réciproque : remplagons le dernier axiome de Peano par le fait
que N est bien ordonné et démontrons le principe de récurrence.

Soit F' une partie de N contenant 0 et telle que pour tout n € F, s(n) € F. Il faut
montrer que F' = N.

Sinon, N'\ F" est une partie non vide de N, donc elle possede un plus petit élément que
I’on notera m. m # 0 car 0 € F.

Il faut de plus remplacer le second axiome par I’énoncé plus fort du lemme de la page
19. Ainsi il existe n € N tel que m = s(n).

n < m donc par définition de m, n € F. Mais alors m = s(n) € F, ce qui est faux.
Ainsi, le principe de récurrence est équivalent au fait que N est bien ordonné.

Il importe de retenir de cette remarque que lorsqu’une démonstration par récurrence
semble délicate, il peut étre plus simple d’utiliser directement que N est bien ordonné.

Exercice. En adaptant cette démonstration, montrer le principe de récurrence
finie.

Principe de la descente infinie : plus précisément, pour montrer que “vn € N, R(n)”,
une alternative a la récurrence est de raisonner par ’absurde en supposant qu’il existe
n € N tel que —[R(n)] et d’en déduire I'existence d’un entier naturel m tel que m < n et
tel que —~[R(m)]. Cela permet de construire une suite strictement décroissante d’entiers
naturels ny vérifiant —[R(n)], ce qui est absurde. Mais pourquoi au fait ?

Il est préférable de remplacer cet argument de descente infinie par le suivant :

On note F' = {n € N/=R(n)}. Il est non vide par hypothese, donc il possede un
minimum ng, mais il existe alors m < ng tel que m € F', ce qui est impossible.

Exemple. Cest ainsi que Gauss!' démontre le lemme d’Euclide'?(dans le cours

11. Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, est un mathématicien, astronome et physicien alle-
mand. Il a apporté de trés importantes contributions & ces trois domaines. Surnommé “le prince des
mathématiciens”, il est considéré comme 1'un des plus grands mathématiciens de tous les temps.

Refusant de publier un travail qu’il ne considérait pas au-dessus de toute critique, son jour-
nal montre qu’il avait fait plusieurs importantes découvertes mathématiques des années, voire des
décennies, avant qu’elles ne soient publiées par ses contemporains.

Il rechignait & présenter 'intuition derriere ses tres élégantes démonstrations. Il préférait qu’elles
apparaissent comme sorties de nulle part et effagait toute trace du processus de sa découverte, “de
méme qu’un architecte ne laisse pas ’échafaudage une fois 1’édifice achevé”.

12. Euclide est un mathématicien de la Grece antique. Il est vraisemblable qu’il ait vécu vers
300 avant notre eére. Son ouvrage principal, “les Eléments” aborde la géométrie (euclidienne) et
Parithmétique selon une démarche axiomatique et déductive.
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d’arithmétique, on démontrera autrement un théoreme plus général, appelé le lemme
de ... Gauss) :

Soit a,b,p € N tels que p est premier et p|ab. Il s’agit de montrer que [p|a] V [p|b].
Pour cela, fixons p premier et a € N tel que p [ a.

Il s’agit alors de montrer que pour tout b € N, si p|ab, alors pl|b.

Pour cela, raisonnons par I’absurde en supposant que I’ensemble

B = {b e N/p|ab et p | b} est non vide. Alors il possede un minimum noté by.

Si by > p, alors by — p € B ce qui contredit la minimalité de by, donc 0 < by < p.

On peut écrire la division eucldienne de p par by : il existe ¢, b; € N tels que p = gbg+ by
avec 0 < by < by.

Si by = 0, alors p = gby, mais p est premier, donc by = 1, or p|aby, donc pla ce qui est
faux. Ainsi, by # 0, donc 1 < by < p puis p [ b;.

aby = ap — agby, donc plaby. Ainsi by € B et by < by, ce qui est faux.

Remarque. Pour démontrer une propriété de la forme “vn € N, R(n)”, on ne rai-
sonne cependant pas a priori par récurrence. C’est seulement lorsqu’on peut relier
R(n+ 1) a R(n) que c’est une méthode envisageable.

3.6 Relations d’équivalence

Définition. Une relation binaire sur un ensemble E est une relation d’équivalence si
et seulement si R est réflexive, symétrique et transitive.

Exemple. Les entiers divisibles par 2 sont dits pairs et les autres impairs.
On note P la relation binaire sur N définie par : nPm si et seulement si n et m ont la
méme parité. P est une relation d’équivalence.

Définition. Soit R une relation d’équivalence sur F.

Si x € E, on note T I'’ensemble des y € F tels que zRy.

7 s’appelle la classe d’équivalence de .

On désigne par E/R l'ensemble des classes d’équivalence : E/R = {Z/x € E}.
E/R s’appelle I'ensemble quotient de E par R.

Exemple fondamental : Soit f une application de £ dans F. En convenant, pour
tout z,y € F, que x Ry <= f(z) = f(y), on définit sur £ une relation d’équivalence.

Exemples :

— Larelation d’égalité est I'unique relation d’équivalence dont les classes d’équivalence
sont toutes des singletons. On a (E/ =) = {{z}/z € E}.

— La relation de parité P possede deux classes d’équivalence : 0 est 'ensemble des
entiers pairs et 1 est 'ensemble des entiers impairs. Ainsi, N/P = {0,1}.

— Sur l'ensemble des formules propositionnelles, la relation “étre logiquement
équivalente a ” est une relation d’équivalence.

— Si E est I’ensemble des droites du plan, la relation de parallélisme est une relation
d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les directions du plan.
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Propriété. Avec les hypotheses et notations précédentes,

pour tout x,y € E, tRy <= 7 =17.

Démonstration.

Supposons que xRy. Soit z € Z. On a xRz, donc yRz puis z € 7.

Ainsi, ¥ C y. Par symétrie, ¥ C 7, donc T = 7.

Réciproquement, supposons que T = 3. xRz, donc z € T. Ainsi x € § et zRy. O

Définition. Une partition P de E est une partie de P(FE) telle que :
— pour tout A,BeP, A4 B = AN B =1,
— pour tout A € P, A # 0,

— et UA:E.

Exemple. Si F = {1,...,10}, un exemple de partition de E est
P ={{1},{2,3,7,10},{4,9},{5,6,8}}.

Théoréme. Si R est une relation d’équivalence sur E, son ensemble quotient E/R
est une partition de E.

Réciproquement, si P est une partition de £, il existe une unique relation d’équivalence
R sur E telle que P = E/R.

Elle est définie par : Vz,y € E, [xRy <= (IC € P, z,y € C)].

En résumé, la donnée d’une relation d’équivalence sur E est équivalente a la donnée
d’une partition de E.

Remarque. On peut formaliser un peu plus : si 'on note R I'ensemble des relations

d’équivalence sur F et P ’ensemble des partitions de E, alors le théoreme précédent
— P

énonce que ’application R
R — FE/R

est une bijection.

Démonstration.
e Supposons que R est une relation d’équivalence.
— Pour tout x € E, x € T, donc T # ().
— Soit z,y € E tels que TNy # (). Il existe z € F tel que z € TN7g. On a xRz et
2Ry, donc xRy puis T = 7¥.
— Pour tout x € F, x € T C U 7, donc E C U 7. L’inclusion réciproque est

zeE zelR
claire car, pour tout x € £, T C E.

Ainsi E/R est bien une partition de E.

e Réciproquement, soit P une partition de E. Raisonnons par analyse-synthese.
Analyse : Supposons qu’il existe une relation d’équivalence R telle que E/R = P.
Soit x,y € E. Si xRy, alors x,y € T, donc il existe C' € P tel que x,y € C.
Réciproquement, supposons qu’il existe C' € P tel que z,y € C. Sachant que E/R = P,
il existe z € E tel que C' =7Z.

Alors T =z = 7, donc xRy. On a donc montré que

(1) : Ve,y € B, [tRy <= (IC € P, z,y € C)].

Ainsi, sous condition d’existence, il existe une unique relation d’équivalence R telle que
E/R = P. Elle est définie par (1).
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Synthese : Notons R la relation binaire définie par (1). Elle est clairement symétrique.

Soit x € K. E = U C, donc il existe C' € P tel que z € C. Ainsi, zRx. R est donc

cepP
réflexive.

Soit z,y, 2z € E tels que xRy et yRz. Il existe C, D € P tels que z,y € C et y,z € D.
En particulier y € CN D, donc C N D # @, donc C = D. Alors z,z € C, donc zRz.
On a montré que R est transitive.

Ainsi R est une relation d’équivalence. Pour terminer, il reste a montrer que £/R = P.
o Commencons par montrer que, six € C' € P, alors T = C :

SiyeT, ilexiste D € Ptelque z,y € D. Alorsx € CND # (), donc C =D ety e C.
Ainsi T C C. Réciproquement, si y € C, alors x,y € C, donc xRy puis y € T. On a
bien montré que 7 = C.

o Soit z € F. ll existe C € Ptelquez € C.Onaz e C € P,doncz =C € P.
DONC E/R C P.

o Réciproquement, soit C' € P. C' # (), donc il existe z € E tel que z € C.

On a encore x € C € P, donc C =7 € E/R. DONC P C E/R.

Finalement F/R = P, ce qui clot la démonstration. O

Remarque. Informellement, les éléments de E/R sont les éléments de E, mais en
acceptant d’identifier deux éléments x et y de E lorsque xRy, c’est-a-dire en faisant
abstraction '* de certaines caractéristiques des éléments de E.

Nous allons voir que c¢’est un procédé puissant pour élaborer des constructions mathéma-
tiques.

4 La logique mathématique

Ce chapitre est informel, il est seulement destiné & votre culture personnelle 4.

Définition. Un langage (du premier ordre) est un ensemble de mots (appelés des
formules), se conformant & des reégles syntaxiques non précisées ici, dont les lettres
appartiennent a 'alphabet {(,),—,A,V,=, <=V, 3} UCUV U FUR, ou

— (' est un ensemble de constantes.

— V est 'ensemble des variables : z, y, z etc.

— F est un ensemble de fonctions : si f € F et si f possede n arguments (on dit
que f est d’arité n), on peut par exemple considérer f(z1,...,x,) ou les z; sont
dans V, mais aussi f(hi(z1), ha(22,...,2p), ..., hn(21, ..., 2%)) OU hy, ... hy
sont d’autres fonctions d’arités convenables.

— R est un ensemble de relations : si r € R, r est un prédicat dépendant d’un
nombre variable d’arguments.

13. Voici la défnition du mot “abstraction” proposée par le Larousse : Opération intellectuelle qui
consiste a isoler par la pensée I'un des caracteres de quelque chose et a le considérer indépendamment
des autres caracteres de 1’objet.

14. Pour plus de détails, on pourra consulter Logique mathématique, Tome 1, de René Cori et Daniel
Lascar
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Exemple. Le langage de I'arithmétique est donné (par exemple) par C' = {0},
F={s,+,x}, R={=,<}.

Voici un élément de ce langage, en posant pour simplifier 1 = s(0) et 2 = s(1) :

(2 <p)AVEVR((~(h=1)A=(k=1)) = =(h x k=p))).

Cette formule exprime que p est un nombre premier. Dans cette formule, p est une
variable libre alors que k et h sont des variables liées.

Définition. Une formule est close lorsqu’elle ne contient aucune variable libre.
— Une théorie T" d'un langage L est un ensemble de formules closes de L.
— Les axiomes logiques de L sont des formules de L qui sont “logiquement vraies”,
comme toutes les tautologies (par exemple en arithmétique
(0 <k)<= (0<k)), laloi de Morgan (pour toute formule F,
JF < —Vou-F), ete. (il s’agit d’une présentation informelle).
— On utilise deux regles de déduction :
— Le modus ponens : a partir des deux formules F' et F' = G, on peut déduire
la formule G.
— La regle de généralisation : a partir de la formule F' et d'une variable v € V|
on peut déduire la formule Vv F'.
— Une démonstration formelle d'une formule F' de L dans une théorie T est une
suite finie de formules Fy, ..., F), telle que F,, = F, et pour tout i € {0,...,n},
— F, €T, ou bien
— F} est un axiome logique, ou bien
— F; se déduit d’une ou de deux formules Fj, avec k < ¢ par 'une des deux
regles de déduction.

Exemple de la théorie des ensembles ' :
Le langage correspondant est défini par : C' = {0}, F =0, R ={=,€,C}.
La théorie ZF de Zermelo-Fraenkel est constituée des axiomes suivants
— L’axiome d’extensionnalité : VaVy[Vz(z € x <= z € y) = = = y|.
— L’axiome de la réunion, affirmant que pour tout ensemble z, il existe un ensemble
y dont les éléments sont les éléments des éléments de x :
VedyVz[z e y <= 3t(t € x Nz € 1)].
— L’axiome de ’ensemble des parties, qui affirme que pour tout ensemble a, il
existe un ensemble b dont les éléments sont les parties de a.
— L’axiome de 'infini, cf page 2.
— L’axiome de substitution, qui donne un procédé de construction d’ensembles,
similaire mais plus précis que la “définition par compréhension”, vue page 2.
En gros, cet axiome dit que, pour toute formule P(z) construite a partir des
lettres ”(,), =, A, V,V, 3,2 € V,0,=,€,C", si A est un ensemble alors
{r € A/ P(x)} est aussi un ensemble.
Une telle précaution évite l'apparition du paradoxe de Russell et de ses va-
riantes : la collection de tous les ensembles n’est pas un ensemble.

15. Pour plus de détails, on pourra consulter Théorie des ensembles, de Jean-Louis Krivine.
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Définition. Une théorie 7" d’un langage L est non contradictoire (on dit aussi consis-
tante ou cohérente) si et seulement si il n’existe aucune formule F' telle que F' et = F
soient toutes deux démontrables a partir de 7T'.

Une théorie T" d’un langage L est complete si et seulement si pour toute formule F' de
L, F ou —F est démontrable a partir de T.

Théoréme d’incomplétude de Godel'® : Soit T une théorie d’'un langage L. On
suppose que 1" “contient ZF”.

Si T est non contradictoire, alors la propriété “I" est non contradictoire” peut étre écrite
comme une formule du langage L, et cette formule, qui est vraie, n’est pas démontrable
a partir de T'.

En résumé, une théorie ne peut pas démontrer sa propre consistance.

En particulier, toute théorie non contradictoire contenant ZF n’est pas complete.

Remarque. Le fait de supposer que T est non contradictoire est indispensable. En
effet, une théorie contradictoire serait tout a fait capable de démontrer qu’elle ne I'est
pas, car une théorie contradictoire permet de montrer F' A (—F) pour une certaine
formule, mais comme Faur =—> G pour toute formule G, une théorie contradictoire
est capable de démontrer que toute formule de son langage est vraie (et fausse).

Axiome du choix : en voici deux énoncés équivalents.

— Pour tout ensemble I, pour toute famille (F;);c; d’ensembles tous non vides, il
existe une famille (x;);c; telle que, pour tout i € I, x; € E;.

— Pour tout ensemble E, pour toute relation d’équivalence sur F, il existe un
ensemble R tel que 'intersection de R avec chaque classe d’équivalence est un
singleton. Cela signifie qu’on peut choisir dans chaque classe d’équivalence un
représentant et considérer I’ensemble de ces représentants.

Théoréme d’indépendance de l’axiome du choix

Notons AC I'axiome du choix.

Si ZF est consistante, alors ZF+AC est aussi consistante (Godel, 1938).

Si ZF est consistante, alors ZF+non(AC) est aussi consistante (Cohen 7, 1963).

On a donc le choiz d’accepter ou de réfuter 'axiome du choix.
Par défaut, en mathématiques modernes, on travaille avec ZF+AC, méme si cela
conduit a quelques résultats étranges :

Paradoze de Banach-Tarski (1924) :

Notons S la boule unité de I'espace usuel : S = {(z,y,2) € R¥/z? + y* + 2% < 1}.

Il existe une partition de S en un nombre fini de parties D1, ..., D, telles que, en sou-
mettant chaque partie & un déplacement (composition d’une rotation et d’une trans-
lation) approprié dans l'espace, leur réunion apres déplacements est égale a la réunion
disjointe de deux spheres de rayon 1.

16. Kurt Godel, 1906-1978, logicien et mathématicien autrichien naturalisé américain. Enfant, sa
famille I'avait surnommé “monsieur Pourquoi”.
17. Paul Cohen, 1934-2007, est un mathématicien américain, médaille Fields 1966
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Les parties D; ne sont pas “mesurables”, ce qui résout le paradoxe.

Propriété. (admise) : Sous I'hypotheése ZF', l'axiome du choix est équivalent a
I’axiome de Zermelo ainsi qu’a celui de Zorn, ou :
— Axiome de Zermelo : Tout ensemble E peut-étre muni d’un bon ordre.
— Axiome de Zorn : Un ensemble ordonné (£, <) possede un élément maximal des
que toutes ses chaines sont majorées, en convenant qu’une chaine de E désigne
une partie de F totalement ordonnée par <.

5 L’art de la démonstration

La structure d’'une démonstration se construit avant tout en fonction de la structure
de la propriété a démontrer. En conséquence, on regarde d’abord la cible a atteindre
et seulement lorsque c’est nécessaire les hypotheses dont on dispose pour y parvenir.
On ne sait pas a priori sous quelles formes ces hypotheses seront utilisées.

Lorsqu’une telle démarche n’aboutit pas, on essaie plus généralement de décomposer
le résultat a atteindre et de traduire les hypotheses pour les rapprocher, par exemple
en essayant de les écrire dans un langage commun.

Dans ce chapitre, on notera R le résultat a démontrer.

5.1 Conjonction et disjonction

o Lorsque R = P A @, bien entendu, on montre le plus souvent P et Q).
Dans ce cas, il importe de commencer par la propriété qui semble la plus simple, afin
de se familiariser en douceur avec le probleme a résoudre.

¢ Lorsque R = PV @, on peut supposer que P est fausse et démontrer (), ou bien
supposer que () est fausse et montrer P.
On ajoute ainsi une hypothese. Il importe de bien choisir parmi ces deux possibilités.

5.2 Démonstration par disjonction de cas

Pour démontrer une propriété dépendant de certains parametres, on peut étre amené
a étudier plusieurs cas selon les valeurs de ces parametres. Il importe que la réunion
des différents cas étudiés recouvre tout ’ensemble des valeurs des parametres.

r+4d—a)yy =0
(1—a)x—2y =0b"

Ici, la question est ouverte en ce sens que le résultat a obtenir n’est pas explicitement
donné. On recherche 'ensemble des couples (x,y) de R? (a priori) vérifiant les deux
égalités de ().

Solution :

r=(a—4)y r=(a—4)y
S = {0 2= = e o=

Exemple. Soit a,b € R. Résoudre le systeme (5) :
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Le discriminant de 'équation t> — 5t + 6 = 0 vaut A = 25 — 24 = 1, donc les racines

1

sont , soit 2 et 3.
o Premier cas : on Suplgose que a ¢ {2,3}.

- +5a—6
(S) «— bla—4) Ce systeme possede alors une unique solution dans

r = ——

—a? +5a —6

R2.

Le fait d’avoir raisonné par équivalence nous affranchit de vérifier que le couple obtenu

est bien solution.

o Second cas : on suppose que a € {2,3}.

=(a—4

Alors (5) <= {Z_ éa Jy .

— Premier sous-cas : si b # 0, alors (5) ne possede aucune solution.

— Second sous-cas : on suppose que b = 0. Alors (5) <= = = (a—4)y. L’ensemble
des solutions est une droite de R?, d’équation xz+2y = 0 lorsque a = 2 et z4+y = 0
lorsque a = 3.

5.3 Reésoudre une équation

On vient de résoudre un systeme d’équations. C’est un cas particulier d’équation, dont
voici la définition la plus générale possible :

Définition. Si P est un prédicat sur un ensemble F, “résoudre I’équation P(zx), en
I'inconnue x € E”, c’est calculer {x € E/P(z)} qu’on appelle alors I’ensemble des
solutions de 1’équation.

“calculer” signifie “donner I’ensemble des solutions sous la forme la plus simple possi-
ble”.

Remarque. La plupart des équations sont de la forme “f(z) = g(x)”, ou f et g sont
deux applications de E dans un autre ensemble F'.

Lorsque F' = R, on rencontre parfois des équations de la forme “f(x) < g(x)”, ou
“f(x) < g(x)”. Dans ce cas, on parle plutot d’inéquations.

Méthode :

— Précisez d’abord pour quelles valeurs x € E ’équation a bien un sens. Par
exemple, pour une équation de la forme “f(z) = g(z)”, il faudra d’abord re-
chercher les domaines de définition de f et de g.

— Autant que possible, raisonnez par équivalence comme dans I’exemple précédent.
Cependant le fait de raisonner par équivalence impose parfois trop de lourdeur a
la rédaction. Lorsqu’on choisit de raisonner par implications, apres avoir montré
que P(x) = x € S, pour un certaine partie S de FE, il restera a rechercher
quels sont les éléments de S qui sont effectivement solutions.

Exemple. Résoudre dans R I'équation du second degré générale (E) : z®+azx+b = 0.
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Solution : Soit = € R. )

—4b
(E)<:>(x+%)2+b—az:0<:>(x+g)2: - T
Posons A = a? — 4b : c’est le discriminant.
Premier cas : Si A < 0, 'ensemble des solutions est vide.

Second cas : On suppose que A > 0. La fonction racine carrée est ici supposée connue.
)
On pose § = VA. Alors (F) <= Je € {—1,1}, = —|—g =5 donc les solutions de (F)

—aj:\/z
5 )

sont exactement

5.4 Implication

o Lorsque R = [P = (], on suppose que P est vraie (hypothese supplémentaire) et
on démontre Q.

Raisonnement par contraposition : I'implication P = @) est logiquement équivalente
a (—Q) = (—P), qui est appelée sa contraposée. Ainsi,

pour démontrer P = (), on peut raisonner par contraposition, ¢’est-a-dire démontrer
(=Q) = (—P) : on suppose que @ est fausse et on démontre que P est fausse.

Exemple. Montrer que pour tout entier n € N, si n? est pair, alors n est aussi pair.
Solution : Soit n € N. Raisonnons par contraposition en supposant que n est impair.
Il existe k € N tel que n = 2k + 1. Alors n? = 4k? + 4k + 1 est impair.

Le raisonnement par D’absurde : cela consiste a supposer que R est fausse et a
aboutir a une contradiction, souvent de la forme S A (=5).

Le raisonnement par ’absurde repose sur le postulat que la théorie dans laquelle on
travaille est consistante. Il est donc impossible d’aboutir a une contradiction ce qui
prouve que R est vraie.

Remarque. Les raisonnements par contraposition et par l’absurde sont tres voisins.
D’une part, si 'on parvient a montrer R par I'absurde, on a montré que

R = SA(=S), dont la contraposée est SV (—S) = R, mais SV (—95) est vraie, donc
R est prouvée. Ainsi, démontrer R par I’absurde revient a démontrer SV (=S) = R
par contraposition.

D’autre part, en notant H ’ensemble des hypotheses, on souhaite démontrer H = R.
Le raisonnement par contraposition consiste a montrer =R = —H, mais on peut le
maquiller en un raisonnement par ’absurde : on suppose H et on veut démontrer R.
Pour cela on raisonne par ’absurde en supposant =R et on en déduit =H. On a donc
H A (—H) ce qui est contradictoire, donc R est vraie.

Un tel maquillage est maladroit, il produit une démonstration inutilement alambiquée.
Il y a cependant une réelle différence entre ces deux raisonnements ; lorsqu’on raisonne
vraiment par I'absurde, la propriété S est quelconque, on en cherche seulement une qui
convient. Lorsqu’on raisonne par contraposition, la propriété H est donnée.

o Lorsque R = [P <= (@], on regarde souvent R comme la conjonction
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[P = Q] A [Q = P] alaquelle on applique les méthodes précédentes.

o Lorsque R est “montrer que les propriétés Py, ..., P sont équivalentes”, on peut se
contenter de montrer le cycle d’implications P, — P, — --- = P, = P,. Mais
la liste P, ..., P, n’est pas toujours donnée dans l'ordre idéal. Il convient donc parfois

de la réordonner.

5.5 Quantificateurs

o Lorsque R = [Vx € E, P(z)], le plus souvent, on prend x quelconque dans E, en
écrivant “soit x € E”, puis on démontre P(x).

La portion de phrase “soit z € E” ne doit pas étre sous-entendue. Il ne faut pas
démontrer d’emblée P(x) en considérant que tout le monde comprendra que x est un
élément quelconque de E. D'une maniere générale, toutes les variables que vous utilisez
au cours d’'une démonstration doivent préalablement avoir été définies sans ambiguité.

Exemple. Soit f : R — R une fonction telle que, pour tout z,y € R,
fx+y) = f(z)f(y). Montrer que Vz € R, f(x) > 0.

Solution : Soit x € R. f(z) = f(§+ %)= f(%)* > 0.

o Lorsque R = [z € E, P(x)], la méthode directe consiste a construire un élément
x de E satisfaisant P(x). Cela nécessite de 'imagination et de la créativité. C’est
souvent un passage délicat dans une démonstration, mais cela participe a la “beauté”
des mathématiques. Dans ce contexte, on procede souvent par analyse-synthese (cf
ci-dessous).

On peut aussi raisonner par 'absurde, en supposant Vo € E, —(P(x)) et en recherchant
une contradiction. Il faut cependant que cette nouvelle hypothese se marie bien avec
les autres hypotheses.

Exemple. Soit x1,23 € Q avec 1 < x3.

Montrer qu’il existe x5 € Q tel que x7 < x9 < x3.

. x|+ T3 .
Solution : ©5 = 5 convient.

o Lorsque R = —(Vx € E, P(z)), on a vu que R est logiquement équivalente a
3z € E, =(P(z))], donc pour montrer R, on peut rechercher un = dans F tel que
P(x) est fausse. Dans ce contexte, = est appelé un contre-exemple du prédicat P(z).
Par exemple pour montrer que R # Q, c’est-a-dire =(Vx € R, z € Q), il suffit de
contruire un réel non rationnel. On verra que v/2 est un contre-exemple.

5.6 Existence et unicité

On suppose que R est de la forme R = [Jlz € E, P(z)].

Dans de nombreux exercices et problemes, ’énoncé d’une telle propriété se présente
sous la forme : “montrer qu’il existe z € E tel que P(z), puis montrer que x est unique”.
Sur le plan ontologique, tout objet mathématique est unique, mais ce n’est pas du tout
ce qui est demandé par 1’énoncé. La propriété “x est unique” dépend de P.

Eric Merle 32 MPSI2, LLG



Ensemble et logique 5 L’art de la démonstration

En mathématiques, I'unicité est toujours prononcée relativement a un prédicat. Par
exemple, 2 est I'unique entier premier et pair, mais 2 n’est pas l'unique entier pair
inférieur a 10.

o Pour montrer qu’il existe un unique x € E tel que P(x), il est souvent préférable
de séparer 'existence et 'unicité. Pour 'existence, on en a déja parlé, pour 'unicité, il
faut montrer que {x € E/P(z)} ne posseéde pas deux éléments distincts, par exemple
en supposant qu'il existe x,y € E vérifiant P(x) et P(y) et en prouvant que = = y.

Mais il y a d’autres méthodes :
— On peut montrer que {z € E/P(x)} est un singleton.
— On peut résoudre I'équation “P(z)” en 'inconnue = pour montrer qu’elle admet
une seule solution.
— On peut raisonner par analyse-synthese :

5.7 Démonstration par analyse-synthese

On a déja rencontré un tel raisonnement page 25, pour montrer que si P est une
partition d'un ensemble F, alors il existe une unique relation d’équivalence R sur F
telle que P = E/R.

Ce mode de raisonnement est envisageable lorsque R est de la forme [z € E, P(z)].
Il se décompose en deux parties :

o L’analyse : on suppose qu’il existe x € E tel que P(x).

C’est a priori tres étrange, car on suppose justement ce qu’il faut démontrer !

A partir du fait que z vérifie x € E et P(x), on cherche a préciser x, en montrant que
x est nécessairement de la forme y(t), ou ¢ est un parametre et ot pour tout ¢, y(t) est
parfaitement définie.

Il est fréquent que 'analyse conduise a une seule valeur possible pour x.

o La synthése : On cherche pour quel(s) ¢ la quantité y(t) vérifie P(y(t)).

Remarque. Le raisonnement par analyse-synthese est bien adapté pour démontrer
une propriété d’existence et d’unicité de la forme [z € E, P(z)] : la partie analyse
doit mener a une unique solution y possible, ce qui prouve l'unicité sous condition
d’existence puis la partie synthese prouve que y est bien solution, donc elle établit
I’existence.

Exemple. Montrer que toute fonction de R dans R se décompose de maniere unique
en la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Solution :

Soit f une fonction de R dans R.

Analyse : Supposons qu’il existe deux applications p et ¢ de R dans R, respectivement
paire et impaire, telles que f = p + 1.

Pour tout x € R, f(x) = p(x) +i(x) et f(—z) = p(x) — i(x), en sommant et en
retranchant ces deux égalités, p(z) = 2(f(z) + f(—2)) et i(z) = L(f(z) — f(—2)).
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Ainsi, sous condition d’existence, il y a unicité de 'écriture de f comme somme d’une
fonction paire et d’'une fonction impaire.

Syntheése : Posons pour tout z € R, p(z) = 3(f(z)+ f(—x)) et i(z) = 5(f(x) — f(—x)).
p et i sont des applications de R dans R. On vérifie qu’elles sont respectivement paire
et impaire et que, pour tout x € R, p(x) +i(x) = f(z).

5.8 Inclusion entre ensembles

¢ Pour montrer que A C B, on peut “passer aux éléments”, c’est-a-dire montrer
que Vr € A, © € B. On commence donc par écrire “soit © € A”, puis on cherche a
démontrer que = € B.

Exemple. On pose A = {k(kT’Ll)/k € N}. Montrer que A C N.
o Lorsque R <= [A = B], ou A et B sont deux ensembles, on peut regarder R comme
la conjonction de A C B et B C A.

5.9 Démonstrations par récurrence

On a vu précédemment que :

Principe de récurrence 1 : Soit R(n) un prédicat sur N.

Si R(0) est vraie et si pour tout n € N, R(n) implique R(n + 1),
alors pour tout n € N, R(n) est vraie.

Remarque. On montre ainsi que : Vn € N, R(n). Mais bien entendu, ’assertion
R(n) ne commence pas par Vn.

I1 arrive que le prédicat R(n) ne soit défini que pour n > ng, ot ny € N*, ou bien qu’il
soit faux pour des valeurs inférieures. On peut généraliser le principe de récurrence a
cette situation :

Principe de récurrence 2 :

Soit ng € N*. Soit R(n) un prédicat défini pour tout entier n > ny.

Si R(ng) est vraie et si pour tout n > ng, R(n) implique R(n + 1),

alors pour tout n € N tel que n > ng, R(n) est vraie.

Démonstration.
On pose S(n) = R(n+ng) et on applique le principe de récurrence 1 au prédicat S(n).
]

Exemple. Pour n € N, comparer n? et 2".

On peut aussi énoncer des principes de récurrence sur [n, m] :

Principe de récurrence ascendante finie : Soit n,m € N avec n < m.
Soit R(k) un prédicat défini pour k € [n,m].

Si R(n) est vraie et si pour tout k € [n,m — 1], R(k) implique R(k + 1),
alors R(k) est vraie pour tout k € [n,m].
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Démonstration.

Raisonnons par I’absurde en supposant que {k € [n,m]/=(R(k))} est non vide. Alors
cet ensemble d’entiers possede un plus petit élément, noté k.

ko > n, car R(n) est vrai, donc kg — 1 € [n,m — 1] et R(ko — 1) est vraie. Alors d’apres
les hypotheses, R(kg) est également vraie, ce qui est faux. O

Principe de récurrence descendante finie : Soit n,m € N avec n < m.

Soit R(k) un prédicat défini pour k € [n, m].

Si R(m) est vraie et si pour tout k € [n+ 1,m], R(k) implique R(k — 1),

alors R(k) est vraie pour tout k € [n,m].

Démonstration.

Adapter la démonstration précédente. O

Principe de récurrence forte :

Soit ny € N. Soit R(n) un prédicat défini pour tout entier n > ny.

Si R(ng) est vraie et si pour tout n > ng, [Vk € {nyg,...,n}, R(k)] implique R(n + 1),
alors pour tout n € N tel que n > ng, R(n) est vraie.

Démonstration.

On pose S(n) = [Vk € {no,...,n}, R(k)] et on utilise le principe de récurrence 2. 0

Exemple. Tout entier naturel n > 2 se décompose sous la forme d’un produit de
nombres premiers.

En effet, notons R(n) cette propriété et montrons-la par récurrence forte.

R(2) est évidente car 2 est premier.

Soit n > 2. On suppose R(k) pour tout k € {2,...,n}.

Si n + 1 est premier, c’est bien un produit de nombres premiers.

Sinon, il existe d ¢ {1,n+ 1} tel que d|n + 1. Il existe donc d’ € N tel que n+ 1 = dd'.
d#0etd #0. Alors d > 1,donc d < dd =n+1.

De plus, d < dd' =n+1etd+# n+1, donc d < n. On peut donc utiliser R(d) et R(d')
ce qui permet de conclure.

On démontrera dans le cours d’arithmétique que cette décompostion est unique.

Exemple. Le raisonnement suivant comporte heureusement une erreur. Laquelle ?
Pour n € N*, notons R(n) la propriété suivante : n droites quelconques du plan sont
toujours deux a deux paralleles.

Initialisation : Pour n = 1, on a bien R(1).

Hérédité : Soit n > 1 tel que R(n).

Considérons n + 1 droites du plan, notées Dy, ..., D,.1.

D’apres R(n), les droites Dy, ..., D,, sont deux a deux paralleles.

Toujours d’apres R(n), les droites Do, ..., D, sont deux a deux paralleles.

On en déduit R(n + 1).

D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N*, n droites du plan sont toujours 2
a 2 paralleles.

Solution : R(1) est vraie et le raisonnement utilisé pour montrer que
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R(n) = R(n+1) est vrai, mais seulement lorsque n > 2, par transitivité de la relation
de parallélisme.

Cependant, on n’a jamais démontré R(2), qui bien sur est fausse. C’est donc l'initiali-
sation de la récurrence qui est incorrecte.

Ceci montre combien 'initialisation est importante. Pour éviter ce type d’erreur, il est
bienvenu de vérifier qu’a partir de I'initialisation, on peut effectivement faire fonctionner
I'itération pour montrer la propriété sur les premieres valeurs de l'entier n.

Principe de récurrence double :

Soit ng € N. Soit R(n) un prédicat défini pour tout entier n > ny.

Si R(ng) et R(ng+ 1) sont vraies et si

pour tout n > ng, [R(n) A R(n+ 1)] implique R(n + 2),

alors pour tout n € N tel que n > ng, R(n) est vraie.

Démonstration.

On pose S(n) = [R(n) A R(n+ 1)] et on utilise le principe de récurrence 2. O

Exemple. Considérons la suite (u,),en définie par : ug = 2, u3 = 5 et, pour tout
n €N, Uyio = DUy — 6Uy,.

Montrer que, pour tout n € N, u,, = 2™ + 3".

Solution : Pour tout n € N, posons R(n) : wu, = 2"+ 3™

Initialisation : On vérifie R(0) et R(1).

Hérédité : Soit n € N. On suppose R(n) et R(n + 1).

Ainsi, u, = 2" + 3" et U, = 2" 3L

Alors 1,9 = 5(27 4+ 37 — 6(2" + 3") = 27(10 — 6) + 3™(15 — 6), d’olt R(n + 2).

Principe de la descente infinie : cf page 23.

6 Résoudre et rédiger un probleme

Bien que les correcteurs de concours soient relativement indulgents, il y a un minimum
de regles a respecter et quelques conseils a suivre.

6.1 Les préalables

— Pour appliquer correctement le cours, il est indispensable de connaitre précisément
les énoncés des résultats du cours, et d’en maitriser le vocabulaire.

— Il faut bien str dormir suffisamment avant les épreuves.

— Prenez de quoi vous alimenter pendant les épreuves (du sucre notamment).

— Une montre est indispensable pendant les devoirs surveillés (I'usage des smart-
phones est interdit).

6.2 Regles typographiques

— FEerivez a Uencre noire ou bleue.
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Laissez une marge a gauche d’au moins 4 cm.

N’utilisez pas I'effaceur ou le correcteur blanc sur de trop grande surface.

Faites figurer clairement les références des questions traitées.

Sautez une ligne entre deux questions.

Sautez une page (voire changez de feuille) entre deux exercices, entre deux par-
ties d'un probleme.

Respectez les notations de I’énoncé méme si ce ne sont pas celles auxquelles vous
etes habitué. N’hésitez pas, en revanche, a introduire des notations supplémentaires,
en les définissant clairement.

Une rédaction claire

Ecrivez lisiblement. Encadrez vos résultats.

Une rédaction mathématique est d’abord un texte en frangais; chaque phrase

doit posséder un sujet (clairement identifié), un verbe etc. Il faut faire des phrases

en bon francais, simples et claires.

N’hésitez pas a faire figurer de nombreux dessins, méme s’ils ne sont pas de-

mandés, a condition toutefois qu’ils soient en rapport avec la question posée.

Au cours des calculs, différenciez nettement les différents symboles utilisés ; par

exemple une écriture hative confond souvent “n” et “z”.

Lorsque le calcul est terminé, simplifiez au maximum le résultat obtenu, puis

encadrez-le.

Ne trichez pas dans un calcul; il est préférable de donner son résultat, méme

s’il n’est pas correct et d’indiquer ce que devrait donner le calcul.

Dans vos démonstrations, on doit pouvoir distinguer du premier coup d’oeil :

— un résultat connu auquel vous faites référence, indiqué par “d’apres le cours”,
“d’apres le théoreme <nom>", “on sait que” etc.

— Tutilisation du résultat d’une question précédente, référencée par “d’apres la
question <numéro>", etc.

— un résultat déduit de vos raisonnements, qui doit étre précédé d’un “donc”,
d’un “d’ou”, d’'un “par conséquent”, d’un “il s’ensuit que”, etc;

— Une hypothese intermédiaire, repérée par “supposons que” etc.

— un résultat que vous allez démontrer, qui doit étre annoncé par un “Démontrons
que” , un “Il faut établir que” , etc.

— La conclusion d’une question, ou bien une conclusion intermédiaire, repérée
par “j’ai prouvé que”, “nous venons de montrer que 7 etc.

Il faut justifier chaque étape d’un raisonnement :

— en utilisant une hypothese de I’'énoncé;

— en citant un résultat obtenu dans les questions précédentes (méme si I'on
n’est pas parvenu a le démontrer) ;

— en faisant explicitement référence a un résultat du cours dont il faut alors
vérifier soigneusement toutes les hypotheses.

Lorsque vous venez de trouver une solution, mais qu’elle vous parait tres com-
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6.4

pliquée, perdez encore une ou deux minutes a essayer de la simplifier.

Un peu de stratégie

Il est fréquent qu’'un probleme soit trop long dans le temps imparti. Il ne faut
donc pas chercher a traiter toutes les questions le plus vite possible. L’objectif
est de traiter des questions avec précision, clarté et rigueur. Ensuite bien str,
ce niveau de qualité étant compris, il faut en faire le plus possible.

Commencer par lire I’énoncé en diagonale : quelques minutes, pour prendre
connaissance des objets mathématiques manipulés par 1’énoncé.

Si vous détectez une question que vous connaissez, il faudra aussi lui accorder
du temps.

Notez au brouillon les contraintes horaires que ceci impose.

Avant d’aborder une nouvelle partie, refaites une lecture en diagonale de cette
partie.

Avant d’aborder le 2.a.1, il faut lire en détail I’énoncé de la question 2 et tenter
de comprendre ce qu’elle démontre.

Pour une bonne utilisation des feuilles de brouillon, éviter bien str de tout écrire
directement au propre et éviter également d’écrire tous les détails sur une feuille
de brouillon puis de les recopier. Le bon usage du brouillon se situe entre les
deux attitudes précédentes.

Distinguer les questions fermées des questions ouvertes.

Pour les premieres, comme la question posée donne précisément le résultat a
atteindre, c’est la justification de la réponse qui est importante et qui vous
apportera des points. Votre rédaction ne peut se limiter a “je suis d’accord avec
I’énoncé”, aussi triviale que soit la question.

Pour les questions ouvertes, il faut bien stir conserver une rédaction précise et
claire, mais avec un peu moins d’exigence, car dans ce cas, les points seront
surtout décernés en fonction de la justesse de la réponse.

Lorsque vous remarquez que vous étes en train de faire une erreur de calcul ou
de raisonnement, corrigez bien siir, mais ayez le réflexe de rechercher dans les
questions déja traitées si vous n’avez pas commis la méme erreur : il est en effet
tres fréquent de répéter plusieurs fois la méme erreur.

Cherchez chaque question en tenant compte des questions précédentes.
Lorsque la question posée vous résiste, consultez votre montre et accordez-vous
10 minutes de recherche. En cas d’échec, passez aux questions suivantes : les 10
minutes ne sont pas une perte pure, car elles vous auront permis de mieux vous
imprégner du sujet.

Si vous parvenez a résoudre les 2 questions suivantes, pensez a revenir quelques
secondes sur la question qui vous a résisté : vous aurez peut-étre alors la so-
lution, soit parce que les méthodes que vous avez utilisées pour les questions
suivantes s’adaptent, soit parce que les questions suivantes donnent des infor-
mations supplémentaires, soit enfin parce que votre cerveau a inconsciemment
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continué a travailler sur la question résistante.

Pendant les 10 minutes de recherche, consultez I’énoncé des questions suivantes.
Cela peut vous donner des informations tres pertinentes pour avancer.

En résumé, les questions sont a chercher dans I'ordre, mais devant une question
résistante, il ne faut pas hésiter a regarder plus loin, et/ou a revenir dessus plus
tard.

— Chaque partie d'un probleme est souvent largement indépendante des précé-
dentes. Les questions faciles se trouvent en général au début de chaque partie
et les questions difficiles a la fin. Si vous séchez sur les derniéres questions
d’une partie, passez donc a la partie suivante, apres avoir pris connaissance des
résultats démontrés dans les questions que vous ne traitez pas.
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