DM 4 : corrigé.

A) Les fonctions puissances

1°) Soit € R% et n € Z. On sait d’apres le cours de Terminale que In(z") = nlnz,
donc en passant & 'exponentiel, 2 = exp(In(z")) = exp(nlnz) = "%,

2°) Notons f I'application z — 2% = e*!®_ f est égale & la composée uov en posant
u=-exp et v=(r+—— alnz), donc f est bien dérivable sur R* en tant que composée
d’applications dérivables, et pour tout = € R,

f/(.’lf) — U’(;U)’U/,(U(QJ)) — gealnw — Oéefln(:r)ealn:p _ Oée(afl)ln:v’ donc f/(x) = ar® L.
T

dt 17z 1 T dt
30) SOlth]17+OO[/ = |:__i| :1_;7dOHC/ t_2 — 1.
1

1 t2 tl1 T—~400

4°) /ml%: [2\/5};:2—2\/5;?2.

5°)
o D’apres les questions précédentes on a immédiatement 1’existence des deux premieres
o oo dt Lat
intégrales avec — =1let — =2.
1t o Vit

o FEtudions d’abord le cas ol o = 1.

T dt oo dt
Pour tout = > 1, / — =1In(x) — +o0, donc / — n’est pas définie.
1 t =400 1 t

1 1
dt dt
De méme, pour tout x < 1, / e In(x) — +00, donc / n n’est pas définie.
T T 0
o Soit a € R avec o # 1.

l-o
D’apres la question 2, 'application ¢ — 1 est dérivable sur R et
-«
d g/t 1 1 e
—( ) = (7% = ¢t — = —, donc t — est une primitive de la
dt \1 — « ealnt o 1—a

1
fonction t — — sur R
tO{

Tt t—atlqz e(—a+1)lnm -1
o Soit z > 1. / — = [ } = —— . Lorsque z tend vers 400, cette
1 te 1—al1 1 -«
oo dt
derniere quantité converge vers un réel si et seulement si —a+ 1 < 0. Ainsi / o
1



Teedt 1

est définie si et seulement si o > 1 et dans ce cas, /
1

o a—1
1dt t—a—f—l 1 1_6(—a+1)1nm
o SoitaeRaveca%l.Soitaz<1./—:[ } = . Lorsque x
L 1—alz 11—«

tend vers 0, cette derniere quantité converge vers un réel si et seulement si —a+1 > 0.
1
dt 1

1
dt
Ainsi / o est définie si et seulement si o < 1 et dans ce cas,
0

B) Une intégrale doublement impropre

6°) f(z) est défini si et seulement si z > 0 et 1 —2 > 0, donc le domaine de définition
de f est |0, 1].

7°) Soit u € R. cosu = 0 <= u = § [r], donc le domaine de définition de tan est
D =R\ (5 +7Z).

En tant que quotient de fonctions dérivables, tan est dérivable sur D et, pour tout
cos’u — (—sinu)sinu 1

!/
u € D, tan'(u) = o = olu
8°)
o L'intégrale de I'énoncé, que l'on notera I(c), est bien définie car [3,sin”a] CJ0,1]
et f est continue sur |0, 1].
x

Posons J(z) = / f(t) dt, pour tout = €]0,1[. Ainsi J est dérivable sur ]0,1[ et

1

I(a) = J(sin® &), donc par dérivation d’une fonction composée, I est dérivable sur ]0, Z|
In(sin?

et I'(a) = 2cosasinaJ'(sin® a) = QCos&sina,“—?;), car sina > 0 et cosa > 0.

sin « cos? a

41nsin
Ainsi, I'(a«) = ————, or I’ étant continue,

cos? a . ‘
41Insinu

I(a) = 1(%) +/a I'(u) du, done I(a) :/ SR

. = cos? u

¢ En intégrant par parties, d’apres la question précédente,

I(a) = [4(lnsinu)tanu]i —/ dtanu 2l gy = Atanalnsina + 2n2 —4(a — %)

x sinu
4 1
Finalement, /(a) = 4(tan a) In(sina) — 4a 4+ 2In 2 + 7.
Int—In1l
9°) Par définition de la dérivée de In en 1, nt—ln — In’(1) = 1. Or,
— —
sin a
4(t In(si =2 In(sin?
(tan o) In(sin «) — n(sin® «r)
_ 2sina ln(sir‘122oz) | sin )
cosa 1l —sin” a )
In(si
= 2sin acos aw’
1 —sin”«

donc par composition des limites, 4(tan o) In(sin ) — 0.
a—3



sin?(a)
On en déduit que/ f(x)dr — =27 +2In2+7=2In2 — 7.
1

a—=%
2

10°) Soit z €]0,1[. D’apres l’énoncé x = sin®(arcsin(y/7)) et d’apres la continuité de
arcsin, arcsin(y/x) — arcsin(l) = %, car sin(§) = let § € [-5, 7]

A nouveau par composition des limites, on en déduit que

x [sin(arcsiny/z)]?
/ F(t) dt = / (1) dt —s —7 +2In2,
1 1 z—1
2 2

1

1
Ceci montre que / f(z) dz est bien définie et que / f(x) de = —m+2In2.
1
3

N

11°) Lorsque «a €

—

0, %[, le calcul de la question 8 reste valable. Ainsi,

f(z) de = —(4(tan o) In(sina) — 4o + 2In 2 + 7).

sin? o
sin(a) In(sin(a))
cos(a)
rlnx — 0, donc sin(«) In(sin(a)) — 0, puis tan « In(sin o) — 0. On en déduit que
r—r a— a—r

tan o In(sina) = , or sinaw — 0 et d’apres les croissances comparées,
a—0

1

3
/S f(x) dajm—2ln2—7r.

in? a

! 1
2 bl
De méme qu’en question 10, / F(t) dt = / 0 dh s 2me, e
v [sin(arcsiny/T)]? 2—0
arcsin(0) = 0.

1 1
3 3
On a ainsi montré que / f(z) dx est bien définie et que / f(z) de =—-2In2 — 7.
0

12°) D’apres 1'é enonce

/Cg(t) dt+/ ) dt —hm/ dt+11m/
a —iliri(/ dt+hm/
~tininy ([ oty at+ [ <>dt),

donc d’apres la relation de Chasles pour les intégrales ordinaires,

c b Y
/ g(t) dt —|—/ g(t) dt = lim lim (/ g(t) dt), ce qui permet de conclure car cette

z—a y—b
derniere quantité ne dépend pas de c.

Inz ——— dx est bien définie

\/_1—x2

13°) D’apres les questions précédentes, avec ¢ =

Inz
et \/_ ! — dr = —27.
_:L‘ 2

MIH



C) Un peu de théorie

14°)
o f étant continue, elle possede une primitive que 1’on notera F.
b

Alors / f(t) dt = F(b) — F(x). F est dérivable, donc elle est continue en a.

Ainsi, }?’(m) — F(a) ce qui prouve que
Tr—a

[ 0 at=F o)~ F@) — F0) - @) = [ 10 a

De méme, on montre que / f(t) dt — / f(t) dt
a Tr—a a
b
Cela signifie que la définition de f(t) dt donnée apres la question 4 est cohérente

avec la notion usuelle d’intégrale.

sint sint
o OnavuqueT—>1 doncsﬂonposef()—TpourteR* et

= 1, on définit une application f continue de R, dans R. D’apres ce qui précede,

t
/ f(t) dt — / f(t) dt, donc / sint dt — / f(t) dt, ce qui prouve que
0

z—0

t
/ ﬂ dt est bien définie.

xT

15°) Posons, pour tout = € [a,b], F(z) = / f(t) dt.

F'(x) = f(z) > 0, donc F est croissante. Alors, d’apres le théoreme de la limite
monotone, il existe L € R telle que F'(x) — L si et seulement si ’application
T—

xT
T — / f(t) dt est majorée, ce qu’il fallait démontrer.

16°)
o D’apres la question précédente, il existe M € R tel que, pour tout z € [a,b],

/ f(t) dt < M. Par croissance de U'intégrale, on en déduit que pour tout = € [a, b,

/ g(t) dt < / f(t) dt < M, donc l'application x — / ) dt est majorée, or pour

b
tout ¢, g(t) > 0, donc toujours d’apres la question précédente, / g(t) dt est définie.
a

| cost] 1

+oo 1
< —, or d’apres la question 3, — dt est
S P a /1 2

o Pour tout ¢t € [1,4+00[, 0 <

0 | cos |

2 dt est définie.

définie, donc /

1
17°)

o Soit ¢t € [a,b]. Supposons d’abord que f(¢)
f~(t) =0, donc [f()] = f7(t) + f(¢) et f(t) =

4

?Amwﬂ>=ﬂo=mma

>
fr@) = ().



De méme, si f(t) <0, alors f~(t) = —f(t) = |f(t)| et fT(¢t) =0,

done [f(t)] = f7(t) + f7(t) et f(t) = f*(t) — f~ (D).

En conclusion, f = f*— f~ et |f|=fT+ f.

o Onen déduit que f*=1(f+|f]) et f~ = 3(|f|— f), donc fT et f~ sont continues.
b

© Supposons que / |f(t)| dt est définie.

Pour tout ¢ € [a, b\(,l 0 < fH(t) < fH(t)+ f~(t) = |f(t)|, donc d’apres la question
b

précédente, / fT(t) dt est définie.

b
De méme, 0 < f~ <|f|, donc / f(t) dt est aussi définie. Alors, pour tout z € [a, ],

/a f(t) dt _b/a () at —/a f(t) dt — /a fH) dt —/a f(t) dt € R. Ceci

prouve que / f(t) dt est définie.

sint

“+oo
D) Calcul de / — dt
0
sint
18°) D’apres la question 14, / —— dt est définie, donc d’apres la question 12, il

0 sin ¢
suffit de montrer que / — dt est définie.
1

En intégrant par parties, pour x €1, +o0],

sint — COs t CoS t

on obtient / — dt = /

cos T cos T

’ ‘ < — — 0, donc d’apres le principe des gendarmes, — 0.

X X T—+00 X r—+00
+00 +oo
COoS t cost
D’apres la question 16, / | | dt est définie, donc d’apres la question 17, / 2
1 1

T 3 “+oo
t
est définie. On en déduit que smi dt — cos(1) — / ? dt, ce qu’il fallait
1

1 T—>+00
démontrer, car cette derniere quantité est réelle.

19°) Soit ¢ €]0, 7].
sin((2n + 1)t)
sint

=1+2 Z cos(2kt).
k=1

Pour tout n € N, notons R(n) I'assertion suivante :

n
Pour n = 0, une somme vide étant nulle, il s’agit de montrer que i 1, ce qui est

sin
vral. »
\ in((2n + 1)t
Pour n > 0, supposons R(n). Alors 1+ 2 Z cos(2kt) = M +2cos(2n+2)t,
sin
k=1

donc pour établir R(n + 1), il suffit de montrer que

5



sin((2n + 1)t) sin((2n + 3)t) ‘

() ; +2cos(2n + 2)t = ;
sin sin
Or (C) <= sin(2n + 3)t —sin(2n + 1)t = 2 cos(2n + 2)t sint, ce qui est vrai d’apres la
: : . a—b a+b
formule sina — sinb = 2sin cos —

sin((2n + 1)t)
sint

sin((2n + 1)t)

=142 Z cos(2kt) e 2n+1, donc I'application ¢ — v

k=1
se prolonge en une application continue sur [0, 7], notée g. Ainsi, de méme qu’en ques-

2 sin((2n + 1)t
tion 14, on en déduit que / w
0 sint

20°)

3
dt = / g(t) dt. Notons J,, cette intégrale.
0

D’apres la question précédente, et le fait qu’en ¢ = 0, 142 Z cos(2kt) = 2n+1 = ¢(0),
k=1

: 3 " rsin(2kt)1%
T = /0 (1 + 2Zcos(2k’t)> dt = g +2)° [Sm( )} * On en déduit que J, = Z.
k=1 k=1

2k 0

% sin(2n + 1)t

21°) < Posons I, = ;

0

in(2 1)t in(2 1)t

sin2n + 1) = sin(2n + 1) X (2n+1) — 2n+1, donc t —
t (2n+ 1)t t—0

en 0 en une application continue sur [0, 7].

dt, qui est bien définie car

sin(2n 4+ 1)t
———— se prolonge

™

2
I, —J,= / h(t)sin(2n + 1)t dt. h étant C!, on peut intégrer par parties :
0

—cos(2n + 1)t B cos(2n + 1)t
In—Jn:[ht } / B (t)—————— dt,
®) 2n+1 0+0 ®) 2n+1
1 s
donc I, — J, = /2 W' (t) cos(2n + 1)t dt, car cos(2n + 1)5 =0 et h(0) = 0.
2n+1 /o

VB

C
Alors, par inégalité triangulaire, |1, — J,| < 1 /0 \B'(t)| dt = CROEE ou C est

une quantité indépendante de n. Ainsi, d’apres le principe des gendarmes,
T

I, —J, — 0,or J,=7. Ceci démontre que I, — —.
n—+00 n—+oo 2

¢ Reprenons la fonction f définie a la fin de la question 14. f étant continue sur R,
elle possede au moins une primitive, que I'on notera F'.

d (F((2n+1)t) sin((2n + 1)t)
B\ 2n 1 (@n 1)) = F(@n+Dt) = =5 =
F((2 1 in((2 1
donc t — M est une primitive de ¢t — M, ce qui montre que
2n+1 (2n+ 1)t
F((2n+1)t)15 /<2”+1>’5
I,=2n+1 [—} = t) dt.
(2n+1) 2n+1 0 )
(2n+1)T -
On a donc montré que / f(z) dx At
0 n——+oo



(2n+1)T -
¢ On peut mettre ceci sous la forme / f(z) dx . 5 f(z) dz, or on
1 Yaen 0

a montré en question 18 qu’il existe L € R telle que / f(t) dt . L, donc par
1 r—r oo

zER

(2n+1)%
composition des limites, / f(z) dx - L, puis par unicité de la limite,
1 n—-+0o0o

neN
+oo

1
L= g - / f(z) dx. Mais par définition, L = f(t) dt, donc
0

1

1 +o00 +oo L; t
g = / f(z) dx + f(t) dt = / % dt (d’apres la question 12).
0 1 0



