DS 1 : Un corrigé

Le bareme comporte un total de 50 points.

Partie 1 : intégrales de fonctions a valeurs complexes (sur 12
points)

1°) (sur 2 points)

o Soit n € Z. Pour tout t € R, Re(e™) = cos(nt) et Im(e™) = sin(nt), donc d’apres
I’énoncé, les applications t — Re(e™) et t — Im(e™) sont continues. Ainsi, d’aprés
la définition de I’énoncé, I'application t — e est continue sur R.

2m 2m 2w
o D’apres la définition de ’énoncé, / e dt = / cos(nt) dt + i / sin(nt) dt.
0 0 0

sin(nt)}27r B i[M}ZW’

2
Lorsque n # 0, on obtient / e dt = [
0 n o n

2m
donc / e™ dt = 0 lorsque n # 0 .
0

2m
Lorsque n = 0, pour tout t € R, ¢ = 1, donc / e™ dt = 27 lorsque n = 0| .

2°) o (sur 2 points) Pour tout t € R, posons fr(t) = Re(f(t)) et fi(t) =Im(f(t)).
De méme, pour tout t € R, posons g, (t ) = Re(g(t)) et g:(t) = Im(g(t)).

Alors Re(f(t) +g(t)) = fr(t) + g-(t) et Im(f(£) + g(t)) = fi(t) + gi(t).

Ainsi, d’apres les théoremes usuels, ¢t — (f(t) + g(t)) est continue.
De plus d’apres la hnearlte des intégrales de fonctlons de R dans R,

[+t =/<fr<>+gr< Dt [0+ a0 a

— /a fr(t) dt+z’/abfl-(t) dt + /abgr(t) dt—i—i/abgi(t) dt)

b
= [ f@t)dt+ [ g(t) dt.
o (sur 1 point) Posons o, = Re(a) et a; = Im(a).
Alors Re(af(t)) = a, fr(t) — a;fi(t) et Im(af(t)) = . fi(t) + a;f.(t), donc toujours

d’apres la définition de ’énoncé, ¢t — af(t) est continue et




b b b
/ (af(t) di = / (o fo(t) — asfi(t)) dt +3 / (anfilt) + aufy (1)) dt
— (e tio) ([ F) i [ fi) )

3°) (sur 2 points) Soit n € N. Notons R(n) I’assertion suivante :
pour tous «y,...,a, € C, pour toutes applications continues fy,..., f, de I dans C,

t— i(akfk(t)) est continue de I dans C et /b i(akfk(t)) dt = i [ozk /b fr(t) dt} :
k=0 a p—0 k=0 a

La que;tion précédente prouve R(0).
Soit n € N. Supposons que R(n) est vraie.

Soit ag, ..., a1 € C et soit n + 1 applications continues fy,..., fnr1 de [ dans C.
Posons, pour tout ¢t € I, f(t) = Zakfk(t).
k=0
n+1
Alors, pour tout ¢ € I, Zakfk(t) = f(t) + apy1foi1(t), donc d’apres la ques-
k=0
n+1
tion précédente, t — Zak fr(t) est continue. De plus, toujours d’apres la question
k=0

p n+1

b b b
préCédentev Z(akfk(t)) dt = / (f(t)+an+1fn+1(t)> dt = / f(t)_H)énJrl / fn+1 (t> dta
k=0 a a a

a

p n+1 n b b
puis d’aprés R(n), / > (arful®)) dt = (Y |ou / fi(t) b)) + e / Fusa(t) dt,
@ k=0 k=0 a a
p n+1l n+1 b
donc / Z(akfk(t)) dt = Z [ak/ fr(t) dt]. Ceci prouve R(n+ 1), donc d’apres le
@ k=0 k=0 @

principe de récurrence, pour tout n € N, R(n) est vrai.
4°)  (sur 1 point) Soit P un polynéme a coefficients complexes. Il existe n € N* et
n
ag, . .., a, € C tels que, pour tout z € C, P(z) = Z ",
k=0

n
Alors, pour tout t € R, P(e?) = Zakeikt, donc t — P(e) est continue d’apres
k=0

2w 2r N n 27
les questions 1 et 3 et / P(e") dt = / Zakeikt dt = Zak/ e™* dt. Alors,
0 0 k=0 k=0 0

2
d’apres la premiere question, / P(e™) dt = 27may.
0



5°) (sur 1 point) On reprend les notations définies en début de question 2.
f@) _ f@®g(t) _ (fr(t) +ifi(8))(g:(t) = igi(t))

Alors, pour tout ¢ € I, = = )
gt) g2 g2 (t) + g7 (1)

Y _ EWe )+ EDe) O f0e) ~ A .
dore Re(m) = gmran - "lw) T gnrem A
d’apres le cours sur les fonctions continues de R dans R, les applications ¢t — Re (%)

o)

g9(t)
continue de I dans C.

)
g(t)

et t —> Im< ) sont continues. ce qui prouve que t — est une application

6°) o (sur 1 point) / f(t) dt est un complexe, donc il existe § € R tel que

/f t) dt = e” dt‘—/f e dt.

Prenons la partie réelle de cette égalité : ‘ / f(t) dt‘ = Re t) dt‘) = Re / f(t)e ™ dt).
b b b
¢ (sur 2 points) Or d’aprésl’énoncé,/ ft)e ™ dt = / Re(f(t)e™™) dt—i—z'/ Im(f(t)e ™) dt,
b ‘ b a ‘ a a
donc Re< / F(t)e ™ dt) - / Re(f(t)e™ ") dt.

b b
Ainsi, on a prouvé que ‘/ f(t) dt‘ = / Re(f(t)e ™) dt.

Soit z € C. Posons a = Rea(z) et b= Im(az).
Alors Re(z) = a < |a| = Va2 < Va2 + 1% = ]z\ donc par croissance de 'intégrale de

fonctions de R dans R, / Re(f(t)e ™) dt < / |f(t)e™™| dt (I'application

t— |f(t)e | est bien contlnue de I dans R, car pour tout t € I,

|f()*19|—|f I—\/Re )2+ Im(f(2))?).
dt‘—/Re( =) dt</ f(t)e | dt = /|f )| dt.

Partie 2 : intégrales sur le cercle unité (sur 12 points)

/f dt’ Alors d’

(sur 1 point) Soit f une application de U dans C telle que t — f(e%) est une appli-
cation continue de R dans C.

f@)

ie~?

Pour tout ¢ € [0,2n], f(t)ie® = -, donc d’apres la question 5, ¢ — f(t)ie” est

continue ce qui prouve que la définition de / f(2) dz est correcte.

7°) (sur 1 point) Par hypothése il existe n € N* et des complexes ay, . . ., a,, tels que,
pour tout z € C, f(z Zakz donc pour tout ¢t € R, e’ f(e') Zzake (k+1)t
k=0



27
Alors, d’apres la question 4, / ie f(e™) dt est bien définie et vaut 0. En conclusion,
0

on a montré que / f(z) dz=10].
U

N N N N N+1
8°) (sur 1 point) Soit N € N*. (1 —r) Zr" = Zfr” — Zfr”“ = Zr" — Z ",
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1
N N N
donc (1 —1) Z =0+ Z pt— Nt Z r" =1—r"*1 ce quiil fallait démontrer,
car 1 —r # 0. ’ " i

9°) o (sur 1 point) Soit z € U et N € N*. z, ¢ U, donc % # 1.
z

Ainsi, d’apres la question précédente,

N N
<ZO>" L= 1 1 1 1 (Zo)“+ 1 (%)
E —) = ——%— donc = - X = - E — ——z
z 1—2 7 z—z 2z 1—-2 2 z z1—2
n=0 z z n=0 z
1 N on (Z_O)N-‘rl
Ainsi, on a bien montré que = E 01 = .
zZ— 2 ’ Znt zZ— 2
n—=

o (sur 4 points) Soit t € R. D’aprés la question 2, les applications ¢t — ie' et
t — et — 2 sont continues de R dans C, donc d’apres la question 5, I'application

ie' dz
est également continue de R dans C. Ainsi, la quantité /
U — o

t —>

est

et — 2o
bien définie.

dZ 21 Z-eit dt 2 N izn iZN-i-le—iNt
Soit NV € N*. Alors = . = ( 0 4 0—> dt, puis
/ /o e — z /0 nz:% etnt et — zy P

U<~ 20
N 27 21 —iNt
dz . e dt
d’apres la question 3,/ = E zz{}/ e "™Mdt+ Ry, ol Ry = izé\”“l/ —
Ui = 0 o €¥—2
dz
D’apres la question 1, on en déduit que / = 2im+ Ry. De plus, d’apres la ques-
U<~ %

e—iNt

e'it —

2m 2m
dt
tion 6, |Ry| < |zO|N+1/ dt = |20|N+1/ ——— — 0, car |2] <1
0 0

et — zg| N—+oo

21 dt i
et car / 57— ne dépend pas de N.
o e — 2o

Ainsi, d’apres le principe des gendarmes, |Ry]| N—+> 0.
—+00

10°)  (sur 4 points)

On suppose maintenant que |zo| > 1. Adaptons la question précédente.

o Soit z€Uet N € N*. 25 ¢ Uet 29 # 0, donc = = 1. Ainsi, d’apres la question 8,
<0

N zZ \N+1 N zZ \N+1

no 1—(2 1 1 1 1 no 15
> (5) G e _ 1 L) G
20 1—-= Z— 29 zo 1— 20 “=4 \ 20

2 2 1—Z2
n=0 20 20 20




( )N+1
Ainsi == E n+1 .
Z — 20 zZ— 20

dz
o De méme que pour la question précédente, on montre que la quantité /

U%~?
bien définie. Soit N &€ N*. Alors

d 2m it gt 27 N jeint1)t et (N+2)t
- : — — + > dt, puis d’apres la
/U 2 — 20 /0 eit — 2 /0 < nz% 2[1)1+1 Z(J)\H—l(ezt — ) P p
2m Li(N+2)t gy

. 1
question 3, / =— E n+1 / gt + Ry, ot Ry = NI / o
U<~ %0 20 0 e" — 20

est

D’apres la question 1, on en déduit que / = Ry. De plus, d’apres la question

z—z
1 \N+L 27 dt . B
6, |Ry| < (—) / P — 0, car — < 1.
0

|20 et — zp| N—+oo |20]

dz
On en déduit donc que, lorsque |zp| > 1, / =0].
U< %0

Partie 3 : Etude d’un polynéme (sur 17 points)

11°) (sur 3 points) D est une application dérivable de R dans R et, pour tout t € R,
D'(t) = 12t* — 4t — 1. Le discriminant de ce polynome de degré 2 est
A =164 4 x 12 = 64 = 82, donc les racines de D’ sont

EEE S TS )
24 2 24 6
De plus, D(t) = t*(4 — 2% — 1512 + - — ), done D(t) o, oo et D(t) T T
On peut alors représenter le tableau de variations de D :
£l = -C %
D) - () - ) -«

P +oo
e /{- % )\:‘[5 )

On calcule D(3) = 4% — 27 — 3 + 1 =1 > 0, donc d’aprés le tableau de variations, D

s’annule une unique fois sur R en un réel z; €] — oo, —¢].

12°) o (sur 1 points) Soit z € C et n € N*. Alors
- 1

n n— n—1
(z—zl)z,zkz? 1—k sz+1z?—1—k_zzkz? k
k=0 k=0 k=0



or en posant h =k + 1, E ZRrl n—l=k — E 2
k=0 h=1

n—1
donc (z — z) E 2RIk = g A - g A AL
0

1

donc (z — z) E 2R TITR =

S >
|l

?r

o (sur 1 poin ) Soit z € C.
D(z) =D(z) = D(z)
=4(22 —23) —2(z2 = 22) — (2 — z1)
=(z—21)4(2%2+ 221+ 23) = 2(z + 21) — 1)
= (Z - Zl)P(Z)a
ou P est un polynome a coefficients réels de degré 2.
o (sur 3 points) Les racines de P sont des racines de D, donc P n’admet pas deux
racines réelles distinctes. Ainsi, en notant A son discriminant, A < 0. Posons § = v/—A
et notons
P=(zr—az*+bz+c).
—b+ 10 —b—10

et Z3 =

Alors on sait que les racines de P sont z5 =

Supposons que d = 0. Alors 25 = 23 € R et 2y esg une racine réellg de D,

donc z; = 25 = 2z3. Alors, pour tout t € R, P(t) = 4(t — z1)?,

puis D(t) = (t — z1)P(t) = 4(t — z1)3. En particulier, D'(t) = 12(t — z;)?, donc z; est
I'unique racine de D', ce qui est faux. Ainsi, § # 0.

Ainsi, z9 et z3 sont complexes, non réelles et distinctes, et z3 = Z3.

13°) (sur 2 points) Soit z € C tel que D(z) = 0. Supposons que |z| > 1.

On a 42® = 222+ 2—1, donc en passant au module et en utilisant 1'inégalité triangulaire,
423 < 2|22+ |2] + 1, or |z| > 1, donc 2|22 + |z| + 1 < 2|22 + |2|> + |2|> = 4|23

On en déduit que 4|z]> < 4|z] ce qui est impossible.

Ainsi, on a montré par 'absurde que |z| < 1, pour toute racine z de D.

14°) (sur 3 points) Soit z € C tel que D(z) = 0. On sait déja que |z| < 1. Supposons
que |z| = 1. Alors, en reprenant le raisonnement de la question précédente,
4 = |423] = 1222+ 2 — 1| < [22%] + |z — 1] < [22% + |2] + 1 = 4, donc toutes ces
inégalités sont des égalités. En particulier, |z — 1| = |z| + 1, donc on est dans le cas
d’égalité de I'inégalité triangulaire entre deux complexes. D’apres le cours de Terminale
(mathématiques expertes), z et —1 sont sur la méme demi-droite issue de l'origine. Or
|z] =1, donc z = —1. C’est impossible car D(—1) = —4 — 2+ 1 + 1 # 0. Ainsi, les
racines du polynome D sont des complexes z tels que |z| < 1.
150) o (sur 2 points) Soit # € R. 2cos § = ¢'s + e7'%, donc
cos 2 (26 2i0 _ e—gie) _9 - %(2649 — 20 4 9p—2i0 _ 67319) _9

= D 1psi0 (4310 _ 020 _ g0 4 1)

— —%(eie)_?’D(ew).



o (sur 2 points) D’apres la question précédente, pour tout 6 € R, D(e?) # 0,

donc 6 — cos 3(26’%"9—6’%”) —2 est une fonction de R dans C qui ne s’annule jamais.
Ses parties réelle et imaginaire sont clairement continues, donc elle est continue. De
méme, Papplication § — €32 est continue, donc d’apres la question 5, I est bien
définie en tant qu’intégrale entre 0 et 27 d’une application continue de R dans C.

o De plus, d’apres le calcul précédent,

27 -9 3510 do . .
I= /0 W = /Uf(z) dz, en posant, pour tout z € U, |f(z) = 1;?2) '

Partie 4 : fin du calcul (sur 9 points)

16°) (sur 3 points) Pour tout n € N, notons R(n) l'assertion suivante : il existe un
polynome P, a coefficients réels et 3 réels a,, b, et ¢, tels que, pour tout z € C,

2" = Po(2)D(2) + anz® + bz + ¢y

Pour n = 0, on a 2° = 1 = 0.D(2) + 1, donc R(0) est vraie en choisissant P, = 0,
a0:0,bonet00:1.

Soit n € N. Supposons que R(n) est vraie. Soit z € C.

On a 2" =2 x 2" = 2P,(2)D(2) + an2® + b,22 + ¢cu2,

or 28 = 1(D(2)+22*4+2—1), donc 2" = (2P, (2)+ %) D(2)+ (% +b,) 22+ (%2 +¢, ) 2 — 22,
donc on a prouvé R(n+ 1) en posant P,11(2) = 2P,(2) + %, qui est bien un polynome

a coefficients réels, ’anﬂ =% 4 by, by = 2+ cpy et Cpg = — 22

17°)  (sur 3 points) Soit z € C\ {z1, 22, 23}. Soit ay,ay,ay € C. En réduisant au
A , . 251 Q2 a3 , N

méme dénominateur, + + est égal a

zZ— Z21 Z — 29 Z — Z3
a1(22 — (20 + 23)2 + 2223) + a2(2% — (21 + 23)2 + 2123) + as3(2? — (21 + 22)2 + 2122)
(2 — 21)(2 — 22) (2 — 23)
d’apres la question 12, D(z) = 4(z — z1)(z — 22)(2 — 23), donc ay, an, a3 conviennent
lorsque, pour tout z € C,
az? +bz+c =4[ (g + az+ az)?
—(041(22 + Zg) + 062(21 + 23) + Oég(Zl + Zg))Z
+Q1 2923 + v2123 + (32129 ]
Ainsi, pour que a1, as, ag conviennent, il suffit qu’ils soient solution du systeme suivant :
o)+ o+ oz = %
(S) : S on(zo+ 23) + o(21 + 23) + as(z1 + 22) = =2
(12923 + 22123 + 32122 = §
Notons (1), (2) et (3) ces trois équations.
Notons (1)’ I'équation (27 + z2)(1) — (2),
cest-a-dire (1) 1 aq(z1 — 23) + a2 — 23) = (21 + 22)% + &
et de méme, notons (2)’ 'équation z;29(1) — (3),
c’est-a-dire (2)" : a12(21 — 23) + 2122 — 23) = 21225 —
Comme (2) = (21 + 22)(1) — (1) et (3) = z122(1) — (2)’,
on voit que (5) < ((1),(2)’,(1)).
Or (1)'z1 — (2)’ donne (21 — 22) (21 — 23) = 21((21 + 22)2 + 2) — 21209 + &.

)

[

7



Or (21 — 22)(21 — 23) # 0, donc
Zl((Zl + Zz)% + g) - 2122% + ch

a1 =
(21 — 22)(21 — 23)
(S)<:> o . —Q1<21—23)+(21+22)%+§
2 %2 — %3

a3 = % — 1 — Q.

Ceci prouve que le systeme () possede un triplet solution («y, ag, a3), pour lequel on
az? +bz+c aq g a3
a donc que, pour tout z € C\ {21, 29, 23}, = .
qaue, p \ Az, 2} D(z) z—2z1 z—2zy zZ—23

18°) (sur 3 points)

240
D’apres la question 16, pour tout z € U, f(2) = 2iPay(2) + 9;234% —;)<34)Z + 634, donc,
z

en utilisant la définition de / f(2) dz et la question 2,
U

2
a342” + bgyz + ¢ N : i
34 34 Mz D’apres la question 7, le premier terme

I= 2@'/ P34(2) dz+2i/U D(z)

U
est nul. De plus, d’apres la question précédente, il existe des complexes aq, as, ag tels
2
azq2” + bsgz + ¢ « « «
que (C) 3 3 M LI 2 423 Or 21,29 et z3 ont tous un
D(z) Z2—21 Z—2 Z—23

module strictement inférieur a 1, donc d’apres la question 9,
I =21 x (2im) X (o1 + as + ag).
Dans la condition (C'), on remplace z par t € R et on multiplie par ¢ :

a34t3 + b34t2 + c34t ot n ol ozt | Séerit . " 7& 0
= , CE€ qul s ecrit aussi, pour .
4t3—2t2—t—|—1 t—Zl t—ZQ t—Zg q p
agy + baag + Caags e Qi a3

= + +
1 1 1 F1 Z 23 )
-2 g+d 1-F I-FT1-%

a
donc en faisant tendre ¢ vers +oo, on obtient que % =y + g + as.

1011 232
Finalement, I = —mwagy = QTlﬂ et il est bien vrai que — 1 = 2022.
T



