DM 5. Enoncé

Probleme 1 : une intégrale dépendant d’un parametre.

Lorsque b € R et t € RY, on pose th = ebInt,

De plus, on convient que, pour tout b > 0, 0° = 0 et que 0° = 1.
Ainsi, pour tout b € R, 'application ¢ — t° est définie et continue sur R,. On ne

demande pas de le démontrer.
1
dt
wl) = /0 14tz

1°) Calculer ¢(0), ¢(1) et ¢(2).

2°) Sans utiliser de dérivée, montrer que ¢ est croissante sur R,

On pose, pour tout z € R,

3°) Soit z,y € R, avec x < y. Montrer que
1
o) = el < [ @ -t <y
0

4°) En déduire que ¢ est continue sur R, c’est-a-dire que,
pour tout x € Ry, ¢(y) — ¢(x).
y—x
5°) Montrer que, 1 — p(z) - 0.
T—r+00

6°) Pour tout x > 0, montrer que

()—1+ /1 tm dt
(,013—2 I0(1+t$)2.

7°) Montrer que ¢ est dérivable en 0 et que ¢'(0) = 1.

8°) Esquisser I'allure du graphe de .

9°) Donner un équivalent simple de ¢(x) — 1 lorsque x tend vers +o0o, c¢’est-a-dire une
pla) -1

fonction f(x) simple telle que F@) e



Probléme 2 : 7 est irrationnel.

Lorsque (z,)nen est une suite de réels, on admettra la définition suivante : la suite
(n)nen tend vers le réel £ lorsque n tend vers +oco si et seulement si

Ve>0, INEN, VYn> N |z, — (| <e.

Dans ce cas, on note x, — /.
n—-+0o

Soit 7 € Q\ (5Z). On pose r = ¢ avec a € Z et b € N*.

On souhaite montrer que tanr est irrationnel. Dans ce but, on raisonne par 1’absurde
en supposant que tanr = § avec p € Z et q € N*.

Pour tout n € N et x € R, on pose
_12 b2n
fn(x)—ﬁ( ax — bx”)".

On pose également, pour tout n € N,
2r
I, :/ fo(z)sinzx dz.
0

1°) a) Déterminer le minimum et le maximum de la fonction f; entre 0 et 2r.
b) En déduire que I,, — 0.

n—-+4o0o

2°) a) Calculer [ en fonction de sinr.
b) Calculer I; en fonction de a, b, sinr et cosr.

2r
3°) a) Montrer que, pour tout n > 2, I,, = — f/(z)sinx dx.
0

b) Montrer que, pour tout n € N, ., = 4a*f,, — (4n + 6)bf,11.

c) Montrer que, pour tout n € N, il existe a,, b, € Z tels que

I, =2(a, cosr + b, sinr)sinr.

I,
4°) a) Montrer que, pour tout n € N, q_ € 7.
sin(2r)

b) En déduire une contradiction.

5°) En déduire que 7 est irrationnel.
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Probleme 3 : Calcul de Z — lorsque z est un entier pair.

n
n=1

On définit la suite d’applications (P, ),en+ par récurrence, en convenant que, pour tout
r eR,

et que, pour tout n € N* et x € R,
T T ]32 1
Poii(z) = / LR (1)t — o / Pu(t)dt + % / Po(t)dt.
0 0 0

1°) On rappelle qu'une application f de R dans R est polynomiale si et seulement si il

existe N € Net ag, ...,an € R tels que, pour tout x € R, f(z) = ag+ayz+---+ayz?.

Montrer que les applications P, sont polynomiales.

1

2°) Pour tout n € N*, on note m,, = / P,(t)dt.
0

Calculer my et mo.

3°) Soit n € N*. Calculer P/, et P, en fonction de P, et de m,,.
neN*

1
4°) Soit k € N*. Montrer que la suite ( / P,(t) cos(lmrt)dt) est géométrique.
0

1
2(km)n

1
En déduire que, pour tout n € N*| / P,(t) cos(kmt)dt = —
0

5°) Soit n € N*.

a) Expliquer pourquoi il existe une application polynomiale @,, telle que, pour tout
teR, P,(t) =tQ,(t).

b) Montrer que, pour tout N € N*,

N 1 1 N
Z = —7r2"/ Qn(t) Z 2t cos(kmt) dt.
k=1 0 k=1

6°) Pour tout ¢ €]0, 1], on pose f(t) =

a) Déterminer un réel ¢ tel que f(t) 2 l.
—
Pour la suite, on pose f(0) = ¢, si bien que f est maintenant une application continue
de [0, 1] dans R.
b) Montrer qu’il existe une application n de R dans R telle que pour tout x € R,
cos(x) = 1+ an(x) avec n(x) — 0.
T—
On admettra pour la suite qu’il existe une application ¢ de R dans R telle que pour
tout = € R, sin(z) = x + 2%¢(z) avec e(z) — 0.
T—
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c) Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer f’(0).
d) Montrer que f est de classe C'* sur [0, 1].

N
7°) a) Soit a € C et N € N. Montrer que (a — I)Zak =Vt - 1.

k=0
b) Soit N € N* et ¢ €]0, 1]. Montrer que
N N+1
Z eikﬂ't o SlIl( mjﬂ-t) e’iﬂ't%.
prd sin(%)

c) Montrer que, pour tout N € N* et t € [0, 1],
N
Z 2t cos(kmt) = —t + f(t) sin((N + %)Wt).
k=1

8°) Soit a,b € R avec a < b et soit ¢ une application de classe C' de [a,b] dans R.
Montrer que

/abgp()81n<(N+ Dt di — 0.

N—+o0

+o0 N
1
9°) Soit N*. O — = ( ) i cette limit iste.
) Soit n € n pose kgl 1o N—>+oo E si cette limite existe

+00 1
o 2n
Montrer que g Tan =m,7"".
k=1

+o0o +oo
1 1
En déduire les valeurs de E w2 et de g o
k=1 k=1
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