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Les nombres 1 Z

1 Z

1.1 Construction de 7Z

L’idée de départ pour construire Z est de dire qu'un entier relatif est une différence
de deux entiers naturels. Bien sur, si a,b € N, lorsque a < b, a — b n’est pas définie.
Aussi, pour a,b € N? quelconques, l'idée est de définir a — b sous la forme suivante :
a — b est égal au couple (a, b), mais en décidant d’identifier deux couples (a, b) et (¢, d)
lorsque a — b = ¢ — d. Pour le moment, cette définition est circulaire : elle définit a — b
en utilisant a —b. Mais a —b = ¢ —d <= a+d = c+ b (une fois Z construit), donc on
va dire que a — b est égal au couple (a,b), mais en décidant d’identifier deux couples
(a,b) et (c,d) lorsque a +d = c+b.

Définition. On définit la relation binaire R sur N? par :
Va,b,c,d € N, (a,b)R(c,d) <= a+d="0b+c.

Ainsi deux couples (a,b) et (c,d) sont en relation si et seulement si la somme des
“externes” a et d est égale a la somme des internes b et c.

Propriété. R est une relation d’équivalence.

Démonstration.

La réflexivité et la symétrie sont laissés en exercice.

Si (a,b)R(c,d) et (¢,d)R(e, f), alorsa+d=b+cet c+ f=d+e, donc

a+f+d= f+b+c=0b+d+e, ordest régulier donc a+ f = b+e. Ainsi, (a,b)R(e, f).
|

Remarque. Soit (a,b) € N2. Si 'on suppose Z construit, la classe d’équivalence de
(a,b) est 'ensemble des couples (c,d) € N? tels que ¢ — d = a — b, donc c’est la trace
sur N2 de la droite d’équation & —y = a — b (cf figure). La relation d’équivalence R
partitionne donc N? selon des demi-droites de pente 1.

Définition. On pose Z = N?/R.

i(a,b),(c,d) € Z, on pose (a,b) + (¢, d) 2 (a+c,b+d)

et (a,b) x (¢,d) 2 (ac + bd, ad + be).

On définit ainsi une addition et une multiplication sur Z.

@]

Remarques
¢ Le symbole 2 est utilisé lorsque 1’égalité est une définition, du terme de gauche par

le terme de droite.

o Une fois Z entierement construit, on se doute que (a,b) = a —b. C’est ainsi que l'on
devine les définitions de I'addition et de la multiplication :
a,b)+(c,d)=a—b+c—d=(a+c)—(b+d)=(a+c,b+d) et

(a,b) x (¢,d) = (a — b)(c — d) = (ac+ bd) — (ad + bc) = (ac + bd, ad + be).

—
~—

Eric Merle 1 MPSI2, LLG



Les nombres 1 Z

Démonstration.

o A priori, ces définitions ne sont pas recevables; pour 'addition par exemple, la
définition de (a,b) + (¢,d) ne peut dépendre que de (a,b) et (c,d), c’est-a-dire que
(a,b) + (c,d) doit étre une fonction f de (a,b) et (¢, d).

Il faut donc montrer qu’il existe une fonction f telle que, pour tout a,b,c,d € N,
(a+c,b+d)= f((a,b),(c,d)).

Supposons que f existe. Elle vérifie :

pour tout z,y € Z, f(z,y) = (a+ ¢,b+ d) des que = = (a,b) et y = (¢, d).

Donc si (a,b) = (a/, V') et (¢,d) = (¢/,d'), on doit avoir

(a+c,b+d)= f(z,y) = (a/ + 0+ d).

Réciproquement, supposons que (H) : Va,b,c,d,d’, b/, ,d € N,

[(a,b) = (', V)] AN(c,d) = (¢,d")] = (a+¢,b+d) = (a + 0 +d).

Alors on peut définir f par f(z,y) = (a + ¢, b+ d) pour n’importe quels a,b,c,d € N
vérifiant z = (a,b) et y = (¢, d).

En résumé, la définition de I'addition est correcte si et seulement si (H) est vérifiée.
Ici, il est simple de vérifier (H).

o On doit faire de méme pour la multiplication : on suppose que (a,b) = (a’, V) et
(c,d) = (c,d), c’est-a-dire que (1) : a+b =d +bet (2) : c+d =d+.

Alors (ac+bd,ad + bc) R (a’c +Vd,d'd+ bc), car

ac+bd+dd+bec=(a+V)c+ (b+ad)d= (" +b)c+ (a+b)d=ad+bc+dc+Vd,
et (dc+bd,d'd+bc) R (¢ +Vd,a'd +b¢), car

de+bd+dd+bcd =d(c+d)+b(d+d)=d(d+d)+V(d+c) =dd+Vc+dd+bd,
puis I'on conclut par transitivité de R. O

1.2 L’anneau 7Z

Propriété. L’addition sur Z vérifie les propriétés suivantes :
02 (0,0) est neutre : Ym € Z, m+0=0+m =m.

— Associativité : Vn,m,k € Z, (n+m)+k=n+ (m+k).

— Commutativité : Vn,m € Z, n+m =m + n.

— Tout élément possede un symétrique : Vn € Z, Im € Z, n+m = 0.
On résume ces propriétés en disant que (Z, +) est un groupe commutatif.
Il y a unicité du symétrique d'un élément n € Z. Il est noté —n.
Le symétrique de —n est n, i.e : —(—n) = n.
Démonstration.
Etudions seulement le symétrique : soit (a,b) € Z.
On a (a,b)+ (b,a) = (a + b,a + b) = (0,0) = 0, donc un symétrique de (a,b) est (b, a).
Unicité du symétrique : soit n € Z. Supposons que m et m’ sont deux symétriques de n.
Ainsi, m4+n = m/+n = 0. Alors m = m+0 = m+(m/+n) = (m+n)+m’ = 0+m’ = m'.
|
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Les nombres 1 Z

Propriété. La multiplication sur Z vérifie les propriétés suivantes :

— 1QMestneutre:Vm€Z, mx1l=1xm=m.

— Distributivité de la multiplication par rapport a ’addition :

Vn,m,p € Z, n(m+ p) =nm + np.

— Associativité : Vn,m,k € Z, (n xm) x k=n x (m x k).

— Commutativité : Vn,m € Z, n X m =m X n.
On résume ces propriétés et le fait que (Z, +) est un groupe commutatif en disant que
(Z,+, x) est un anneau commutatif.

Démonstration.
Exercice. O

Propriété. VneZ, —n=(—1) x n.

Vn,m € Z, (—n) x (—m) =n x m.

Démonstration. . L

Soit n € Z. Posons n = (a,b). On sait que 1 = (1,0),

donc (—1) x n=(0,1) x (a,b) = (b,a) = —n.

En particulier, avec n = —1, on obtient (—1) x (=1) = —(—1) = 1.
Soit nym €Z : (—n) x (—m) = (=1) x (=1) x n X m=n X m. O

1.3 L’ordre de Z

Ordre sur Z : On définit sur Z une relation d’ordre total en posant :
Va,b,c,d €N, (a,b) < (c,d) <= a+d<b+ec

Démonstration.

o Il faut d’abord démontrer que la condition a + d < b+ ¢ ne dépend que de (a, b) et
(¢,d), que c’est une fonction de ((a,b), (¢,d)) a valeurs dans {V, F'}.

Supposons que (a,b)R(a’, V) et (¢,d)R(c,d’). Ainsi, a+b =b+d et c+d = +d. Si
a+d<b+c alorsa+d+b+d <b+c+V+,doncb+a +d+c<b+c+b+:
il existe « € Ntel que b+c+ b0+ =a+b+d + d + c. Par régularité de b+ ¢, on
en déduit que @’ +d' <b + .

Par symétrie des roles joués par a,b,c,d et o', 0/, c, d,

on en déduit que a+d<b+c<=d +d <V + .

o Il faut ensuite montrer que “<” est bien une relation d’ordre : exercice. O

Compatibilité de la relation d’ordre avec I’addition :
Vao,y,a'y € Z, [z <y|A[2' <y]=a+2" <y+y.
Démonstration.

Exercice. O

Identification de N avec une partie de Z :
Notons f l'application de N dans Z définie par : Yn € N, f(n) = (n,0).
On vérifie que

— f est croissante : Yn,m € N, (n <m = f(n) < f(m)).

— [ est injective : Vn,m € N, (n #m = f(n) # f(m)).
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Les nombres 1 Z

— f(0)=0¢et f(1)=1.

— Vm,neN, f(m+n)= f(m)+ f(n).

— Vm,n € N, f(mn) = f(m)f(n).
Pour la suite, on identifiera tout entier n € N avec I’élément f(n) de Z. Ce “renommage”
des entiers naturels est compatible avec ’ordre naturel, ainsi qu’avec 1’addition et la
multiplication de N.
Les éléments de Z s’appellent les entiers relatifs.

Démonstration.

Soit n,m € N: f(n) < f(m) <= (n,0) < (m,0) <= n < m, donc f est croissante.
Si f(n) = f(m), alors f(n) < f(m) et f(m) < f(n), donc n < m et m < n, donc
n = m. Ainsi f est injective.

Les autres propriétés sont simples a vérifier. O

Définition. Lorsque n,m € Z, on pose n —m = n + (—m).

Remarque. Ainsi, pour tout a,b € N,

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) — (b,0) = f(a) — f(b) = a — b, apres identification.
Donc Z ={a—0b/ a,b € N}.

Compatibilité de ”—y” et de ”—7;” : sim,n € N avec n < m,

alors f(m —n) = f(m) + (—f(n)), donc apres identification, m —n = m + (—n).

Démonstration.
Dans N, posons a = m — n. On sait que m = n + a.
f(m) + (=f(n)) = (m,0) + (0,n) = (m,n), mais (m,n)R(a,0),
donc f(m) + (=f(n)) = (a,0) = f(m —n). O
Regle des signes :

— Vn€eZ n>0<«<=neN.

— VYn,m €Z, (In>0]A[m>0]) = nm >0.

— Vn€eZ, n>0<= —n<0. Ainsi, Z=NU(-N*).

sia>0, x<y=— ar < ay,

— Vo,p,0 €2, {siago, xﬁiﬁaxzaz.

Démonstration.

o Soit n € Z.

Sin €N, alors n = f(n) > f(0) = 0, car f est croissante et car dans N, 0 < n.
Posons n = (a, b) et supposons que 0 < n.

Alors b < a, donc n = (a —b,0) = f(a —b) € N.

Ainsi, n > 0 <= n € N.

o Soit n,m € Z.

Sin >0etm >0, nmé&N. Plus précisément, il existe h, k € N tels que n = f(k) et
m = f(h). Alors nm = f(hk) € N, donc mn > 0.

o Soit n = (a,b) € Z.n >0 <= b < a.

Par ailleurs, —n = (b, a) donc —n < 0 <= b < a. Ainsi, n > 0 <= —n < 0.

o Soit x,y,a € Z.

Supposons d’abord que a > 0 et z < y.
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Les nombres 1 Z

Alors0<aet0=2—z =2+ (—x) <y+ (—z) d’apres la compatibilité de la relation
d’ordre avec 'addition,

donc 0 < a(y + (—x)) = ay + (—1)az puis ax = 0+ ax < ax + ay — ax = ay.
Supposons maintenant que a < 0 et = < 3.

Alors —a >0 et y —x > 0, donc (—a) x (y —x) > 0. On en déduit que az > ay. O

Propriété. Toute partie non vide majorée de Z possede un maximum.
Toute partie non vide minorée de Z possede un minimum.

Démonstration.

o Soit A une partie non vide majorée.

Si ANN # (), alors ANN possede un maximum dans N : ¢’est le maximum de A.

Si ANN = (), posons —A = {—n/n € A}. C’est une partie non vide de N, donc elle
possede un minimum. On montre alors que — min(—A) est le maximum de A.

¢ Si maintenant A est une partie non vide minorée de Z, alors —A est non vide
majorée, donc elle possede un maximum. On vérifie ensuite que —max(—A) est le
minimum de A. O

Définition. Soit n € Z.
Le signe de n au sens large est
— 1 ou bien “positif” lorsque n > 0,
— —1 ou bien “négatif” lorsque n < 0.
Le signe de n au sens strict est
— 1 ou bien “strictement positif” lorsque n > 0,
— 0 ou bien “nul” lorsque n = 0,
— —1 ou bien “strictement négatif” lorsque n < 0.

Définition. Pour tout n € Z, on note |n| = max{—n,n}.
C’est la valeur absolue de n. |n| € N.

Propriété. Pour tout n € Z, n < |n|, avec égalité si et seulement si n > 0.
De plus |n|* = n?.

Propriété. Vn,m € Z, |nm| = |n||/m|.

Démonstration.
Considérer les quatre cas selon les signes de n et de m au sens large. O

Propriété. Z est un anneau integre, c¢’est-a-dire que, pour tout n,m € Z,
nm=0=[(n=0)V(m=0).

Démonstration.

Supposons que nm = 0. Alors 0 = |nm| = |n| x |m|, mais |n|,|m| € N, donc |n| = 0 ou
m| =0, puisn=0oum=0.0

Remarque. Soit D une partie de R contenant au moins 2 éléments.

L’ensemble des applications de D dans R, noté F(D,R), muni de I'addition et du
produit entre fonctions, est un anneau. Les éléments neutres sont respectivement 1’ap-
plication identiquement nulle et I’application constante égale a 1.
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Les nombres 1 Z

Cependant cet anneau n’est pas integre car on peut avoir fg = 0 alors que f # 0 et
g7 0.

Propriété. Soit n,m € Z2 nm > 0 si et seulement si n et m sont de méme signe au
sens large.

Démonstration.

<= résulte de la regle des signes.

Pour la réciproque, démontrons la contraposée : supposons que n et m n’ont pas le
meéme signe au sens large. Par exemple, n > 0 et m < 0. Alors nm < 0 d’apres la regle
des signes et nm # 0 car Z est integre. Ainsi, =(nm > 0). O

Propriété. Soit a,b,n € Z tels que an < bn.
Sin>0alorsa <betsin<0,alorsa>b.

Démonstration.
Soit a,b,n € Z tel que an < bn. Alors 0 < (b—a)n, donc n et b — a ont le méme signe.
i

Inégalité triangulaire : Vn,m € Z, |n+m| < |n|+ |m|, avec égalité si et seulement
si n et m sont de méme signe.

Démonstration.

Nous présentons une démonstration tres détaillée qui pourra ainsi s’adapter sans mo-
dification aux inégalités triangulaires dans Q et R.

o Lemme : Soit x,y € Z tels que x > 0, y > 0 et 22 < y?. Alors 2 < y.

En effet, raisonnons par 'absurde en supposant que z > y. Ainsi y < z et x # y.
Alors y.o < z.x et y.y < y.x, donc y? < 22, or 22 < y?, donc 22 = y°.

Ainsi (x 4+ y)(x — y) = 0, mais Z est integre et z # y, donc x + y = 0.

Alors 0 <x <x+y =0, donc z = 0. De méme y = 0, donc z = y ce qui est faux.

o Preuve : Soit n,m € Z.

In+ml? = (n+m)?=n?+m?+2nm < n?+m? + 2|n||m| = (|n| + |m|)>.

Le lemme permet de conclure.

Il y a égalité si et seulement si nm = |nm|, c’est-a-dire si et seulement si nm > 0, donc
il y a égalité si et seulement si n et m sont de méme signe. O

1.4 Les sous-groupes de Z

Division euclidienne dans Z : Pour tout a,b € Z avec b # 0, il existe un unique
couple (¢,7) € Z? tel que a = bg+ 1 et 0 <17 < |b|. ¢ et r sont appelés les quotient et
reste de la division euclidienne de a par b.

Démonstration.

¢ Pour 'existence, on utilise la division euclidienne sur N : Soit a,b € Z avec b # 0.
Premier cas : si a,b € N, c’est connu.

Second cas : supposons que b > 1 et a < 0. On sait alors qu’il existe ¢, € N tels que
—a=bg+ret0<r<b Ainsi,a =b(—q) —r.

Sir =0, on a lexistence. Sir > 0, alors a =b(—¢— 1)+ (b—7r)et 0 <b—1r <b.
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Troisieme cas : il reste le cas ou b < —1 : On applique les cas précédents en remplagant
a,b par a,—b : il existe ¢, tels que a = (=b)g+r =b(—q) +r et 0 <r < —b=|b|.
On a prouvé 'existence dans tous les cas.

¢ Pour I'unicité, on adapte la démonstration de la division euclidienne dans N :
Supposons qu’il existe ¢, 7 et ¢/, r’ des entiers relatifs tels que a = bg+r = bg' +r' avec
0<r<|bet0<7r" <]lb.

Alors |r—7'| = |bll¢g—¢'|- Siq # ¢, |¢g—¢'| > 1 donc |r —r'| > |b], ce qui est impossible
car —[b|+1<r—7" <|b|-1.0O

Définition. Une partie G de Z est un sous-groupe de Z si et seulement si
— G #£0,
— V(z,y) € G%, x+ye€q,
— VreG, —xed.

Exemples. Pour tout n € Z, nZ 2 {nz/x € Z} est un sous-groupe de Z.

Propriété. Soit G un sous-groupe de Z.
Pour tout n € Z et g € G, ng € G.
Pour tout g € G, gZ C G.

Démonstration.

Soit g € G.

G est un sous-groupe, donc il est non vide. Ainsi, il existe h € G.

Alors —h € G, puis 0 = h+ (—h) € G. Ainsi, 0.g =0 € G.

On montre ensuite par récurrence sur n que, pour tout n € N, ng € G.

De plus, pour tout n € N, (—n)g = —(ng), or ng € G et G est un sous-groupe, donc
(—n)g € G.O

Corollaire. Soit G' un sous-groupe de Z. Alors |1 € G <= G = Z|

Démonstration.
Siled, pour tout n € Z, n=n x 1€ G, donc G = Z. La réciproque est claire. O

Théoréme. Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les nZ, ou n € N.

Démonstration.

On a déja vu que les nZ sont des sous-groupes. Il s’agit de montrer que ce sont les
seuls : Soit G un sous-groupe de (Z,+). Si G = {0}, alors G = 0.Z.

On peut donc supposer que G # {0}. Ainsi, il existe x € G avec x # 0. Alors z et —z
sont tous deux dans G, donc G N N* est une partie non vide de N. Elle possede donc
un minimum noté a.

a € G, donc aZ C G.

Réciproquement, soit k£ € G. Ecrivons la division euclidienne de k par a : il existe
q,7 € Z tels que k =qa+r avec 0 < r < a.

—qa € G, k € G et G est un sous-groupe, donc r =k — qa € G,

mais 0 < r < a =min(G NN*), donc r = 0, puis k = qa € aZ.

Ainsi, G = aZ. o

Propriété. Une intersection non vide de sous-groupes de Z est un sous-groupe de Z.
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Démonstration.
Soit (G)rex une famille non vide de sous-groupes de Z (K peut étre de cardinal infini).
Montrons que G = ﬂ G est un sous-groupe de Z.

keK
¢ On a déja vu que tout sous-groupe de Z contient 0, donc 0 € G et G # (.

o Soit g,h € G. Soit k € K : g et h sont dans Gy et G est un sous-groupe donc
g+heGLet —g€ Gy Ainsi, g+heGet —ge G. O

Définition. Soit B une partie de Z. Le groupe engendré par B est 'intersection des
sous-groupes de Z contenant B. C’est le plus petit sous-groupe (au sens de 'inclusion)
contenant B. On le note Gr(B).

Propriété. Soient B et C' deux parties de Z telles que C' C B. Alors Gr(C') C Gr(B).
Propriété. Si B est une partie de Z,

n

Gr(B) = {Zaibi/n EN, (ay,...,an) €Z", (by,...,by) € B"}.

i=1

Démonstration.

Notons temporairement B’ = {Z abi/n €N, (ay,...,a,) €Z", (by,...,b,) € B"}.
i=1

n
Avec n = 0, par convention, Zaibi = 0, donc B’ # (. De plus, on vérifie que B’ est
i=1
stable pour 'addition et pour le passage a 'opposé, donc B’ est un sous-groupe de Z,
qui contient clairement B.
Enfin, si G est un sous-groupe de Z contenant B, il contient B’ car pour tout a € Z et
b e G, ab € G et car G est stable pour 'addition. O

1.5 Divisibilité

Définition. Soit n,m € Z. On dit que n divise m, que n est un diviseur de m, ou
encore que m est un multiple de n si et seulement si il existe k € Z tel que m = kn.
On note encore n|m car ¢’est compatible avec la relation de divisibilité définie sur N.

Propriété. Soit a,b € Z avec b # 0. Alors b divise a si et seulement si le reste de la
division euclidienne de a par b vaut 0.

Remarque. Tout entier relatif divise 0 mais 0 ne divise que lui-méme.
Remarque. Sin,m € Z, n divise m si et seulement si |n| divise |m| dans N.

Propriété. Soit a,b,c € Z.
— si bla, alors pour tout a € Z, b|aa.
— Sib|aectb|c alorsb]| (a+c).
— Sib|aetd] e, alors bd | ac.
— sib | a, pour tout p € N, b | a”.
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Propriété. Soit pe Net b,ay,...,a,,¢1,...,¢, € Z.

p
Si pour tout i € {1,...,p}, b| a;, alors b | Zciai.
i=1

Propriété. Pour tout (a,b) € Z2,
’a|b <= WL C aZ.‘

Démonstration.

Supposons que alb. Il existe m € Z tel que b = ma. Si bx € bZ,

bx = mazx = a(mzx) € aZ, donc bZ C aZ.

Réciproquement, supposons que bZ C aZ. En particulier, b € aZ, donc il existe m € Z
tel que b = ma. O

Propriété. La relation de divisibilité est réflexive et transitive.
Remarque. La relation de divisibilité n’est pas un ordre sur Z car —1|1 et 1| — 1.

Définition. Soit a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre eux (ou étrangers) si
et seulement si les seuls diviseurs communs de a et b sont 1 et —1.

Exemple. Deux entiers relatifs consécutifs sont toujours premiers entre eux.
Remarque. Soit a € Z. a est premier avec 0 si et seulement si a = +1.

Définition. Soit n € N avecn > 2 et aq,...,a, € Z.
— aq,...,a, sont deux a deux premiers entre eux si et seulement si, pour tout
i,j € {l,...,n} avec i # j, a; et a; sont premiers entre eux.
— ay,...,a, sont globalement premiers entre eux si et seulement si les seuls divi-
seurs communs de aq,...,a, sont 1 et —1.

Remarque. Lorsque ay,...,a, sont deux a deux premiers entre eux, ils sont globale-
ment premiers entre eux, mais la réciproque est fausse.

Par exemple, 6,10 et 15 sont globalement premiers entre eux, mais ne sont pas deux a
deux premiers entre eux.

Propriété. Soit p un nombre premier et a € Z.
Alors ou bien pla, ou bien p et a sont premiers entre eux.

Démonstration.

Supposons que p ne divise pas a et montrons que a et p sont premiers entre eux.

Soit d un diviseur commun de p et de a. Si |d| = p, alors p | a ce qui est faux, or d est
un diviseur de p qui est premier, donc |d| = 1. Ainsi, si d est un diviseur commun de p
et de a, alors d = +1. O

Propriété. Soit p € N\ {0, 1}. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. p est premier.
2. p est premier avec tout entier qu’il ne divise pas.

3. p est premier avec tout nombre premier contenu dans [2, \/]_7]]
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Démonstration.

1 = 2 résulte de la propriété précédente.

2 = 3, car si ¢ est un nombre premier différent de p, alors p ne divise pas q.

3 = 1 : Supposons que p n’est pas premier. Alors {a € [2,p — 1] / a|p} est non vide,
donc il possede un minimum noté q.

Si ¢ n’est pas premier, il existe a € [2,q — 1] tel que alg. Alors a divise p, ce qui
contredit la définition de ¢g. Ainsi, ¢ est premier.

Il existe r € N tel que ¢gr = p. Ainsi, r = § € [2,p — 1] et r|p, donc r > ¢. Ainsi,

p=rq > ¢* ce qui prouve que ¢ € [2,,/p]. O

Remarque. L’équivalence 1 <= 3 fournit un algorithme pour dresser la liste L des
nombres premiers inférieurs a un entier donné n :

Initialement, L = [2,n] et on positionne un curseur sur 2. On supprime de L les
multiples de 2, sauf 2, puis on déplace le curseur sur I'entier suivant de L : il s’agit de
3, car il n’a pas été supprimé. On supprime de L tous les multiples de 3, sauf 3, etc.
Ainsi, a chaque itération, on déplace le curseur sur le premier entier suivant qui est
encore dans L et 'on supprime de L tous les multiples du curseur, sauf le curseur. On
arréte I'algorithme deés que le curseur est strictement supérieur a /n.

Cet algorithme s’appelle le crible d’Eratosthéne.

Les nombres supprimés de la liste ne sont clairement pas premiers.

Notons p,, la h-ieme position du curseur. On montre par recurrence forte sur h que
LN[2,p,] = PN [2,ps]. En effet, si p, n’était pas un nombre premier, d’apres la
démonstration ci-dessus il admettrait un diviseur premier strictement inférieur, lequel
serait par hypothese de récurrence une position antérieure du curseur, donc p;, aurait
été supprimé de L.

Enfin, d’apres la proposition 3, les nombres situés au-dela de la derniere position du
curseur sont des nombres premiers.

Théoréme. P est de cardinal infini.

Démonstration.

Sinon, notons P = {py,...,p,} et posons N = p; x---xp,+1. N > 2, donc en reprenant
un argument de la démonstration précédente, le plus petit diviseur de N supérieur a 2
est premier. Notons-le p;. Alors p; divise N et p; divise p; X -+ X p, = N — 1 donc il
divise 1, ce qui est impossible. O

1.6 Congruence

Définition. Relation de congruence : Soit £ € Z. On définit la relation R de
congruence modulo k par : Vn,m € Z, n Ry m <= k|(n —m).

Ry, est une relation d’équivalence. On note souvent “z =y [k|” au lieu de x Ry, v,

et on dit que “x est congru a y modulo £”.

Démonstration.
Exercice. O
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Propriété. Soit a,b € Z avec b # 0 : il existe r € {0,...,|b| — 1} tel que a = r [b].
Démonstration.
r est le reste de la division euclidienne de a par b. O

Exemple. 31=5= -8 [13].

Notation. La classe d’équivalence de n modulo k est m = {n + kh/h € Z} 2 n+4kZ.
En particulier, 0 = kZ = {hk/h € Z}.

Compatibilités de la congruence avec ’addition et la multiplication :
Pour tout n,m, h,k € Z,

—n=mlk]=h+n=h+mlk] et

— n=m k] = hn = hm [k].

Corollaire : Va, b,k € Z, Vn €N, (a=b [k] = a" =b" [k]).

Petit théoréme de Fermat : (Admis pour le moment) Sip € P et a € Z,
(a # 0 [p]) = a?~' =1 [p|, donc dans tous les cas, a? = a [p].

Exercice.

¢ Montrer que tout entier est congru modulo 9 a la somme des chiffres de son
écriture décimale. En déduire que le produit de 859 par 4561 n’est pas égal a
3918899. Le procédé utilisé s’appelle la “preuve par 9”.

¢ Imaginer une “preuve par 117.

Solution :

o 10=1[9], donc pour tout n € N, 10" =1" =1 [9)].

859 = 4 [9], 4561 = 7 [9], donc 859 x 4561 = 1 [9], or 3918899 = 2 [9], donc le
résultat est faux.

o 10" = —1 [11], donc tout entier est congru modulo 11 a la somme alternée des
chiffres de son écriture décimale, en commencant par le chiffre des unités, compté
positivement.

859 =1 [11], 4561 = —4 = 7 [11], donc 859 x 4561 = 7 [11],
or 3918899 = —5 = 6 [11].

Définition. Soit zy € R. Pour tout z,y € R, on dit que x est congru a y modulo xg
et on note x = y [zo] si et seulement si il existe k € Z tel que x — y = k.
La relation de congruence modulo z( est une relation d’équivalence sur R, pour laquelle

la classe d’équivalence de z est = + 27 = {z + kxo/k € Z}.

Cette relation est compatible avec 'addition entre réels mais pas avec la multiplication
entre réels.

En trigonométrie, on utilise la relation de congruence modulo 27 ; formellement, un
angle est un élément de R/(= [27]).

Eric Merle 11 MPSI2, LLG



Les nombres 1 Z

1.7 PGCD

Définition. Soit (a,b) € Z?. aZ + VZ est le sous-groupe de Z engendré par {a,b},
donc il existe un unique d € N tel que aZ + bZ = dZ. On dit que d est le PGCD de a
et b. On note d = PGCD(a,b) = a A b.

Propriété. Soit (a,b) € Z*. a A b est un diviseur commun de a et b.

De plus, si d’ est un autre diviseur commun de a et b, alors d’ divise a A b.

Ainsi, pour la relation d’ordre de divisibilité dans N, a A b = inf|{]a|, |b|}.

C’est la raison pour laquelle a A b est appelé le plus grand commun diviseur de a et b,
ou, par abréviation, le PG CD de a et b.

Démonstration.

Posons d = a A b.

a=a.l+0b.0€ aZ+ bZ = dZ, donc a est un multiple de d.

De méme, on montre que b est un multiple de d.

Si d’ est un diviseur commun de a et de b, (a,b) € (d'Z)?, donc aZ + bZ C d'Z,
or d € aZ + bZ, donc d € d'Z, ce qui prouve que d’ divise d. O

Remarque. Lorsque a ou b est un entier relatif non nul, au sens de I'ordre naturel
sur N, a A b est aussi le plus grand diviseur commun de a et b.

Démonstration.

Soit a,b € Z tels que a ou b est non nul. Notons d = a A b.

Posons D = {k € N / (k|a) et (k|b)}. D est non vide et est majoré par max(|al,|b|),
donc on peut poser d’ = max<(D). Il s’agit de montrer que d' = d.

d e D, donc d < d.

d" € D, donc d'|d, or a ou b est non nul, donc aZ +bZ # {0}, donc d # 0. Ainsi il existe
k € N* tel que d = d'k, donc d > d'. Ainsi d=d'. O

Exemples.
— Aveca=15=3x5etb=6=2x3,aANb=3.
— 0A0=0.
— Pour tout a € Z, a A0 = |a|.
— Pourtouta € Z, aNl=1et aAa=|al

Propriété. a et b sont premiers entre eux si et seulement si a A b = 1.

Définition. Plus généralement, si k € N* et si ay,...,ax € Z, on dit que d est le
PGCD de ay, ..., ay si et seulement sid € Net dZ = a1Z+- - -+ axZ = Gr{ay, ..., ax}.
Alors d est un commun diviseur de ay, ..., a; et si d’ est un autre commun diviseur de
ai, ..., ax, alors d' divise d : d = inf {|a1|, ..., |ax|}.

Si B est une partie quelconque de Z, on dit que d est le PGCD de B si et seulement si
d € N et dZ = Gr(B). Alors d est un diviseur commun des éléments de B et si d’ est
un autre diviseur commun des éléments de B, alors d' divise d : d = inf|(|B|).

Remarque. PGCD(0) = 0 = inf|() = max|(N).
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Propriété. Soit k€ N, ay,...,a, € Zet he {1,... k}.
— Commutativité du PGCD :
PGCD(ay,...,ax) ne dépend pas de l'ordre de ay, ..., a.
— Associativité du PGCD :
PGCD(ay,...,ar) = PGCD(ay,...,an) N PGCD(api1,...,ax).
— Distributivité de la multiplication par rapport au PGCD : pour tout a € Z,
PGCD(aay,...,aa,) = |a|PGCD(ay, ..., a).
Démonstration.
¢ La commutativité est claire.
o Notons d = PGCD(ay,...,a), d = PGCD(ay,...,ap)
et d’ = PGCD(apy1,--.,ax). Alors
dZ =a\Z+ -+ aZ = (Z+ -+ apZ) + (ap1Z+ - - -+ apZ) = dZ + d"Z,
doncd=d Nd".
o Notons d = PGCD(ay,...,a;), d = PGCD(aay,...,aa;). Alors
dZ = (aa))Z+---+ («aay)

k
={> aab; [ bi,.... b €L}
=1

=a(mZ+ -+ aZ)
= a(dZ) = (ad)Z.

1.8 PPCM

Définition. Soit (a,b) € Z%. aZNbZ est un sous-groupe de Z, donc il existe un unique
entier naturel m tel que aZ N bZ = mZ. On dit que m est un PPCM de a et b et on
note m = a V b.

Propriété. Soit (a,b) € Z* a V b est un multiple commun de a et b, et si m’ est un
autre multiple commun de a et b, alors m’ est un multiple de a V b.

Ainsi, pour la relation d’ordre de divisibilité dans N, a V b = sup|{|al, [b] }.

C’est la raison pour laquelle a V b est appelé le plus petit commun multiple de a et b,
ou, par abréviation, le PPCM de a et b.

Démonstration.

Posons m =aVb. m € mZ = aZ NbZ C aZ, donc a divise m.

De méme, on montre que b divise m.

Si m’ est un multiple commun de a et de b, m' € aZ N bZ = mZ, donc m' est un
multiple de m. O

Remarque. Au sens de 'ordre naturel, le plus petit entier naturel commun multiple
de a et b est toujours 0. Cependant, lorsque a et b sont des entiers relatifs non nuls,

aVb=minc{k € N* / alk et b|k}.
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Démonstration.

Notons m = a V b.

Posons M = {k € N* / alk et b|k} et m’ = min<(M). Il s’agit de montrer que m’ = m.
a#0etb+#0,donc mZ = aZ NbZ # {0}. Ainsi m # 0, donc m € M puis m’ < m.
m’ € M, donc m|m/, or m’ # 0, donc il existe k € N* tel que m’ = km, donc m < m/.
Ainsi m =m/. 0

Exemples.
— Aveca=15=3xbetb=6=2x3,aVb=2x3x5=30.
— 0vO0=0.
— Pour tout a € Z, a V0 = 0.
— Pour tout a € Z, a V1 = |a|.

Définition. Plus généralement, si £ € N* et si ay,...,a; € Z, on dit que m est le
PPCM de ay,...,a; si et seulement sim € N et mZ = a1Z N -+ - N ag.

Alors m est un commun multiple de aq,...,a; et si m’ est un autre commun multiple
de ai, ..., ay, alors m’ est un multiple de m : m = sup|{|ail, ..., [ax|}.

Si B est une partie quelconque de Z, on dit que m est le PPCM de B si et seulement
sim e Net mZ = ﬂ bZ. Alors m est un multiple commun des éléments de B et si m/

beB
est un autre multiple commun des éléments de B, alors m’ est un multiple commun de

m : m = sup,(|B]).

Remarque. Dans ce contexte, on convient que si B = (), ﬂ bZ = 7, donc 1 est le
beB

PPCM de 0.

Ainsi, toute partie de N possede une borne supérieure et une borne inférieure pour la
relation d’ordre de divisibilité. On dit que I'ensemble ordonné (N, | ) est un treillis
complet.

Propriété. Soit k € N, ay,...,a, € Zet he {1,... k}.
— Commutativité du PPCM :
PPCM(ay,...,a;) ne dépend pas de l'ordre de ay, ..., a.
— Associativité du PPCM :
PPCM/(ay,...,ax) = PPCM(ay,...,a;) V PPCM(api1,...,ax).
— Distributivité de la multiplication par rapport au PPCM :
pour tout a € Z, PPCM («ay, . ..,aa,) = |o|PPCM(ay,. .., a).

Démonstration.

o La commutativité est claire.

o Notons m = PPCM(ay,...,ar), m' = PPCM(ay,...,a)

et m" = PPCM (apy1, - ..,a;). Alors

mL=aamZ0---NapZ = (mZN--NapZ) N (ap1Z N - NagZ) = m'Z N m"Z,

donc mZ = (m’ v m")Z.

¢ La derniere propriété est évidente lorsque a = 0. Supposons maintenant que o # 0.
Notons m = PPCM(ay,...,a;) et m' = PPCM («ay,...,aa). Alors

Eric Merle 14 MPSI2, LLG



Les nombres 1 Z

m'Z = [(aar)Z) N --- N [(aag)Z).

Soit x € m'Z : pour tout i € {1,...,k}, il existe b; € Z tel que z = aq;b;.

Soit i € {2,...,k} : aa1by = aa;b; et oo # 0, done arby = a;b;.

Ainsi a1b; € ;1Z N -+ - NagZ, puis © = aa by € a(aZN -+ NagZ), ce qui montre que
m'7Z C a(amZN---NapZ).

Réciproquement, si z € a(a1ZN- - NagZ), il existe y € a1ZN - - - NagZ tel que = = ay.
Pour tout i € {1,...,k}, il existe b; € Z tel que y = a;b;, donc z = aa;b; € aa;Z. Ainsi
x € [(ay)Z] NN [(aag)Z) = m'Z.

En conclusion, m'Z = a(a;Z N -+ - NaxZ) = a(mZ) = (am)Z. O

1.9 Les théoremes de ’arithmétique

Théoréme de Bézout. Soit (a,b) € Z2.
a et b sont premiers entre eux si et seulement si : J(u,v) € Z* ua + vb = 1.

Démonstration.

a et b sont premiers entre eux si et seulement si a A b = 1, donc si et seulement si
7 = aZ + bZ, or on a établi qu'un sous-groupe de Z contient 1 si et seulement si il est
égal a Z, donc a et b sont premiers entre aux si et seulement si 1 € aZ + bZ, ce qu’il
fallait établir. O

Théoréeme de Bézout (généralisation). Soit n € N avecn > 2 et ay,...,a, € Z.
ai,...,a, sont globalement premiers entre eux si et seulement si :
Juy, ... uy €72, ura + -+ uya, = 1.

Propriété. Soit (a,b) € Z?. Posons d = a A b.

Alors il existe (a/,b') € Z?, avec a' et b premiers entre eux, tel que a = a'd et b= Vd.
Démonstration.

d divise a et b, donc il existe (a’,b') € Z? tel que a = a’d et b = b'd.

d=aNb=(dd) N (d)=(a NV)d.

Si d # 0, on en déduit que a’ A b =1, ce qu’il fallait démontrer.

Sid=0alors a =b=0 et dans ce cas, a’ =0’ = 1 conviennent. O

Théoréme de Gauss. Soit (a,b,c) € Z3.

Si albc avec a et b premiers entre eux, alors ac.

Démonstration.
(ac) A (be) = c(aAD) = ¢, or a est un diviseur commun de ac et de be, donc il divise c.
i

Corollaire. Soit p,a,b € Z.

Si p | ab et si p est premier, alors p | a ou p | b.
Démonstration.

p étant premier, on sait que p | a ou bien pAa=1.0

Remarque. C’est faux lorsque p n’est pas premier : 6 | 2 X 3, mais 6 ne divise ni 2,
ni 3.
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Corollaire. Soit (a,b,c) € Z®>, n € N* et ay,...,a, € Z.

o SiaAnb=aANc=1, alors aAbc=1.

o On en déduit que, sia Ab=1, V(k,1) € (N*)? a* Ab = 1.

o Sialb, c|bet aAc=1alors aclb. Par récurrence, on en déduit que

si pour tout i € {1,...,n}, a;lbetsii# j=a; Na; =1, alors a; X --- X a, | b.
o |abl = (a Ab)(a V b). En particulier, a Ab=1=>a Vb= |ab|.
Démonstration.

© Supposons que a Ab = a A ¢ = 1. Alors d’apres le théoreme de Bézout, il existe
u,v,u',v" € Z tels que ua +vb =1 et v'a +v'c = 1. En formant le produit de ces deux
égalités, on obtient 1 = vv'(be) + a(uu'a + uv'c + vbu'), donc a A be = 1.

o Supposons que alb, c|b et a Ac=1.

ac | be et ac | ab, donc ac divise (be) A (ab) = |b|(c A a) = |b].

o Posonsd=aAb.

On a vu qu’il existe a’, b’ € Z tels que o’ A =1, a=d'd et b="0d.

a’ et b divisent @’ V V', donc d’apres la propriété précédente, a't/ | o' V b, mais a'b" est
un multiple commun de a’ et ¥, donc ¢’est un multiple de @’ V ¥'. Ainsi |a'b'| = a' V V.
Alors, aVb = (d'd)V (b'd) = (a' VV)|d] = |a'bd|, puis |ab| = |d(a’b'd)| = (a Ab)(a VD).
m]

ATTENTION : En général, |abc| # (a AbAc)(aV bV ec).

Par exemple, dans Z, 6 A10 A 15 = (6 A10) A 15 =1

et 6 V10V 15=(6V10)V 15 =30V 15 =30, mais 30 x 1 # 6 x 10 x 15.

Définition. Soit I un ensemble quelconque et (u;);c; une famille de réels. On dit qu’elle
est presque nulle si et seulement si elle ne comporte qu’'un nombre fini de composantes
non nulles, c’est-a-dire si et seulement si {i € I / u; # 0} est fini.

On note RY) I'ensemble des familles presques nulles de réels et pour toute partie A de
R telle que 0 € A, AD est ensemble des familles presque nulles d’éléments de A.

Théoreme fondamental de ’arithmétique. Pour tout a € N*, il existe une unique
famille (v,),er € N® telle que

) =110

pEP

On dit que (1) est la décomposition de a en facteurs premiers, ou bien que c’est la
décomposition primaire de a.
v, s’appelle la valuation p-adique de a.

Démonstration.

o L’existence se démontre par récurrence forte :

pour tout n € N* notons R(n) I'assertion suivante : il existe une famille presque nulle
d’entiers (v)yep telle que n = H PP,

peP
Pour n = 1, la famille identiquement nulle convient.

Pour n > 2, supposons R(k) pour tout k € {1,...,n —1}.
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Si n est premier, 'existence est assurée.

Sinon, il existe p,q € N tels que p > 2, ¢ > 2 et pg = n. Alors p,q € {1,...,n — 1},
donc on peut utiliser R(p) et R(q) pour montrer R(n).

¢ Pour démontrer I'unicité, fixons n € N* et supposons qu’il existe deux familles

presque nulles différentes (v,),ep €t (7,)pep telles que n = H pr = H P,
peP peP

Il existe g € P tel que v, # 7n,. Alors ¢ H PP = qM H p.

peP peEP
p#q p#q

Sans perte de généralité, on peut supposer que v, < 1,, donc en posant o = 7,—v, € N*,
on a H PP = q“ H p™. Alors q | H PP, mais ¢ est premier avec tout p € P tel que

peEP p€EP pEP
PF#q PF#q PF#q
p # q, donc ¢ est premier avec H p"?, puis d’apres le théoreme de Gauss, ¢ | 1, ce qui
p€EP
p#£q
est faux. O

Propriété. Soit a,b € N*. Ecrivons les décompositions de a et de b en facteurs

premiers :
a= Hp”P et b= Hp”f'.

peP peP

Alors a | b<= [Vp € P, v, < p,]. De plus,

alNb= Hpmin(”mﬂp) etaVh= HpmaX(prp).
pEP peP

En particulier, a et b sont premiers entre eux si et seulement si aucun élément de P
n’intervient a la fois dans la décomposition en facteurs irréductibles de a et dans celle
de b.

Démonstration.
¢ Si pour tout p € P, v, < p,, alors b =a x Hp“ﬁ_”", donc a | b.
peP
Réciproquement, supposons que a | b. Soit p € P. p*» | a, donc p*» | b. Ainsi, d’apres
le théoreme de Gauss, p*» | p». Si v, > p1,, alors p»~#» | 1, ce qui est faux, donc pour
tout p € P, v, < .
¢ Notons d = Hpmi“(”””‘”) . d divise a et b. De plus, soit ¢ un diviseur commun de a
peP
et b. Décomposons ¢ en facteurs premiers : ¢ = H P,
peP

¢ | a, donc pour tout p € P, n, < v,
¢ | b, donc pour tout p € P, n, < pp.
Ainsi, pour tout p € P, i, < min(v,, y1,). On en déduit que ¢ | d.
Ainsi, d = inf|{a,b} = a A D.

ab
anb

On en déduit la formule pour a V b, car on a vu que a Vb = O
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Exemple. Pour calculer les pged et ppem de 1836 et 234, on peut utiliser leurs
décompositions primaires : 1836 = 4 x 459 = 4 * 3 x 153 = 22 x 32 % 51 = 22 % 33 % 17
et 234 = 2% 117 = 2% 3 %39 = 2% 32 % 13, donc 1836 A 234 = 2 % 3% = 18 et
1836 Vv 234 = 22 % 3% x 13 % 17 = 23 868.

Remarque. Cet algorithme pour le calcul du PGCD de a et b n’est pas efficace, car
le calcul de la décomposition de a en facteurs irréductibles est d’une grande complexité
algorithmique. L’algorithme d’Euclide présenté ci-dessous est beaucoup plus efficace.

Lemme d’Euclide. Soient (a,b) € N? avec b # 0. Notons ¢ et r les quotient et reste
de la division euclidienne de a par b. Alorsa Ab=0bAr.

Démonstration.

a = bg+r, donc d est un diviseur commun de a et b si et seulement si d est un diviseur
commun de b et r. Ainsi, en notant D cet ensemble de diviseurs communs, dans N,
aNb=max|(D)=0bAr.o

Algorithme d’Euclide. Soit ag,a; € N* avec ag > a;.

e Pour ¢ > 1, tant que a; # 0, on note a;,; le reste de la division euclidienne de a;_1
par a;. On définit ainsi une suite (strictement décroissante d’entiers naturels qui est
donc nécessairement finie) (a;)o<i<n telle que ay = 0 et, pour tout ¢ € {0,..., N — 1},
ag N ay = a; N\ Giq1.

En particulier, pour « = N — 1, on obtient ag A a1 = an_;.

Cet algorithme, appelé algorithme d’Euclide permet donc de calculer le PGCD de deux
éléments de Z.

e Supposons maintenant que ag A a3 = ay_1; = 1. D’apres le théoreme de Bézout, il
existe (s,t) € Z? tel que sag + ta; = 1. La suite de Palgorithme d’Euclide permet le
calcul d’un tel couple (s,t) :

Notons ¢; le quotient de la division euclidienne de a; 1 par a;. Ainsi, a;_1 = q;a; + a;11,
c’est-a-dire a;11 = a;_1 — q;a1.

En particulier, avec © = N — 2, on obtient 1 = ay_3 — gy_2an_2.

Supposons que, pour un entier i € {1,..., N — 3}, on dispose d’entiers s; et t; tels que
1 = sja; + t;a;4q. Alors 1 = s;a; + ti(a;i—1 — a;q;) = (s; — t;qi)a; + t;a;_1, ce qui donne
des entiers s;_1 et t;_q tels que 1 = s;_1a;,_1 + t;_1a;.

Par récurrence descendante, on peut donc calculer des entier sy et g

tels que 1 = spag + toay.

Exemples.

— Calculons le pged de 70 et de 6.
70=6x11+4, puis6=4+2et4=2%x2+0,donc2="T70A6.
Deplus,2=6—-4=6—(7T0—6x11) = =70 + 6  12.

— Calculons le pged de 829 et 78.
829 = T8 x 10 + 49, 78 = 49 + 29, 49 = 29 + 20, 29 = 20+ 9, 20 = 9% 2 + 2,
9=2%x4+1, donc 829 A 78 = 1.
Recherchons des coefficients de Bézout, u,v € Z tels que 829u + 78v = 1.
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1

1 =9-2x4
0 (20-9%2) %4 = —4%20+9%9
= 4520+ 9% (20— 20) =9 %29 — 13 %20
=9%29—13% (49 —29) = —13 %49 + 22 % 29
— 13449 + 22 % (78 — 49) = 22 % T8 — 35 49

=22%78 — 35 % (829 — 78 x 10) = —35 % 829 + 372 % 78,
donc u = —35 et v = 372 conviennent.

Exercice. Soit a,b,c € Z avec a et b non nuls.

Résoudre I’équation de Bézout (B) : au+ bv = ¢ en 'inconnue (u,v) € Z2.

Solution : Supposons que (B) posséde au moins une solution (u,v) € Z?. Alors

c € aZ+ bZ = (a A\ b)Z, donc ¢ est un multiple de a A b.

Ainsi, lorsque ¢ n’est pas un multiple de a A b, (B) n’admet aucune solution.

Pour la suite, on suppose que a A b | ¢. a étant non nul, a A b # 0, donc, quitte a

diviser a, b et ¢ par a A b, on peut supposer que a et b sont premiers entre eux.

Alors grace a I'algorithme d’Euclide, on peut déterminer un couple (u,v) € Z? tel
que ua + bv = 1, puis en multipliant par ¢, on en déduit un couple (ug,vg) € Z*

qui est une solution particuliere de (B).

Soit (u,v) € Z? une solution de (B). Alors (u — up)a + (v — vp)b = 0, donc
b | a(u — ug) puis d’apres le théoreme de Gauss, b | u — ug. Ainsi, il existe A € Z
tel que u = up+Ab. Alors 0 = (u—wug)a+ (v—2v9)b = b(Aa+v—1wyp), or b # 0, donc
v = vy — Aa. Réciproquement, s’il existe A € Z tel que (u,v) = (up+ Ab, vg —
on vérifie que ua+vb = uga+vyb = ¢, donc I'ensemble des solutions de I’équation

de Bézout est {(ug + Ab,vg — Aa) / A € Z}.

Exemple. On peut adapter 'exercice pour résoudre 1'équation (B) : 12z + 3y = 15,

oux,y €7:
On remarque que 12+ 3 = 15, donc (z,y) = (1,1) est une solution particuliere.

Si (z,y) est solution, 4(x — 1) = 1 — y, donc il existe k € Z tel que y = 1 — 4k,

x =1+ k. La réciproque étant claire,
I'ensemble des solutions de (B) est {(1 + k,1 —4k) / k € Z}.

Aa),

puis
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2 Construction de QQ

On peut vérifier les affirmations qui suivent :
Définition. On définit une relation binaire R sur Z x Z* par :

V(a,b), (c,d) € Z x Z*, (a,b)R(c,d) <= ad = bc.

Propriété. R est une relation d’équivalence.

Définition. On pose Q = (Z x Z*)/R.
Pour tout (a,b) € Z x Z*, on note ¢ = (a,b).
Pour I"écriture ¢, on dit que a est son numérateur et que b est son dénominateur.
a ¢ A ac a ¢ A ad+ch
Pour tout (a,b), (c,d) € Z X Z*, on pose — X — = — et — 4+ — =
u fout (D), (e, d) € 2 X 2y on pose 5 = g et g = T
On définit ainsi une addition et une multiplication sur Q.
a ac

Remarque. Pour tout a € Z et b,c € Z*, on a bien 3= o G (a,b)R(ac, bc).
c

Propriété. L’addition admet pour élément neutre 0 2 %, et la multplication admet

.y A
pour élément neutre 1 = %

Propriété. (Q,+, x) est un corps, c’est-a-dire que
— (@, +, x) est un anneau,
— @ n’est pas réduit a {0} (on note Q* = Q \ {0}),
— Q est commutatif,
— tout élément non nul de Q est inversible : Va € Q*, dy € Q*, xy = 1.

Dans ce cas, pour tout x € Q*, 'inverse de z est unique, il est noté z 1.

Propriété. Comme tout corps, Q est integre, c’est-a-dire que, pour tout z,y € Q,
xy=0=[(z =0)V (y=0).

Démonstration.

La démonstration qui suit utilise seulement le fait que QQ est un corps. Elle se généralise
donc a tout corps. Une telle approche est caractéristique de 'algebre : on définit des
structures (groupes, anneaux, corps etc.) et on démontre des théorémes généraux sur
ces structures.

Lemme : 0 est absorbant, c’est-a-dire que, pour tout x € Q, 0.2 = 0.

En effet, (0.2)4(0.2) = (04-0).x = 0.z donc en ajoutant de part et d’autre le symétrique
(pour I'addition) de 0.z, on obtient 0.z = 0.

Intégrité : Soit x,y € Q tels que xy = 0. Supposons que = # 0.
Alorsy=1y=(z'z)y=2"'(zy)=2"10=0.0

Remarque. Pour tout x € Q, il existe a,b tel que x = 7, avec a € Z et b € N* : on
peut imposer au dénominateur d’étre strictement positif.

a —a
En effet, - = —.
n effet, = —
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Définition. Soit z =% € Q, avec p € Z et q € Z".
On dit que z est positif si et seulement si p et ¢ sont de méme signe au sens large,
c’est-a-dire si et seulement si pg > 0.

Démonstration.

Il faut prouver que cette condition ne dépend que de x et non du couple (p, q).
On suppose donc que x s’écrit également x = Iq’—: avec p' € Z et ¢ € Z*.
Supposons que pg > 0. On a p¢’ = qp’, donc p'q'pq = (pq')? > 0.

Si p # 0, on en déduit que p'q’ > 0.

Si p =0, alors p’ = 0 donc on a encore p'q’ > 0.

Ainsi p¢g > 0= p'¢’ > 0.0

Lemme : La somme de deux rationnels positifs est positif.

Démonstration.
Soit x = ¢ et y = § deux rationnels positifs. Ainsi, ab > 0 et c¢d > 0.
ad + be

T+y= o et bd(ad + be) = d*ab + b*cd > 0, donc x + y est positif. O

Ordre sur Q : On définit sur Q une relation d’ordre total en convenant que, pour tout
x,y € Q, r <y si et seulement si y — x est positif.

Démonstration.
o x —x = 0 est positif d’ou la réflexivité.
o Supposons que z < y ety < x. Alors x —y = § et y—z = %p sont positifs.

Nécessairement, p = 0 donc = = y.

Ceci démontre 'antisymétrie.

¢ Supposons que z < y et y < z. Ainsi, y — x et 2z — y sont positifs. D’apres le lemme,
z—x=(2—y)+ (y — x) est positif, donc z < z.

Ceci démontre la transitivité.

o Lorsque x = § n’est pas positif, pg < 0, donc —x = _7” est positif. On en déduit que
lorsque =(y < z), alors z < y, donc c’est bien une relation d’ordre total. O

Compatibilité de la relation d’ordre avec ’addition :
Ve,y, o',y € Q [z <yl [P <yl =z +2 <y+y.
Démonstration.

Utilisez le lemme. O

Identification de Z avec une partie de Q :
Notons f I'application de Z dans Q définie par : Vn € Z, f(n) = %.
On vérifie que
— [ est croissante : Vn,m € Z, (n <m = f(n) <
— [ est injective : Vn,m € Z, (n# m = f(n) # f
— f(0)=0et f(1) = 1.
— Vm,n e€Z, f(m+n)=f(m)+ f(n).
— Vm,n €Z, f(mn)= f(m)f(n).

f(m)).
(

m)).
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Pour la suite, on identifiera tout entier relatif n € Z avec I’élément 7 de Q. Ce “renom-
mage” des entiers naturels est compatible avec I'ordre naturel, ainsi qu’avec I’addition
et la multiplication de Z.

Les éléments de QQ s’appellent les nombres rationnels.

Remarque. Soit v € Q. Il existe a € Z et b € Z* tels que x = .
Avec l'identification précédente, b = %, donc son inverse dans Q est %
a

Ainsi z = (%) X (3) est le produit d’un entier relatif par I'inverse d'un entier relatif non
a

nul. Cela justifie a posteriori la notation ¢

Propriété. Pour tout x € Q, il existe un unique couple (a,b) tel que x = ¢ avec
a € Z et b € N*, tels que a et b sont premiers entre eux. On dit alors que § est la forme

irréductible de .

Démonstration.
Soit z € Q.
o Fmistence : il existe p € Z et ¢ € N* tel que z = g.
En posant d = p A ¢, on a vu qu’il existe p’ € Z et ¢’ € N* tels que p = dp’, ¢ = dq’ et
/ /
P ANq¢ =1. Alors x = it ce qui prouve l'existence.
q

/ /!

/!

o Unicité : Supposons que x = P p_N ou(p,q), (", q") € ZXN* A =1 =p"N]".
q

! 1

On a p'q" = ¢'p", donc ¢"|¢'p", mais ¢" A p” = 1, donc d’apres le théoreme de Gauss,
¢"|¢’. De méme, on montre que ¢'|¢", mais ¢/, ¢" € N*, donc ¢ = ¢".
! 1

Or p'q" =¢p" et ¢ #0,donc p’ =p”. O
Exercice. Montrer que V/2 est irrationnel.

Solution : Raisonnons par I’absurde. Supposons que v/2 € Q. Notons § sa forme
irréductible. £ = V2, donc p? = 2¢%.
Alors ¢|p?, mais p A ¢ = 1, donc d’apres le théoreme de Gauss, ¢|1 puis ¢ = 1.
Alors p? = 2 avec p entier ce qui est impossible.
Regle des signes :
— Vz,yeQ, (x >0]AJy>0]) = zy > 0.
—VreQ, >0« —x<0.
sia>0, x<y— ar < ay,
vz,y,a € Q, {siag(), r<y=— ar > ay.
Démonstration.

C’est sans difficulté. Pour la derniere propriété, il suffit de reproduire la démonstration
vue dans Z. O

En adaptant la définition vue pour les entiers relatifs, on définit le signe d’un rationnel,
au sens large et au sens strict.

Définition. Pour tout x € Q, on note |z| = max{—=z,z}.
C’est la valeur absolue de z.

Propriété. Pour tout z € Q, x < |z|, avec égalité si et seulement si z > 0.
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De plus |z|? = 22

o1e . a C ac
En utilisant le fait que — x 7= on montre que

b bd

Propriété. Soit z,y € Q2. xy > 0 si et seulement si z et y sont de méme signe au
sens large.

Propriété. Vr,y € Q, |zy| = |z|ly|.

Démonstration.

Sixy > 0, alors |xy| = 2y = (—x)(—y) = |z| |y|, car = et y sont de méme signe.

Si zy < 0, alors x et y sont de signes opposés,

donc |y = —(2y) = (—2)y = z(~y) = |z [y|. O

Inégalité triangulaire : Vz,y € Q, |z +y| < |z| + |y|, avec égalité si et seulement
si x et y sont de méme signe.

Démonstration.
Adapter la démonstration vue dans Z. O

Remarque. On voit ainsi que pour montrer une propriété a partir d’'une propriété
voisine déja établie, il y a deux attitudes duales : on peut tenter d’appliquer la propriété
voisine avec de bons parametres, ou bien on peut tenter d’en adapter la démonstration.

Propriété. Soit x et y deux rationnels strictement positifs. Alors il existe n € N tel
que z < ny. On dit que Q est archimédien.

Démonstration.
Il existe a,b,c,d € N* tels que x = § et y = <. Soit n € N*. Alors
T ad

r<nNy<— —<n<— -—<n.
Y be

d d
Prenonsn:ad+1:n>ad:aTZCbL—,doncx<ny.D
c
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3 L’ensemble R des réels

3.1 Corps totalement ordonnés

Définition. Soit (K, +, x) un corps muni d’'une relation d’ordre <.
On dit que (K, +, X, <) est un corps ordonné si et seulement si
— Compatibilité avec l'addition : Vx,y,z € K, [x 2y] = [z + 2z 2y + z].
— Compatibilité avec le produit, régle des signes
Ve,ye K, [0 =22]A[0 <Xy] = [0 < zy].

Exemple. On a vu que Q est un corps totalement ordonné.

3.2 Bornes supérieures

Définition. Soit £ un ensemble muni d’une relation d’ordre <. Soit A C E.
Lorsque I'ensemble des majorants de A possede un plus petit élément, ce minimum est
appelé la borne supérieure de A, et noté sup A.

Lorsque I'ensemble des minorants de A possede un plus grand élément, ce maximum
est appelé la borne inférieure de A, et noté inf A.

Exemples :

— Prenons £ =Q et A= [0, 1[NQ.
Lorsque 0 < a < 1 avec a € Q, “TH € A et a—;rl > a, donc 'ensemble des
majorants de A est [1, +00[NQ et sup(A) = 1.

— Dans N muni de la relation de divisibilité, inf{2,6, 14} = pged{2,6,14} = 2 et
sup{2,6,14} = ppem{2,6,14} =6 x 7 = 42.
Dans ce cas, la borne inférieure est égale au minimum, mais la borne supérieure
n’est pas dans l'ensemble {2,6,14}.

— Prenons E = P(A), muni de 'inclusion. Soit B une partie de E. Vérifier que B
possede des bornes supérieure et inférieure que 1’on précisera.

Propriété. Soit (£, <) un ensemble ordonné et A C E.
Si A possede un maximum, alors A possede une borne supérieure et sup A = max A.
Si A ne possede pas de maximum, mais possede une borne supérieure, alors sup A ¢ A.

Démonstration.
Exercice. O

Propriété. Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit A, B € P(FE).
Si A et B possédent des bornes supérieures : si B C A, alors sup(B) < sup(A).
Si A et B possédent des bornes inférieures : si B C A, alors inf(B) > inf(A).

Démonstration.
sup(A) est un majorant de A, donc un majorant de B, donc il est plus grand que
sup(B). O
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3.3 Une caractérisation de R.

Exemple. Prenons F=Qet A={z € Q/z >0 et 2* < 2}.
0 est le minimum de A, donc c’est aussi la borne inférieure de A.
Montrons que A ne possede pas de borne supérieure dans Q.
Pour cela, raisonnons par ’absurde en supposant que A possede une borne supérieure
dans Q, que l'on note a. On va montrer que a? = 2. L’exercice page 22 montre alors
que c’est impossible.
¢ On commence par vérifier que, pour tout x,y € Q tels que z > 0 et y > 0,
T <y <= x? < yz.
Eneffet, s <y=—=z2xax<yx<yyetz>y=— z.0>yx>yy.
o Supposons que a* > 2. Soit ¢ € Q.
a?—2
a

(a—e)?!>2<=0a*—2ac+e*>2<=a’>—2ac>2=¢c<

a’—2

4a
Deplusa—e¢>0<=a >

,onac€Qet(a—e)?>2
2

Ainsi, si 'on pose € =

<= 3a® > —2, donc a — e > 0.

a
Alors, d’apres le point précédent, a — e est un majorant de A. C’est faux par définition
de a, donc a® < 2.

o Supposons que a* < 2. Soit £ € Q.
(a+e)? <2<+=a’>+2ac+e?2<2 = (2<e)A((2a+1)e <2—a?)

2
—a
A== <1 A(e< .
. (EsDAE<577)

Ainsi, si 'on pose € = min(1, 2(#—4?1))’ onaceQfet(ate)? <2

Alors, a + ¢ € A et a ne majore pas A, ce qui est faux. Donc a? > 2.

En conclusion, A ne possede pas de borne supérieure dans Q.

Cependant A est non vide et majorée, car x € A = x < 2.

L’existence de telles parties dans Q indique une incomplétude de ce corps. Il faut en
quelque sorte ajouter toutes ces bornes supérieures pour obtenir un corps complet, le
corps des réels.

Le fait que toute partie non vide majorée de R possede une borne supérieure est au
coeur de l'analyse, tant pour démontrer des théoremes fondamentaux (théoremes de
la limite monotone, des valeurs intermédiaires etc.) que pour définir certaines notions
essentielles en analyse (intégrales, sommes infinies, convergence uniforme etc.).

Caractérisation de R : (admise)
Il existe au moins un corps K totalement ordonné dans lequel toute partie non vide
majorée admet une borne supérieure.
De plus si K’ est un autre corps totalement ordonné dans lequel toute partie non vide
majorée admet une borne supérieure, il existe une bijection f de K dans K’ telle que
f est un morphisme de corps ordonnés, c’est-a-dire :

— Vrye K, x<y= f(z) < [(y),
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— Vae,y e K, flx+y)=flz)+ fly),

— f(lk) = Li.
Cela signifie que, quitte a renommer z en f(x), K et K’ sont égaux, tant que dans K
et K’ on se contente d’utiliser leurs structures de corps totalement ordonnés.
Ainsi, & un morphisme bijectif pres, il existe un unique corps totalement ordonné dans
lequel toute partie non vide majorée admet une borne supérieure. Il est noté R et ses
éléments sont appelés les réels.
Il existe un morphisme injectif de corps ordonné de Q dans R, qui permet d’identifier
Q avec une partie de R.

Propriété. Toute partie non vide minorée de R possede une borne inférieure.

Démonstration.
Exercice. O

Passage a la borne supérieure (resp : inférieure) : Soit (F,<) un ensemble
ordonné et soit A une partie de E possédant une borne supérieure.

o Soit e € E. Alors sup(A) < e<= [Vae€ A, a<el.

Le fait de passer de la propriété “Va € A, a < e” al'affirmation “sup(A) < e” s’appelle
le passage a la borne supérieure.

o Il faut savoir le justifier : si [Va € A, a < e], alors e est un majorant de A, or sup(A)
est le plus petit des majorants, donc sup(A4) < e.

o ATTENTION, en général, sup(A) ¢ A, donc le passage a la borne supérieure ne se
réduit pas au fait d’appliquer la propriété “Va € A, a < e” avec a = sup(A).

¢ De meéme, si B est une partie de E possédant une borne inférieure, le principe du

passage a la borne inférieure consiste a passer de la propriété, “Va € A, a > €’ a
“Inf(A) > e”.

Exemple. Soit S et T" deux parties non vides majorées de R.

On pose S+ T ={s+t/(s,t) € S x T}. Montrer que sup(S + T') = sup(S) + sup(T).
Solution :

o Pour montrer que sup(S + T') < sup(S) + sup(T), il suffit de montrer que

V(s,t) € Sx T, s+t < sup(S) + sup(7T), puis de passer au sup. D’out la rédaction
suivante :

o Soit (s,t) € S xT. s+t < sup(S)+sup(7), donc sup(S) +sup(7’) est un majorant
de S + T'. Il est nécessairement plus grand que le plus petit des majorants, donc
sup(S) 4+ sup(T) > sup(S + 7).

o sup(S)+sup(T) < sup(S+7T) <= sup(S) < sup(S+7T)—sup(7), d’ou la rédaction
suivante :

o Soit s € S.Soitte€T. s+t <sup(S+T), donc

pour tout t € T', t < sup(S + T') — s. Par passage au sup, on en déduit

que sup(7) <sup(S+T) —s.

Ainsi, pour tout s € S, s < sup(S+7T) —sup(T'), donc a nouveau par passage au sup,
sup(S) < sup(S +T') — sup(T).
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Compatibilité de “<” avec l’addition : Vz,y,z € R, (z<y) = (x+2 <y—+2).
Démonstration.

Soit z,y,z € R tels que x < y.

Supposons que —(z 4+ z < y + z). Alors z 4+ z > y + 2z, mais d’apres la compatibilité de
< avec 'addition, x + 2z < y + z, donc = + 2z = y + z, puis x = y, ce qui est faux. O

Propriété. Vr,y e R, =z >y <= —x < —y.
Démonstration.

Soit x,y € R.
r2yYys=zr—r>2yYy—r<=y—r<0<<y—r—y< —y.0O

Propriété. Soit A une partie non vide majorée de R. Soit s € R. Alors
s=sup(A) <= [Vae€ A, a<s]A[Ve>0, Ja€ A, s—ec<al.

Démonstration.

s est la borne supérieure de A si et seulement si ¢’est un majorant de A, ie

Va € A, a < s] et si c’est le plus petit des majorants, i.e pour tout € > 0, s — ¢ ne
majore pas A.

En effet, sie > 0, —e < 0, donc s — & < s et réciproquement, si s’ < s, alors 8 =s—¢
avece =s—s >0.0

Propriété. Soit A une partie de R non vide et majorée.
Il existe une suite (x,)nen d’éléments de A qui converge vers sup(A).

Démonstration.

Pour tout n € N, sup(4) — n%l ne majore pas A, donc il existe z, € A tel que
1 1

Ty, > sup(A) — 5. Alors 0 < sup(A) — x, < =5, donc x, e sup(A). O

Propriété. Soit A une partie non vide minorée de R. Soit m € R. Alors
m=inf(A) <= [Va € A, a>m|A[Ve >0, Ja€ A, m+e>al

3.4 La droite réelle achevée

Définition. On appelle droite réelle achevée I’ensemble R 2 RU {—00, 400}, sur

lequel I'ordre dans R est prolongé par les conditions : Vo € R, —o0 < x < +00.

Propriété. (R, <) est un ensemble totalement ordonné dans lequel toute partie
possede une borne inférieure et une borne supérieure.

Démonstration.

Soit A une partie de R.

¢ Supposons d’abord que A C R.

Si A est non vide majorée dans R, elle possede un sup dans R. C’est encore le sup de
A dans R.

Si A est non vide mais non majorée dans R, son seul majorant dans R est +o00, donc
sup(A4) = +o0.

Si A=), sup(A) = —oc.
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o Supposons que +oo € A. Alors sup(A) = max(A) = +oo.

o Supposons que —oo € A. Si A = {—o0}, alors sup(A) = —oo. Sinon, A possede le
méme ensemble de majorants que A\ {—oc}, ce qui nous ramene aux cas précédents.
O

Propriété. Toute partie A de R possede une borne supérieure dans R.
sup(A) = +00 <= A non majorée .
sup(A) = —oco <= A = .

3.5 Les intervalles

Définition.
— Pour tout a,b € R, l'intervalle |a, b[ est défini par |a,b[= {z € R/a < x < b}.
— Pour tout a,b € R, 'intervalle [a, b] est défini par [a,b] = {x € R/a < x < b}.
— Sia€RetbeR, les intervalles [a, b[ et ]b, a] sont définis par :
[a,b[={r € R/a <z <b}et]ba={reR/b<az<a}l.

— En particulier, R =] — 0o, +00[ et () =]0, —1] sont des intervalles.
Définition.
— Un intervalle est ouvert si et seulement si il est de la premiere forme |a, b[ avec
a,beR.

— On dit qu’un intervalle est fermé si et seulement si son complémentaire est une
réunion d'un ou deux d’intervalles ouverts.
Ainsi, [a, b] est fermé lorsque a, b € R, mais [a, +0o[ est aussi fermé (avec a € R).

— ( et R sont a la fois ouverts et fermés.

— [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé. On dit qu’il est semi-ouvert ou semi-fermé.

— Les intervalles fermés bornés sont de la forme [a, b] avec a,b € R. On les appelle
aussi des segments.

Définition. Soit A une partie de R.
A est convexe si et seulement si pour tout a,b € A avec a < b, [a,b] C A.

Théoreme. Les parties convexes de R sont exactement ses intervalles.

Démonstration.

Soit I une partie quelconque de R. Il s’agit de montrer que I est convexe si et seule-
ment si ] est un intervalle. La propriété étant évidente lorsque I = (), nous supposons
maintenant que I # ().

o Supposons que [ est un intervalle. Notons a = Inf(/) € RU {—o0}

et b= Sup(/) € RU{+o0}. Alors pour tout z € R,
a<r<b=—zel—=a<z<hb.

Montrons que [ est convexe : Soit z,y € [ avec x < y.
Sité€lr,yl,alorsa <z <t<y<b donca<t<bpuistel.

Ainsi, |z, y[C I, mais x,y € I, donc [z,y] C I.

Ceci démontre que I est bien convexe.

¢ Réciproquement, supposons que [ est convexe et montrons que I est un intervalle.
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Posons a nouveau a = Inf(I) € RU {—o0} et b = Sup(I) € RU {+o0}. Il suffit de
montrer que |a,b[C I C [a,b] NR, mais la seconde inclusion est évidente par définition
de a et b.
Soit « €]a,b]. x > a = Inf(I) donc il existe i € I tel que i < z. De méme il existe j € I
tel que = < j. Ainsi x € [1,7] avec i,j € I tels que ¢ < j, mais [ est convexe, donc
rel. O

Corollaire. (hors programme)
Une intersection d’intervalles de R est un intervalle de R.

Démonstration.
Soit (I )rex une famille d’intervalles. Posons I = ﬂ 1.

keK
Soit a,b € I avec a < b.

Soit k € K. a,b € I, a < b et I}, est convexe, donc [a,b] C Ij.
Ainsi [a,b] C m I, = I, donc I est convexe. O
keK

Propriété. (hors programme) Si une famille d’intervalles est d’intersection non vide,
I'union de ces intervalles est encore un intervalle.

Démonstration.

Soit (Ix)rex une famille d’intervalles tels qu’il existe ¢ € ﬂ 1.
keK

Notons J = U I;.. 11 suffit de montrer que J est convexe.

keK
Soit a,b € J avec a < b. Il existe k,h € K tels que a € I, et b € I},.

a,c € I et I est un intervalle, donc [min(a, ¢), max(a,c)] C I, C J.

De méme, b, ¢ € I, et Ij, est un intervalle, donc [min(b, ¢), max(b, c)] C I C J.

On en déduit que [min(a, ¢), max(a, ¢)] U [min(b, ¢), max(b, ¢)] C J.

Ainsi, lorsque ¢ < a, [a,b] C [c,b] C J, lorsque ¢ > b, [a,b] C [a,c] C J et lorsque
a<c<b, la,bl =|a,c]U]c,b] C J. Dans tous les cas, on a montré que [a,b] C J. O

Remarque. En adaptant la démonstration, on peut montrer que pour une famille

d’intervalles (Iy)rex deux a deux non disjoints, la réunion U I}, est un intervalle.
keK

3.6 la valeur absolue

Définition. Soit z € R.
Le signe de x au sens large est
— 1 ou bien “positif” lorsque n > 0,
— —1 ou bien “négatif” lorsque n < 0.
Le signe de n au sens strict est
— 1 ou bien “strictement positif” lorsque n > 0,
— 0 ou bien “nul” lorsque n = 0,
— —1 ou bien “strictement négatif” lorsque n < 0.
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Propriété. Le signe au sens large du produit de deux réels est égal au produit des
signes de ces réels.

Démonstration.

Lorsque x et y sont des réels positifs, cela résulte de la compatibilité de < avec le
produit.

Supposons que z > 0 et y < 0. Alors d’apres la propriété du début de la page 27,
—y >0, puis z(—y) > 0. En utilisant & nouveau la méme propriété, zy < 0.

On traite de méme les autres cas. O

Définition. Pour tout x € R, on note |z| = max{—=z,z}.

C’est la valeur absolue de x.

Propriété. Soit x € R. Si z > 0 alors |z| = z et si 2 <0, alors |z| = —u.
Propriété. Pour tout z € R, x < |z|, avec égalité si et seulement si z > 0.
De plus |z|? = 2%

Propriété. Vr,y € R, |zy| = |z||y|.

Démonstration.

Discuter selon les signes au sens large de x et y. D

Inégalité triangulaire : Vz,y € R, |z + y| < |z| + |y, avec égalité si et seulement
si x et y sont de méme signe.

Démonstration.

Adapter la démonstration vue dans Z. O

Corollaire de ’inégalité triangulaire : Va,y € R, [|z| — |y|| < |z — vyl
Démonstration.

Soit x,y € R.

lz| = |(z —y) +y| < |z —y| +|y|, donc |z| — |y| < |z —y|. O

Formule : Pour tout a,b € R,

(a+0b) —|a—10
2

(a+b) + |a—b|
5 :

min(a, b) = et max(a,b) =

a
Informellement, pour atteindre min(a,b), on part du milieu de a et b, égal a , et

on se déplace vers la gauche selon la moitié de la distance entre a et b, égale a |a — b.
Démonstration.
Discuter selon l'ordre entre a et b. O

Remarque. Cette formule est utile, notamment pour établir que (a, b) — max(a, b)
est une application continue.

Notation. Siz € R, on pose 27 = max(z,0) et = = max(—=z,0).
Alors x =t —x~ et |z| =2t + 2.
Distance entre réels : Lorsque z,y € R, la quantité d(z,y) = |z — y| est appelée la

distance entre les deux réels x et y.
La fonction distance vérifie les propriétés suivantes : pour tout z,y, z € R,
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— Positivité : d(z,y) € R,.

— d(z,y) =0 <=z =y : d permet de séparer les réels.
— Symétrie : d(x,y) = d(y, x).

— Inégalité triangulaire : d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Définition. Soit € > 0 et a € R.

Pour tout x € R, |z —a| < e <=z €fa—¢c,a+¢]

Ainsi, U'intervalle [a — €, a + €] est I'ensemble des réels qui sont a une distance de a
inférieure ou égale a e. Il est aussi appelé la boule fermée de centre a et de rayon &,
notée By(a,¢).

L’intervalle Ja — €, a + ¢[ est pour la méme raison appelé la boule ouverte de centre a
et de rayon ¢, notée B,(a,¢).

3.7 Propriétés usuelles des réels

Propriété. R est archimédien : Pour tout (a,b) € Rj‘f, dn € N, na > 0.

Démonstration.

Soit a,b € R tels que a > 0 et b > 0. Raisonnons par ’absurde en supposant que, pour
tout n € N, na < b. Considérons 1’ensemble A = {na/n € N}. C’est une partie non
vide de R majorée par b, donc elle possede une borne supérieure que ’on notera s.

a > 0, donc s — a ne majore pas A : il existe n € N tel que na > s — a.

Alors (n + 1)a > s ce qui est impossible. O

Remarque. Lorsque nous aurons défini la partie entiere d’un réel, on pourra court-
. . s, 00 _ Q
circuiter cette propriété en prenant n = | 2|+ 1.

Corollaire. Pour tout réel z, il existe un entier N tel que N > x.

Démonstration.

Siz <0, N =0 convient.

Si x > 0, comme 1 > 0, le caractere archimédien de R prouve 'existence d’un entier
naturel N tel que N.1 > x. O

Propriété. Q est dense dans R : V(z,y) e R?, z<y=[F¢ € Q, = < q <yl
Démonstration.

Soit x,y € R tels que z < y.

Premier cas : On suppose que y > 0.

Posons e =y — x > 0.

D’apres le caractere archimédien de R, sachant que € > 0 et 1 > 0, il existe N € N* tel
que Ne > 1. Ainsi 0 < % <E.

Notons A = {k € N/£ < y} : A est une partie non vide car y > 0. De plus A est
majorée par Ny (donc par un entier d’apres le corollaire précédent), or A C N, donc
A possede un maximum, noté m.
Ona%<yetmT“zy,donc%zy—%>y—5:x.

Ainsi, z < T <yet T €Q.
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Deuzxiéme cas : On suppose que y < 0. Alors —y < —z et —x > 0. D’apres le premier
cas, il existe ¢ € Q tel que —y < g< —z. Alors x < —g<yet —q € Q. O

Propriété. R\Qest densedansR :V(z,y) e R?, 2 <y=[3¢ e R\Q, z < q <yl
Démonstration.
Adaptons I'exemple de la page 25 : on pose A’ = {z € R/x >0 et 2* < 2}. A’ est une
partie non vide de R, majorée par 2, donc elle possede une borne supérieure a € R. En
adaptant la preuve de I'exemple, on montre que a®> = 2 et a > 0. On peut donc noter
a = /2. D’apres Pexercice page 22, v/2 est irrationnel.

. . oy Y N ..
Soit maintenant z,y € R tels que = < y. Alors — < —=. D’apres la densité de

y q y < D Q

T Y
V2 V2
On peut imposer ¢ # 0. Alors = < ¢v2 < y et ¢v/2 ¢ Q. D
Définition. Soit A une partie de R. On dit que A est dense dans R si et seulement si
pour tout z,y € R avec x < y, il existe a € A tel que z < a < y.

dans R, il existe ¢ € Q tel que <q<

Propriété. A est dense dans R si et seulement si, pour tout x € R, il existe une suite

(an)nen d’éléments de A telle que a,, — .
n—4o0o

Définition. Soit x € R. On appelle partie entiere de x le plus grand entier relatif
inférieur ou égal a z. Elle est notée |z|. C’est 'unique entier n tel que n <z <n+ 1.
On appelle partie entiere supérieure de x le plus petit entier supérieur ou égal a x. Elle
est notée [z]. C’est 'unique entier n tel que n — 1 <z < n.

Démonstration.

{k € Z/k < z} est une partie de Z non vide d’apres le corollaire appliqué a —zx et
majorée dans 7Z, toujours d’apres le corollaire, donc elle possede bien un maximum
dans Z. Sionlenote n,onan<zxetn-+1> .

Sin’ est un second entier tel que n’ <z <n'+1,alorsn <x <n'+1,doncn <n'+1,
puis n < n’. De méme on montre que n’ < n, donc n = n’, ce qui prouve 'unicité. O

Exemple. [3,3]| =3, |-3,3] = —4.

[3,3] =4 et [-3,3] = —3.

Lorsque x est entier, |z| =z = [x].

Lorsque x n’est pas entier, |z] <z < [z] = |z] + L.

e x? +y°
Une inégalité tres utile : Pour tout z,y € R, |zy| < 5
Démonstration.
N’hésitez pas a reproduire cette démonstration sur une copie avant d’utiliser cette
inégalité : soit x,y € R. (Jz| — |y|)* > 0, donc 2|zy| < z? + y*. O
Remarque. Cette inégalité est équivalente au fait que,
T+
pour tout z,y € Ry, \/ry < i

inférieure a la moyenne arithmétique.

, ¢’est-a-dire au fait que la moyenne géométrique est
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3.8 Développement décimal d’un entier naturel

Lemme 1 : Soit (z,) une suite strictement croissante d’entiers naturels.
Alors, pour tout n € N, z,, > n.

Démonstration.

Par récurrence. O
p—1

Lemme 2 : Soit p € N et (ag,...,a,-1) € {0,...,9}7. Alors Zakl()k < 107.
k=0

Démonstration.

! . 107 — 1
Soit p € N. 10F <) 9.10F=9 = 10" — 1 < 107.
oit p € kz:% ay < kz:; 101 O

Définition. Les chiffres en base 10 sont 0,1,...,9.

Théoreme. Pour tout n € N, il existe un unique p € N et un unique p-uplet
p—1
(ag,...,ap—1) € {0,...,9}7 tels que n = Zaklok et (sip>1)a,1 #0.

k=0
Cette égalité s’appelle le développement décimal de 'entier n, que 'on notera sous la

forme n = a,_1a,-2 - - - ap, ou parfois n = a,_1a,—2 - ao.
Il est équivalent de dire que, pour tout n € N, il existe une unique suite presque nulle
de chiffres (ax)ren € {0,...,9}™ telle que n = Zaklok.

keN

Démonstration.

Soit n € N. Procédons par analyse-synthese.

e Analyse : Supposons quil existe (ap)nen € {0,...,93® telle que n = Zahl()h.
heN

n
Soit k € N. Informellement, ToF est un nombre décimal dont I'écriture décimale est

n
an---ag , Gg—1---ag, donc Ll_()kJ =ay - ag.

. n S n n
De meme, 10 LwJ =ay--- ak+107 donc Qg = {WJ — 10 le,
ce qui prouve 'unicité. Plus formellement :
k—1 k—1

1
%k = Zahloh AR Ep— 0% ap10", mais d’aprés le lemme 2, 0 < Zahl()h < 10F,
h>k h=0 h=0
donc — Zahloh [. Ainsi, Ll—ng = Zahloh_k.
h>k
h—k—1 _ h—k
On a aussi Ll()’f“J Z ap10 , donc 10{10“4 = Z ap10™™",
h>k+1 h>k+1
. n _
puis h—okJ — LlOkHJ Zahloh B Z ap10" k= a.
h>k+1

Eric Merle 33 MPSI2, LLG



Les nombres 3 L’ensemble R des réels

e Synthese : Pour tout k € N, posons ay = hng — 10{ J Montrons que (ag)ren

10k+1
est une suite presque nulle de chiffres compris entre 0 et 9 et que n = Z an10™,

heN
Sin = 0, pour tout £ € N, ap = 0, donc la propriété est démontrée. Supposons

maintenant que n # 0.

o La suite (10"),en est strictement croissante, donc d’aprés le lemme 1, pour tout
h € N, 10" > h. Ainsi, 'ensemble {h € N/10" < n} est non vide (il contient 0 car
n > 1) et majoré par n, donc il admet un maximum noté p € N. Alors 10P < n < 107"

Ainsi, dés que k > p+ 1, 10F > n et { ng
Ceci prouve que la suite (ay) est presque nulle.

= 0, donc lorsque k > p+ 1, ax = 0.

n n n n n
o Soit k€ N : 1—Ok—1 LWJSl—OketW—l<\‘10k+1J§10k+1,d0nC
n
[55¢) ~ 10 g | < g~ (g - V=10
n n n n
ot | 152) = 10| e | > 1 ~ 1 - g = L

Ainsi, pour tout k € N, a4, € {0,...,9}.

o w0 = (0 ] 10 g ]) = S0 ] - S0 =

keN

O

Remarque. On peut généraliser et développer en base a ou a est un entier supérieur ou
égal a 2. Il suffit de remplacer 10 par a dans les énoncés et démonstrations précédents.

CNS de divisibilité : Soit n € N, dont le développement décimal est noté

n= Z ax10¥. On note s = Z ai la somme des chiffres de n.

keN keN
— n est divisible par 2 si et seulement si ay € {0, 2,4,6,8}.

— n est divisible par 5 si et seulement si ag € {0,5}.

— n est divisible par 10 si et seulement si ay = 0.

— n est divisible par 3 si et seulement si s = 0 [3].

— n est divisible par 9 si et seulement si s =0 [9].

— n est divisible par 11 si et seulement si Z(—l)kak =0 [11].
keN

3.9 L’ensemble D des nombres décimaux

Définition. D = {l%k/n ceZetk e N}. C’est une partie de Q dont les éléments

sont appelés les nombres décimaux.

Propriété. Soit + € Q. z est un nombre décimal si et seulement si son écriture

hT&hmﬁbbeﬁtdelaﬂﬂnw:E::agﬁ,oﬁpEEZ\(2ZLJ5Z)eth,kefﬁ

Démonstration.

S’il existe p, h, k € N tels que © = alors en posant m = max{h, k},

P
2h5k’
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n \ — —
x:m—moun:pQ’" hgm=k donc = € D.
n
Réciproquement, si x € D, il existe n € Z et k € N tels que = = T
n
Si n = 0, la propriété est vraie. Sinon, la forme irréductible de = est x = wik’ ol

d
d =n A 10, d divise 10*, donc d est de la forme 2?5°, ce qui permet de conclure. O

1
Corollaire. D # Q. Par exemple, 3 ¢ D.

Remarque. D est un sous-anneau de Q.

Propriété. d € D si et seulement si il existe une famille presque nulle de chiffres
indexée par Z, (ax)rez € {0,...,9}% telle que d = Z ar10F.

keZ
Lorsque d # 0, 'ensemble {k € Z/a; # 0} est non vide et fini, donc il possede un

minimum m et un maximum M. Lorsque m < 0, on écrit d =ay ---ag , G_1 -+ Q.

3.10 Approximation d’un réel

Définition. Soit z,a € Ret ¢ € R7.
— On dit que « est une valeur approchée de = a € pres si et seulement si d(z, a) < e.
On note alors r = a + ¢.
— On dit que « est une valeur approchée de x a ¢ pres par défaut si et seulement
sia<z<a+e,
— On dit que « est une valeur approchée de x a € pres par exces si et seulement
sia—e<zx<a.
| 107z |
10
Alors « est une valeur approchée de x par défaut a 1077 pres,
et a4+ 107P est une valeur approchée de x par exces a 107P pres.

Propriété. Soit x € R et p € N. Posons a = .a e D.

Démonstration.
|10z | < 10Pz < |10Pz] + 1. O

Exemple. Admettons que e = 2,71828183 - --. Alors 10%e = 2718,
|10%¢|

05 = 2,718 est une valeur approchée de e & 1073 pres.

donc

Remarque. On peut donc approcher tout réel x par un nombre décimal o a une
précision € aussi petite que 'on veut. Il en résulte que D est dense dans R.

3.11 Développement d’un réel en base quelconque

Notation. On fixe un entier naturel a supérieur ou égal a 2. On pourra si 'on préfere
remplacer a par 10 ci-dessous et se limiter aux développements en base 10.
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Propriété. Soit (v,),>1 une suite d’entiers telle que, pour tout n € N*, 0 < v, < a—1.
n

Pour tout n € N, posons z,, = E vra k.
k=1
La suite (z,) est croissante et majorée, donc elle converge vers une limite z que 1'on

+o0o
notera x = E vpa”". Dans ces conditions, on dit que (vy),>1 est un développement

n=1
de x en base a (développement décimal lorsque a = 10, développement binaire lorsque

a = 2) et on note x = 0,003 - - UpUpp1 - - -

De plus, z € [0,1] et [x =1 <= (Vn € N*, v, =a —1)].
Démonstration.

Soit n € N* : 41 — T, = vpp1a- "1 > 0, donc la suite (x,,) est croissante.

Ty < i(a —DaF = nZa_k - ia‘k =1—-a"
- o -

En pargiculier, pour tout n € N*, ;cn < 1, donc la suite (x,,) est croissante et majorée.
On verra plus loin qu’une telle suite est toujours convergente. Il existe donc = € R tel
que z, — x. De plus, pour tout n € N*, 0 <z, < 1, donc z € [0, 1].

n—-+00

n

Si pour tout n € N*, v, = a — 1, alors z,, = Z(a — 1)a_k et ce qui précede montre

k=1
que z, =1—a ", donc z,, — 1.
n——+o0o
Réciproquement, supposons que z, —+> 1.
n—-+0oo
+00 +oo +oo
Alors kaa_k =1= Z(a — 1)a™*, donc Z(a —1—w)a " =0.
k=1
Soit N >1: O<Za—1—vk <Za—1—vk k=0,
donc pour tout k‘EN* a—1—v,=0. D
+00
Remarque. Z(a —1)a ™ =1, doncsi N € N avec N > 0,
n=1
+o00 K
— -n f— 1 J— - N J—
2, fa=Da = iy D (=D =a¥ i Z @~ Da
n=N+1 n=N+1 =
On en déduit que si vy < a — 1, les suites (Ul,vg,...,vN,a 1,...;a—1,...) et
(v1,v9,...,uy +1,0,...,0,...) sont deux développements en base a d'un méme réel.

Exemple. En base 10, 0,567999999 - - - = 0, 568.
Sans une regle supplémentaire sur les chiffres du développement décimal d’un réel, il
n’y a donc pas unicité du développement décimal d'un réel.

Notation. Posons
V= {(vy)n>1/Vn € N* v, e NN [0,a] et VN € N* In > N v, #a— 1}.
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Ainsi, les éléments de V sont les suites de chiffres qui ne sont pas tous égaux a a — 1 a
partir d'un certain rang.

Théoréme. Tout réel de [0, 1] admet un unique développement en base a dans V.

Démonstration.

Soit x € [0,1].

o Unicité.

Supposons que x admet un développement en base a dans V, que 1'on notera (v,,).
Soit k € N*. z = 0,003 -0, -+, donc a*z = vjve---vp + 0,031 - On---, Ol

k
VU - - - U désigne E vpat " (notation d’un entier en base a).

h=1 '
D’apres une remarque précédente, si 0,01 ---vn - -- = 1, alors pour tout n > k + 1,

v, = a — 1, ce qui est faux car (v,) € V, donc 0,01 - ony -+ € [0, 1]

On en déduit que Laka = V1Vg - - - U |on retrouve le fait que a=*|a*z] est la valeur décimale
approchée de = par défaut & a=* pres|, puis que vy = Laka — aLak_li.

Ceci prouve 'unicité, en supposant 1’existence.

e [mistence.

Pour tout k € N*, posons v, = |a*z] — ala*'x] et montrons que la suite (v,) est un
développement de x dans V.

o Pour tout k € N*, va™® = a % |ad*z| — a=* V| aF 1z,

k
donc Z vpa " = a"*d"z].
h=1

k k
D’autre part, |a*z| < a*z < |a*x] + 1, donc (1) : tha_h <rz<at+ tha_h
h=1 h=1
(également vraie pour k = 0).
“+o0o
En faisant tendre k vers +oo, on en déduit que x = Z vpa "
h=1
o | tz] < d*lz < [d* x| + 1, done al|aflz] < dfx < ala*lz] + a. Ainsi,
ala*lz] < |a*z] < ala*'z] + a. On en déduit que 0 < vy, < a.
Ainsi, (v,) est un développement en base a de x.
o Il reste a montrer que (v,) € V.

Supposons qu’il existe N € N* tel que, pour tout n > N, v, = a — 1. Alors
N 400

r — tha_h = Z (a —1a™" = a™™, ce qui est faux d’apres I'inégalité stricte de
h=1 h=N+1
(1).o

Remarque. Soit z € R;. On peut écrire x = |z] + {z}, ou |z| € N

et ou {z} =z — |z| € [0, 1] est la partie fractionnaire de z.

On obtient le développement en base a du réel x en concaténant le développement en
base a de l'entier| x| avec celui du réel {z} € [0, 1].
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Les nombres 3 L’ensemble R des réels

Théoréme hors programme : caractérisation d’un rationnel. Soit x € [0, 1].
Notons x = 0,77 ---v,, - - - le développement en base a de .

x est un rationnel si et seulement si son développement en base a est périodique a
partir d'un certain rang, c’est-a-dire si et seulement si il existe N € N* et p € N* tel
que Vn > N, v, = Upqyp.

Démonstration.

Notons (vy,)n>1 le développement dans V de z.

e On suppose que ce développement est périodique a partir d'un certain rang : il existe
p € N* et N € N tels que, pour tout n > N, v,1p, = v

Notons y = aNr — LaN x| et montrons que y € Q, ce qui prouvera bien que

y+ aVx
Tr = CLL—NJ €Q. Ory=0,Uv1UN12" " UNtp-1UN+pUN+1UN+2 " UNtp_1 " -, donc
ap
aly — |aPy| = y. Ainsi, y = Lp—le € Q.
a JR—

e Réciproquement, on suppose que x € Q, donc il existe (p, q) € N x N* tel que z = g.
o Sik € N, effectuons la division euclidienne de a*p par ¢ : il existe (B, ) € N? tel
que a*p = frqg+ 1 et 0 <1y < g

Ainsi, afx = B, + %k Mais %k € [0,1[, donc B = |a*z] et

Tk -
= =d"zr — [d"z] = 0, V1 Vky2
o (Tk)ken est une suite a valeurs dans {0,...,¢ — 1} qui est de cardinal fini, donc il
existe (k,h) € N? tel que k > h et r;, = rj,. On en déduit que

r r
0,V 10pta - = b Tk 0, Uks1Uk12 - - -- D’apres 'unicité du développement décimal
d’un réel, pour tout n € N*, vj,,,, = vg4,,. Ainsi, pour tout n > h,
Un = Uhg(n—h) = Uktn—h = Unt(k—h), donc la suite (v,) est périodique & partir du rang
h +1 de période k — h. O

Remarque. Reprenons la seconde partie de la démonstration précédente.

{0,...,¢} — {0,...,q—1}
k — Tk

des tiroirs, donc il existe (k,h) € {0,...,q} tel que k > h et r, = r,,. Ainsi, on peut

imposer k — h < g, ce qui prouve que la plus petite période du développement décimal

de § est inférieure a q.

L’application n’est pas injective d’apres le principe
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