TD 2 : corrigé d'un exercice

Exercice 2.26 :

o Méthode trigonométrique :

Nécessairement, I'inconnue z doit étre positive afin que v/ soit défini.
Soit z € R.

Posons 0 = 2arctany/z € [0, 7[.
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Alors /x = tang et d’apres le cours, 1
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Ceci prouve déja que

et arcsin( 2V
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De plus, (F) <= 7 = arccos(cos ) 4 arcsin(sin ).

Lorsque 6 € [3, 7, arcsin(sin ) = arcsin(sin(m — 0)) et 7 — 6 €]0, 7],

donc arcsin(sinf) = 7 — 6. Alors (F) <= 1 =0+ 1 — 0 <= 7 = m, ce qui est vrai.

Lorsque t € [0, 5[, (E) <= T = 20, ce qui est faux.

Ainsi, (E)<:>9> —=i>x <:>\/_>1<:>x>1

o Pour les deux methodes sulvantes on recherche d’abord directement le domaine de

définition de 1’équation :

]_ _
sont dans [—1, 1], donc que les quantités arccos <1 " I)
x

) sont définies. Ainsi, le domaine de définition de I’équation est R, .

1—
Soit z € R, : 1 e 1,1l <<= -1—-2z<1—-2z <14z carl+z >0, donc
1 —
7 +x € [~1,1] <= x > 0, ce qui est vrai. De plus (1 —/z)? > 0, donc 1 + z > 2\/x
x
puis T € [0,1]. On a montré que le domaine de définition de 1’équation est R.
x

1—=z
o Seconde méthode trigonométrique : Soit x € [1,+o0o[. Posons 6 = aurccos(1 n >
x

1 — 212
6 € [0, ], donc sinf > 0, or sin? @ = 1 —cos?f, donc sinf) = /1 — <1+:c> . De méme,
x
2 2 2
on montre que cos (arcsin( Ve )) =4/1— ( ﬁ) . Alinsi,
1+ 1+x
, 1—x , 1—x 2\/_ 1+22—22 dx
sm(arccos( )+arcsm< )) = —— -
1+ l+z l+zx 1+:c 1422+ 22 1+ 22+ 2x
1-— 2 (1—2)2 Var./(1 —x)?
donc sin(arccos( x) —i—arcsm( ﬁ)) v)2y r.y(1=2) =0, car
l+z l+z (14 x)? (14 x)2

1



lorsque z > 1, /(1 —z)2 =1 —z| =2 — 1.

1— 2
De plus, pour z > 1, arccos(1 +i> € [g,ﬂ'] et zaurcsin(1 ﬁ) € [0, g],
d (_I>+ (2 )e[ﬂ 37). Or sin| t injective, d
ONC arccos arcsin — r sin |j= 371 est injective, donc
1+ 1 279 (5.35] st inJ

(F) <= sin (arccos(—) + arcsm( )) = sin(7) <= 0 = 0. Ceci montre que (F£)
est vraie pour tout x > 1.

1— 2 1—
Lorsque z € [0, 1], H—i >0 et Hia; > 0, donc arccos(1 n i) € [0, g[
2\/x

ﬁ) € [0, E]. Ainsi, arccos( x) + arcsin(
T 2 1 1+

+
solution de I’équation.
On a ainsi retrouvé que I'ensemble des solutions est [1, +ool.

2
et arc:sin(1 > < m et x n'est pas

o Meéthode analytique :

1 PN
On note f l'application z arccos(H > + arcsm(1+ ) On a déja vu que f est

définie et continue sur R, .

- 11—z
=—l<<—l=—-1,—=1<2=0¢et
x

1+
2\/5 2 z_.
Tz l<= (1-+x)?=0<= z =1, donc [ est dérivable sur R* \ {1}.
T

Sur cet ensemble, on calcule que

1
De plus, ]

1+x
o) = —— L SEC
(1+x)? (1— )2 (1+z)? L 4
ETSE (14 z)?
2 1 1—2z 1

1+x\/4_x+ Vel +z) /(1 — )2
:;(1—1-5971(1—1;)).

Lorsque z > 1, —JIZ(
[1, 400, or f(1)

(E). )
Lorsque z €0, 1], f'(z) = NG
Soit y, z tels que = < y < z < 1. Alors f(z) < f(y) < f(z2), or f(2) — fQ1) =,

donc par passage a la limite, f(y) < m, donc f(z) < m, ce qui montre que lorsque
x €]0,1[, z n’est pas solution de (F).

0, donc f est constante sur |1, +oo[, puis par continuité sur
5 = m, donc lorsque z > 1, on retrouve que x est solution de

I
NI
+

> 0, donc f est strictement croissante sur |0, 1[.
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