DM 5. Corrigé

Probleme 1 : une intégrale dépendant d’un parametre.

1°) ¢(0) =3, o(1) = [In(1 + t)]§ = In2 et ¢(2) = [arctant]j = Z.

2°) Soit z,y € Ry avec z < y.
Soit t €]0,1]. t* = e*!nt > ¥t = ¥ car Int < 0.
Lorsque t =0, 0Y =0 et 0* > 0, donc on a encore t* > tY.

Ainsi, pour tout t € [0, 1]

, < , donc par croissance de I'intégrale,
14t 14ty
o(z) < p(y), ce qui prouve que @ est croissante sur R,.

3°) Soit z,y € Ry avec z < y.

V| 1 ! v — =
e(z) —o(y) /D <1 1 +ty> /0 Trmag ) @ done

osmw—w@s/t”‘ymzﬂ@ﬂ%ww

o 1x1
1 o+l +1
t (a4 1 1 1
De plus,/(t”—ty) dt:[ — ]: — ,
0 r+1 y+1lo =z4+1 y+1
1 y—z
donc -t dt= ————— <y —u.
f e g <

4°) Soit z € R..

Lorsque y < x, en remplacant dans la question précédente le couple (z,y) par (y, x), on
obtient que |p(y) — p(z)| < x—y = |z —y|. Ainsi, pour tout y € R, , indépendamment
de l'ordre entre x et y, |p(y) —(x)| < |y—z|, or |y — x| — 0, donc d’apres le principe

des gendarmes, ¢(y) — p(xz) — 0, puis ¢(y) — ¢(x).
y—x y—x

1 1 1 T
5°) Soit z > 0.1—p(z) = / (1 - > dx = / ] ! dt, donc
0 0

1+t e
1
0§1—gp(x)§/ t* dt =
0

de conclure.

— 0. Le principe des gendarmes permet a nouveau
T+ 1 z—400
6°) Soit x > 0. On souhaite intégrer par parties, en primitivant ¢t — 1 et en dérivant

t—> 5 mais cela nécessite de dériver ¢ — ¢* sur [0, 1], ce qui pose un probleme



en t = 0 lorsque x < 1. Pour contourner ce probleme, on integre par parties sur [e, 1]
ou € > 0, puis on fait tendre € vers 0.

1 1 —1 1
dt t 1 xt” 1 € t*
Soit € €]0, 1]. :[ } /t—dt:——— /—dt.
oit ¢ €] [/5 I+ lxel. ) arepe 2 Tt Y Utep
19

€
Or0< < ¢, donc d’apres le principe des gendarmes, —

14¢e* 14 €% =0
De plus, si f est une application continue sur [0, 1], d’apres le théoréeme fondamental de

'analyse, elle possede une primitive sur [0, 1], notée F. F est dérivable, donc continue,

donc /1 f(t)dt =F(1)—F(e) = F(1)—F(0) = /1 f(t) dt. On en déduit, en faisant
€ e 0

1 b
tendre € vers 0 dans U'intégration par parties que p(z) = = + / (—dt.
0

2 1+ )2
7°) p(z) — ¢(0) — l(@(x) _ 1) — /0 (L dt,

x—0 x 2 1+ t)2
() — ¢(0) /1t”+1—1 \ /1 dt
donc po SieenE dt = ¢(x) (x), ou ¥(z) A

Nous allons montrer que ¥ est continue sur R, en nous inspirant de la question 4.
Soit x,y € Ry avec x < y. On sait déja que, pour tout ¢t € [0, 1], t* > t¥. On en déduit
par croissance de 'intégrale que ¥ (z) < U(y). Ainsi,

1 )2 2 1
(1+t) _(1+ty) 2z x 2
OS\I/(y)—\II(x):/O e R A UL
1 1

donc 0 < U(y) — ¥(x) < / ("=t 2+t +tY) dt < 4/ (t* — t¥)dt.

0 0
On en déduit que, pour tout z,y € Ry, |¥(z) — ¥(y)| < 4|y — x|, ce qui montre, de
méme qu’en question 4, que ¥ est continue sur R, . En particulier, ¥ est continue en

-1
0, donc ¥(x) — U(0) = ;.

. oo(@) —9(0) _1
Ainsi, -0 o ©(0) —¥(0) = 1
Ceci prouve que ¢ est dérivable en 0 et que ¢'(0) = i.
8°)
1
/
% w % %
0 1 2 3
t* —0
9°) Soit = > 1. o0 - ! ﬁ)) 0, ainsi, t — t* est dérivable en 0 et, pour tout
— —
d
t €10,1], E(tx) = 2t*~!. On en déduit que, pour tout ¢ € [0, 1] (également pour ¢t = 0),
z—1
%(ln(l +1%)) = Tl qui est continue sur [0, 1]. On peut donc intégrer par parties :

Loy Lty d t 1 Un(1 4 #*)
dt = —)—(n(1 +t%) dt = |—=In(1 +t*)| — [ ——= dt
/0 I+t /0 (1:) dt(n( +19) [x n(l+ )}0 /0 x ’
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m2 1 [
doncl—gp(x):%—;/ln(l—i—tx) dt.

0
Or, pour tout u €] — 1, +oo[, In(1 + u) < u (pour le montrer, il suffit d’étudier

g(u) = u—In(1+u), dont la dérivée ¢'(u) =1 — est positive sur R, donc g est

I1+u
croissante sur R, avec ¢g(0) = 0).
1
Ainsi,()g/ In(1+ %) dtg/ t* dt = — 0
0 0 e + 1 T—r+00
1 In2
On en déduit que 1 — p(x) ~ —.
r—4oco I

Probleme 2 : 7 est irrationnel.

1°) a) fi(x) = 2ax — bz?, donc f{(x) = 2a — 2bx.

En particulier, fi(7) =0 <=2 = =7.

Pour la suite de cette question, on posera g = f;.

Premier cas : Supposons que 7 > 0.

Alors ¢’ est positive sur [0, 7] et négative sur [r, 2r]. donc g(z) croit de 0 & g(r) entre 0

et r, puis décroit de g(r) a g(2r) entre r et 2r.
2 2 2

Or g(r) = 2a% — bZ—2 2= % et g(2r) = 2a.2r — bdr® = 4% _ 4192_2 — 0.
a
Alnsi = — et mi = 0.
insh, s gl) = G et g(a)

Second cas : Supposons maintenant que r < 0 (r # 0 car r ¢ 7). Ainsi, a < 0.
g'(x) est positif entre 2r et r, puis négatif entre r et 0, donc g(x) croit entre 2r et r,
de g(2r) = 0 a g(r), puis décroit entre r et 0, de g(r) a 0.

2

a
Ainsi, comme dans le premier cas, max g(x) = — et min g(x) = 0.
z€[0,2r] b z€[0,2r]

1. b) Par inégalité triangulaire,
max(0,2r) max(0,2r) 1 2. n n 2
L[ h@las | ()" de =2l oo =1
n!

min(0,2r) min(0,2r) nt\b b

@
Pour tout n € N, posons d,, = — et montrons que d,, — 0.
n! n—+o00

dn-‘rl « . . dn+1
= — 0, donc il existe N € N tel que, pour tout n > N, < —. Par
d, n 4+ 1 n—+oo e due, p - d, — 2

récurrence sur n, on en déduit que, pour tout n > N, 0 < d, < dN(%)”_N — 0.
n—-+o0o

—_

Il en résulte, par le principe des gendarmes, que I, —+> 0.
n—-+0o0o

2r
2°) a) Iy= sinz dz = [~ cos x|y = 1 — cos(2r), donc Iy = 2sin?r.

0
2. b) Effectuons deux intégrations par parties successives :
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2r

2r
L = / (2ax — ba?)sinz dv = [(2CL$ — bz?)(— cos SB)L)
0

2r
+/ (cosz)(2a — 2bx) dx
0

2r 2r
2a — 2bx)(sinx + 2bsinx dx,
0

or 2a — 2b x 2¢ = 2a — 4a = —2a, donc I, = [217(— cosx)] — 2asin(2r)
0

puis I; = 2b(1 — cos(2r)) — 2asin(2r) = 4bsin®r — 4asinr cosr.

En conclusion, I} = 4sinr(bsinr — acosr).

3°) a) Soit n > 2. Une premiere intégration par parties donne
2r 2r

I, = [fn(x)(— cos x)] + [ fl(x)cosx dx,or f,(0) = f,(2r) =0, d’apres la premiere
0 0

question, donc une seconde intégration par parties donne

2r 2r ) e

I, = [f;(ﬂﬂ) Sin.iE] — fi(z)sinx dx. Mais f!(z) = (2a — be)( ax %? |
0 0 —

donc toujours d’apres la premiere question, f/(0) = 0 = f/(2r) (car n > 2). Ainsi,
2r A

I, = —/ fi(z)sinz d.

3. b) Ogl avuque f) ., (x) = (2a — 2bx) (), donc
10(@) = —2bfuss (1) + (20— 2w) ) ()
3o (2) + (20— 200)2 ], (2)
= 4a? f,(z) — 20 fn1(z) + 4(0*2* — 2abz) f,,()
= 4a?f,(z) — 20fpi1(x) — 40(2ax — b2?) f, ()
= 4a2fn(x) - 2bfn+1(:l:) - 4b<n + 1>fn+1(x)
=40 f(x) — bfns1(2)(2+ 4(n + 1)).
3. ¢) Pour tout n € N, notons R(n) l'assertion suivante : il existe a,,, b, € Z tels que
I, = 2(a, cosr + b, sinr)sinr.
Démontrons R(n) par récurrence double :
Pour n =0etn =1, Iy = 2sin®r et I} = 4sinr(bsinr — acosr), donc R(0) et R(1)
sont vraies.
Pour n > 0, supposons R(n) et R(n + 1) et montrons R(n + 2).

2r
Iy = —/ fr () sina dv = —4a®I, + bl,.1(4n + 6), donc d’apres Phypothese de
0

récurrence, I, 19 = 2sinr((4n + 6)b(a,s1 cosT + byy1 sinr) — 4a*(a, cosr + b, sinr)), ce
qui prouve R(n + 2).

4°) a) Soit n € N. 2r &€ 7Z, donc sin(2r) # 0.
aln g
sin(2r)  cos

(an cosr + b, sinr) = qa, + byqtanr = qa, + pb, € Z.
r

I,
‘q — 0, donc il existe N € N tel que, pour tout
sin(2r) n—+oo

1 qly, qly,
cZ, d tout n > N
=9 M sin(r) & T Cone PORTIONE R = o)

4. b) D’apres la question 1.b,

n>N,

= 0. Ainsi, pour

sin(2r)

LLG, MPSI 2, 2024/2025 4



1
a # 0carr ¢ 57, donc pour tout n € N, I,, = 4—@2((4n+6)bln+1 —I,42). Ainsi, par une

récurrence double descendante, on en déduit que pour tout n € {0,..., N+1}, I,, = 0.
En particulier, Iy = 0, or Iy = 2sin®r, donc sinr = 0, ce qui est faux car r ¢ 5.

5°) Cette contradiction impose que tanr ¢ Q. On a donc montré que, lorsque r ¢ TZ,
r € Q = tanr ¢ Q. La contraposée donne tanr € Q = r ¢ Q.
Prenons r = 7. Ainsi, 7 ¢ §Z et tanr =1 € Q. Ainsi, T ¢ Q, puis 7 ¢ Q.

+00

Probleme 3 : Calcul de Z — lorsque = est un entier pair.
n=1 n

1°) Pour n € N*, on note R(n) l'assertion : P, est une application polynomiale.

Pour n =1, R(1) est vraie d’apres ’énoncé.

Pour n > 1, supposons R(n) et montrons R(n + 1).

Clairement, si @ est une application polynomiale, alors t — tQ(t) et t — t>Q(t) sont

polynomiales. De plus, si @ est 'application polynomiale  — ag + a1z + - - - + ayz”,
T 2 N+1 x
x

alors pour tout = € R, / Q(t)dt = a0x+alx——|—~ tay donc z — / Q(t)dt

2 N+1’
0 0

est encore polynomiale. D’apreés R(n) et ces constatations, on en déduit que P, est
une application polynomiale, donc R(n + 1) est vraie.

1 2
T T 1 1 1
20 - (—— —)d - o=
) ™ /U 1) T T 1T
2

4
SV R T2t x
pw) = [ (DY a—a (D Dy @ D
2(7) /0 173 I/O 1 )@t g
X
12
X

xt 23 2 2
— T+ —a(-T D)+

16 ' 6 12" 4/ "12
_x4(1 1> m3<1 1)+ 2
- 4\3 4 2\3 2 12
i A
) _481 12, +121 ) 1( 1 1+1>_ 13-15+20 1
ONe Mg = S 12\4x5 4 3/ 12 4x5x3  6x5x3

240 48 . 36 12

En conclusion, my = —.

90

3°) Soit n € N*.

P (x) =xP,(x) — / P,(t)dt — xP,(x) + xmy, donc P/ () = xm, — / P,(t)dt.
0 0

On en déduit que P, (z) = m, — P,(x).

4°) On fixe k € N*.
¢ Soit n € N*. Intégrons par parties :

/1 P, (t) cos(knt)dt = [Pn“(t)w] v /1 Péﬂ(t)sm(lmt)

dt
km ’

km 0
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donc a l'aide d’une nouvelle intégration par parties,

| Paesttycostiortiar = [Prao TR - [ e e

0
or on a vu que P, (x) = xm, — / P,(t)dt, donc P, ,(0)=0= P, ,(1).

0
Ainsi, en utilisant la relation P/ (x) = m, — P,(z),

1 1 1 ! cos(kmt)
. p _ = P _ — 7 dt.
on obtient /0 t1(t) cos(kmt)dt (lm)Q/o () cos(kmt) dt mn/o ()2 dt

Cette derniere intégrale est nulle,

1 1 1
donc / P, (t) cos(kmt)dt = ) / P,(t) cos(kmt) dt, ce qui prouve que la suite
0 )" Jo

1
1
< /0 P,(t) cos(/mrt)dt) e est géométrique de raison ok

1
1
0) déduit P,(t krt)dt = ———-,
o On en 1 édui que/O ( >Coi( mt) (o) Z D)
2
oul = / Py (t) cos(kmt) dt = / (_3:_ + E) cos(kmz) dx.
V1T

Effectuons deux intégrations par parties successives :

R e

(L Dyt / Leos(kra) |

2 2/ (km)? lo 2 (km)?
o 11 [ 1
ainsi [ = T3 e puis i P, (t) cos(kmt)dt = 3G

5°) a) On vérifie que P;(0) = 0 et d’apres la définition de P,q, pour tout n € N*,
P,1(0) = 0. Ainsi 0 est une racine de l'application polynomiale P,. Alors, d’apres le
cours, il existe une application polynomiale @), telle que, pour tout ¢ € R,

P,(t) = tQn(t).

5. b) Soit N € N*. D’apres la question 4,

N 1 N 1 1 N

Y o= w2 / P,(t) cos(knt) dt = —7*" / Qn(t) ) 2t cos(krt) dt.
k=1 e k=1 0 0 k=1

sint —sin0

6°) a) ~—¥_0 o sin’(0) = cos(0) = 1, donc par composition des limites,
— —

sin(Zt t 2

(t2> — 1. On en déduit que ——~ — { = —.

T 40 sin(%) =0 T

cost — 1
6.b) Lorsque x # 0, on pose n(x) = ——— et on pose n(0) = 0.
x

Ainsi, pour tout = € R, cos(x) = 1 + zn(z).

cos(x) — cos(0)
vl t 2

ft) = f0)  smEnp — = t—2sin(Zt)  1-— Zsin(%t)

) .

De plus, n(x) = — cos'(0) = sin(0) = 0.
T—>

6. c) Soit t €]0, 1]. ; = ; = Fein(Et
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D’apres I'énoncé, sinz = x + 22(z) ol &(x) — 0,
Tr—r
£) — f(0) 1 — 2 (T4 (Tt)2g(nt L t
doncf() f(): 7rt(2. 52) (2)):_.27r 5<7T_)_>0’
t sin 5t singt \ 2/ t=0
donc f est dérivable en 0 et f'(0 ) 0.
sm———tcos
6. d) Soit ¢ €]0,1]. f'(t :
) Soit <o, 1) () = 22

D’apres la question b, cosx = 1 4 an(x) ou n(z) — 0, donc
T—
sine —xcosx x4 2%e(z) —x(l+an(z))  2*(e(zx) —n(x))  e(z) —n(x)

= = —
(sinx)? (x + x2¢(x))? 21+ xe(x))2 (1 +2e(x))? 20
Par composition des limites, on en déduit que f'(t) — 0 = f/(0), donc f’ est continue
z—

en 0. De plus f est de classe C*! sur ]0, 1] d’apres le cours, donc f est bien C*! sur [0, 1].
7°) a) SoitaE(CetNEN
N+1 N

TR S ST SED DD SR
k=0
b) Smt N e N* et t €10, 1]. On apphque la question précédente avec a = e

diviser par 1 — €™ car 7t €]0, 7]. Ainsi,
al 1— (eimt)yN+1 e gin(Nlr)  sin(¥Hnt)

Z eikwt — — — — eiﬁt%‘
prd 1 — et i3 sin(Z) sin(%)
c) Soit N € N* et t €]0,1]. En passant a la partie réelle, on déduit de la question

it

. On peut

N N+1
sin(==t) N
Scédent krt) = — 2 ( t_))
précédente que %cos( t) (%) cos| mt—
N (N4l
sin(=5=t) N
donc 2t;cos(kmﬁ) =2t W cos (7?755) — 1>,

or 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b),
donc 2 sm(NHmf) cos <7TtN> = sin(N + 1)nt +sin 2
sin(N + %)nt

iy Tt
Sin 3

Ainsi, 2t Z cos(kmt) = t( — 1) =—t+ f(?) Sin((N + %)ﬂ't).

Cette égalité est encore vraie, car évidente, lorsque ¢t = 0.

8°) Intégrons par parties :
cos(N + Hrtqb b cos(N + 1)t

/ab90<)81n<(]\/'+ §rt) dt = | ~(t) N S
c

[ ettsin(00 4 me) ] < s (o0 et + 0] ) = e

b
ou C = |p(b)| + |¢(a)] +/ |’ (t)] dt ne dépend pas de N.

b
D’apres le principe des gendarmes, on en déduit que / o(t) sm((N +3 ) > dt — 0.

N—+o00
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9°) D’apres les questions 5.b et 7.c,

Yo on [ 1 1
. _.2n () (— in((N + = dt, W (1) dt = m,,. De plus,
; L2n @ /o Qn(t)(—t+ f(t)sin((N + 2)7Tt) t or/0 tQn(t) m,,. De plus

N

f est de classe C'! sur [0, 1], donc d’apres la question précédente, ; Ton N—>—+>oo my,m".

+o00
1
On peut donc écrire que g T = mym"

k=1

+0o 2 +oo 4

1 T 1 T
En particulier — = — et de —_ = —
P ’ ;; 26 ; K90

LLG, MPSI 2, 2024/2025 8



