DM 8 : un corrigé

Partie 1 : familles libres de F(R,R).

1°) Pour tout n € N, 1 4 (—1)" # 0 si et seulement si n est pair, or 'ensemble des
nombres pairs est infini, donc la famille (1 + (—1)"),cn n’est pas presque nulle, ce n’est
pas un élément de R,

2°) Supposons que I est un ensemble fini. Soit a = (a;)ic; € RY. Alors {i € I / a; # 0}
est une partie de I, donc est fini. Ainsi, a € RY. Ainsi, lorsque I est fini, RY) = R’
Pour la réciproque, établissons la contraposée : supposons que I est un ensemble infini.
Pour tout i € I, posons a; = 1. Alors la famille a = («;);e; est dans R, mais elle n’est
pas presque nulle, donc R! # R,

En conclusion, la CNS cherchée est que I soit un ensemble fini.

3°) o Pour tout k € N, posons oy, = b—i . Notons a = (o) gen-
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Ainsi a est une famille presque nulle de réels et g est correctement défini d’apres
I’énoncé.

o En tant que composée de fonctions croissantes, pour tout £ € N, f; est croissante
sur [0, 1], puis en tant que somme de fonctions croissantes, g est croissante sur [0, 1],
donc ¢ possede un max sur [0, 1], égal a g(1).
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De plus ¢(1) = Z L%Je <e Z L%J, or pour tout k € N, {%J < Qn—k < n, donc
keN k=0
1 1
g(1) < en( L%J + 1>. Ceci prouve que, pour tout z € [0,1], g(x) < en(% + 1).
n n

4°) Soit x € R. 2chz = €” 4+ ™% et 2shx = €* — 7, donc chx + shx = exp(z).
Ceci montre que exp —ch — sh = 0, donc {exp, ch, sh} est liée.



5°)
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ce qu’il fallait démontrer.
6°) Soit «, 8,7 € R tels que ach + fsh + vyth = 0.
Ainsi, pour tout x € R, ach(x) 4+ fsh(z) + yth(z) = 0.
En particulier, pour = 0, on obtient o = 0.
Ainsi, pour tout = € R, fsh(x) 4+ ~th(z) = 0, donc en simplifiant par sh(x) qui est non
1
nul pour x € R*, on en déduit que, pour tout x € R*, g + WT = 0.

chz
Si 'on suppose que v # 0, on en déduit que 'application ch est constante sur R*, donc

que sa dérivée, égale a sh, est nulle sur R*, ce qui est faux. Ainsi, v = 0, puis 5 = 0.
Ceci prouve que {ch,sh,th} est libre.

7°) Soit (an)nen- € RN telle que, pour tout = € R, Z ay, sin(z") = 0.
neN
Supposons qu'il existe n € N* tel que a,, # 0. Alors {n € N* / a,, # 0} est une partie

non vide de N, donc elle possede un minimum, que ’on notera m. Dans ces conditions,

sin(z™)
tout z € R, (1) - . — 0 et oy, # 0.
pour tout x (1) Za p et a,, #

n>m
sint sin 2™
— — leta™ —> 0, car m > 1, donc par composition des limites, — 1.
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De plus, pour tout n € N avec n > m, g = x”_mg — 0.

xm x" z—0
Ainsi, si 'on fait tendre x vers 0 dans la relation (1), on obtient que «,, = 0, ce qui
est faux. On en déduit que, pour tout n € N*, a,, = 0, ce qu’il fallait démontrer.

8°) o Soit f,g € A avec f # g.
Premier cas : 1l existe k, h € N* tels que f = ¢ et g = ¢y, avec k # h.
2m 2 k—h k h
f(z)g(z) doe = / cos( )z —5 cos(k + h)z de et k—h#0,
0
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Second cas : 1l existe k, h € N* tels que f = si et g = s, avec k # h.
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Troisieme cas : 11 ex1ste k,h € N* tels que f = ¢ et g = sp,. fg étant 2m-périodique,

™

d’apres le cours, i f( )g(z) dx —/ f(z)g(z) de = %/ cos(kx)sin(hz) dx = 0

par imparité. On procede de méme lorsqu’il ex1ste k,h € N* tels que f = s et g = ¢.

En conclusion, pour tout f,g € A avec [ # g, f( )g(z) dx = 0.
0
o Soit (af)sea € RW telle que Z arf =0. Soit g € A.
feA
o= [ (Gesm)ota
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= Z af/ flx dx (car c’est une somme finie),
fGA ap#0
donc si o, # 0, alors dans la somme précédente, tous les termes sont nuls sauf celui

2T 2
d’indice g. Ainsi, 0 = ag/ g(x)? dx. Alors / g(x)* dz = 0, or z — g?(z) est

0 0
continue et positive, donc d’apres un théoreme du cours, elle est identiquement nulle
sur [0, 27], ce qui est faux car g € A. Donc o, = 0, pour tout g € A, ce qui prouve que
A est libre.

9°) o Pour tout f € B, f est d’apreés le cours de classe COO, en tant que composée

d’applications de classe C*°, donc pour tout (o) rep € R Z ay f est aussi de classe
feB
C*, en tant que somme finie d’applications de classe C*°. Ceci montre que Vect(B)

est inclus dans I’ensemble des applications de classe C*° de R dans R.
o Pour tout f € B, pour tout x € R, on remarque que |f(x)| < 1, donc pour tout
(af)sep € R®P) silon note g = Zaf, pour tout z € R, on a |g(x)| < Z lag|. Ainsi,

feB feB
tous les éléments de Vect(B) sont des applications bornées sur R. L’application x — =z,

par exemple, est de classe C'*°, mais n’est pas bornée, donc 'inclusion précédente est
stricte.

Partie II : applications du lemme de Zorn

10°) Soit n € N*. Notons R(n) I’assertion : pour toute partie finie de £ de cardinal n,
totalement ordonnée, cette partie possede un maximum. Raisonnons par récurrence.
Pour n =1, si A est une partie de E de cardinal 1, c’est un singleton de la forme {a}
avec a € E. 1l est clair que a est le maximum de A.

Pour n > 1, supposons R(n) et démontrons R(n + 1).

Soit A une partie de E de cardinal n + 1, totalement ordonnée.



n+1>1, donc il existe a € A. A\ {a} est de cardinal n, donc d’apres R(n), A\ {a}
possede un maximum, noté m.

A est totalement ordonné, donc a et m sont comparables.

Si a < m, alors m est le maximum de A.

Si m < a, alors a est le maximum de A.

Dans tous les cas, A possede un maximum, ce qui prouve R(n + 1).

11°) Soit c € A et x € Atel que z < c. Onaz < ¢ < a, donc x < a. De plus
six = a, alors a < ¢ < a, donc ¢ = a ce qui est faux. Ainsi x € A<%, ce qu'il fallait
démontrer.

12°) Soit a € A.

ACB,donc A~*={re€A/z<a}C{xeB/r<a} =B

De plus, siz € Bs*, onax < a, a € A et A est un crible de B, donc =z € A. On a
toujours x < a, donc x € A<®. Ainsi, B<* C A<®.

En conclusion, on a montré que A<* = B<®,

13°) Pour tout n € Z, notons | —oo,n| ={z € Z / v < n}. Il est clair que | — 0o, n]
est un crible sur Z : en effet, pour tout ¢ €] — 0o, n], pour tout y € Z tel que y < ¢, par
transitivité de <, on obtient que y < n, donc que y €] — oo, n|. De plus, Z et () sont
des cribles sur Z.

Réciproquement, soit C' un crible sur Z, différent de Z et de (.

Il existe d € Z \ C.

Soit ¢ € C. Sid < ¢, comme C' <Z, alors d € C, ce qui est faux. Ainsi ¢ < d, pour tout
¢ € C, donc C est majoré. De plus C' est non vide, donc il possede un maximum que
I’on notera n.

Pour tout ¢ € C, par définition du maximum, ¢ < n, donc ¢ €]—o00, n]. Réciproquement,
sic €] —oo,n|, alors c <netn e C,or C<Z, donc ¢ € C. On en déduit bien que
C =] —oo,n], o n € Z.

14°) o Soit E€ et AcP(X) tel que A C E.

Soit B une partie finie de A. Alors B est une partie finie de F/, or E € £ et £ est de
caractere fini, donc B € £. Ainsi, toute partie finie de A appartient a £, donc A € &.
Ceci prouve que £ est un crible de P(X) pour la relation d’inclusion.

o & est non vide par hypothese, donc il existe A € £, or ) C A et £ <P(X), donc
Def.

15°) Soit A une partie totalement ordonnée de £. Posons M = U A. Dans P(X),

AcA
pour la relation d’inclusion, M est un majorant de A. Il suffit donc de montrer que

M € £, mais £ est de caractere fini, donc il suffit de montrer que, pour toute partie
finie B de M, B € £.

Soit B une partie finie de M. Si B = (), d’aprés la question précédente, B € £.
Supposons maintenant que B est non vide.

Pour tout b € B, il existe A, € A telle que b € A,.

A est totalement ordonnée, donc {4, / b € B} est une partie finie non vide et totale-
ment ordonnée. D’apres la question 10, elle possede un maximum, que 'on notera A’.

4



Alors, pour tout b€ B,be A, C A’, donc BC A". Or A’ € A C &. Alors d’apres la
question précédente, B € £, ce qu’il fallait démontrer.

16°) Notons € I'ensemble des parties libres de E. En partie I, on a vu des exemples
de parties libres, donc & est bien une partie non vide de P(E).
Soit A € £. Soit B une partie finie de A. Montrons que B est libre.
Soit (o) fep € RP) = RE (d’apres la question 2) tel que ZOéff = 0.
feB
Pour tout f € A\ B, posons a; = 0. Alors (a;)res € R et Zaff = Zaff =0,

feA feB
or A est libre, donc ay = 0, pour tout f € A. En particulier, oy = 0 pour tout f € B,

donc B est libre. Ainsi, si A € £, toute partie finie de A appartient a &.
Réciproquement, soit A € P(F) telle que toute partie finie de A appartient a &.
Montrons que A est libre.

Soit (a)rea € R telle que Zosz = 0. Notons B = {f € A/ oy # 0}. Alors B est

feA
finie, donc B est libre, et 0 = ZOéff = Zaff, donc pour tout f € B, ay = 0. Cela
feA feB

signifie que B = (), ¢’est-a-dire que oy = 0 pour tout f € A, ce qu'il fallait démontrer.

17°) Reprenons les notations de la question précédente. £ est de caractere fini, donc
d’apres la question 16, £ est inductif pour la relation d’inclusion. Alors d’apres le lemme
de Zorn, £ possede un élément maximal, que ’on notera A. Montrons que A est une
base.

Déja, A € £, donc A est libre.

Raisonnons par l’absurde en supposant que Vect(A) # E. Alors il existe fo € E tel que
fo & Vect(A).

Posons A" = AU {fo}. 1l suffit de montrer que A" est libre, car dans ce cas, A’ € &,
AC A et A#£ A’ ce qui contredit la maximalité de A et constitue une contradiction.

Soit (af)rear € RA) telle que Z arf =0. Alors 0 = oy, fo + Z arf.

fear feA
Si ap, # 0, alors fy = Z ( — ﬁ)f, donc fy € Vect(A), ce qui est faux. Donc
fo
feA
ay, = 0, puis Z asf =0, or A est libre, donc pour tout f € A, ay = 0, ce qu’il fallait

feA
démontrer.



Partie III : théoréeme de Zermelo.

18°) Notons (1) la propriété “E est bien ordonnné” et (2) la propriété “< est un ordre
total et il n’existe aucune suite (z,),en de E strictement décroissante”.

o (1) = (2):

Soit (a,b) € E% L’ensemble {a,b} est non vide, donc il posséde un minimum. Si ce
minimum vaut a, alors a < b. Si ce minimum vaut b, alors b < a. Ainsi, a et b sont
comparables.

Supposons qu’il existe (x,) strictement décroissante. {x, /n € N} est non vide, donc
il possede un minimum, noté z,, ou m € N. Alors x,,41 > z,, par définition de ce
minimum, mais z,,11 < ,, car la suite décroit strictement. C’est impossible, donc (2)
est vérifiée.

o (2) = (1) : démontrons la contraposée. On suppose donc —(1), c’est-a-dire qu’il
existe une partie A non vide de E ne possédant pas de minimum.

Pour démontrer —(2), supposons que < est totale et construisons une suite strictement
décroissante.

A est non vide, donc il existe g € A.

A ne possede pas de minimum, donc xg n’est pas un minimum de A. Mais 'ordre est
total, donc il existe x1 € A tel que z1 < xy.

Pour les mémes raisons, x; n’est pas un minimum de A, donc il existe x5 € A tel que
To < I7.

Soit n € N*. Supposons construits xg,...,z, une suite d’éléments de A strictement
décroissante.

x, nest pas un minimum de A, donc il existe z,,1 € A tel que z,11 < x,.

On construit ainsi par récurrence une suite strictement décroissante d’éléments de E.

19°) On suppose que E \ {m} est bien ordonné. Soit A une partie non vide de E.

Si A = {m}, alors A admet m comme minimum.

Sinon, notons A’ = A\ {m}. Si A’ était vide, on aurait A C {m} avec A non vide,
donc on aurait A = {m}, ce qui est faux. Ainsi A’ est une partie non vide de E \ {m}
qui est bien ordonné, donc A’ possede un minimum, que l'on notera a.

m est le maximum de E, donc a < m, donc, que m soit ou non élément de A, a est
le minimum de A. Ainsi toute partie non vide de E possede un minimum, donc F est
bien ordonné.

20°) © Soit (A,R) € £.Ona AC A, pour tout z,y € A, x Ry<=x Ryet AQA,
donc (A, R) < (A, R). Ainsi, < est réflexive.

o Soit (A4, R),(B,S) € & tels que (A, R) < (B, S) et (B,S) < (A, R).
OnaAC Bet BC A, donc A= B. De plus pour tout z,y € A, x Ry<= xSy
donc R = S. Ainsi, (A, R) = (B, 5), donc < est antisymétrique.

o Soit (A, R),(B,S),(C,T) € & tels que (A, R) < (B,S) et (B,S) < (C,T).

Ona AC Bet BC C,donc ACC.

Soit z,y € A.Onax Ry <= x Sy, or xz,y € B,donc x S y <= = T y. Ainsi,
rRy<=axTy.



Il reste & montrer que dans (C,T), on a bien A < C : soit a € A et x € C tels que
x T a. Alors a € B, or dans (C,T), B<C, donc z € B.

Ainsi, z,a € B, donc x S a. De plus, dans (B,S), A<t B, or a € A, donc z € A, ce
qu’il fallait démontrer.

On a donc prouvé que (A, R) < (C,T), donc < est transitive.

¢ En conclusion, < est bien une relation d’ordre sur £.

21°) o Soit z,y € M. Il existe (A, R),(B,S) € F tel que z € A et y € B.
F est totalement ordonné, donc (A, R) < (B,S) ou (B,S) < (A, R).
Supposons par exemple que (A, R) < (B, S). Alors z,y € B.
Ainsi, pour tout x,y € M, il existe (B, S) € F tel que z,y € B.
De plus si (C,T) est un autre élément de F tel que z,y € C, alors si (B, S) < (C,T),
onazxz Sy<= xTy. Cestencore vrai si (C,T) < (B,S) et on est nécessairement
dans 1'un de ces deux cas car F est totalement ordonné.
On peut donc définir sur M la relation binaire U par : pour tout x,y € M,
xUy<=x Ry,ou (A R) € F est tel que z,y € A.
o Montrons que U est un ordre sur M.
— Soit x € M. Il existe (A, R) € F tel que z € A. Alors z,z € Aet x Rz (car R
est réflexif), donc par définition de U, z U .
Ainsi, U est réflexif.
— Soit x,y € M telsque z U yet y U .
Il existe (A, R),(B,S) € Ftelsquez € Aety € B.
F est totalement ordonné, donc (A, R) et (B, S) sont comparables.
Supposons par exemple que (A, R) < (B, S). Alors A C B, donc z,y € B. Ainsi,
xSyetySx orS estantisymétrique, donc z = y.
Ainsi U est antisymétrique.
— Soit z,y,z€ M telsque z U y et y U z.
Il existe (A, R),(B,S),(C,T) € Ftelsquex € Aetye€ Bet z€ C.
D’apres la question 10, {(A4, R), (B, S), (C,T)} (qui est une partie finie non vide
totalement ordonnée) posseéde un maximum. Sans perte de généralité, supposons
que ce maximum est égal a (C,T).
Alors z,y,z € C,donc x T y et y T z, or T est transitive, donc = T z.
Ainsi, x U z. Ceci prouve que U est transitive.

22°) Soit N une partie non vide de M.

N est non vide, donc il existe z € N. x € M, donc il existe (A, R) € F tel que z € A.
AN N est alors une partie non vide de A, or R est un bon ordre sur A, donc AN N
possede un minimum, que ’on notera m : pour tout y € ANN, m R y.

Soit y € N. Il existe a nouveau (B, S) € F tel que y € B.

Si (B,S) < (A,R), alors B C A, donc y € A. Ainsi, y,m € A et m R y, donc par
définition de U, m U y.

Sinon, c’est que (A, R) < (B, S), donc pour l'ordre S, A < B.

I1 suffit de montrer que dans ce cas, m S y. En effet ceci implique que m U y. Alors,
pour tout y € N, m U y, or m € N, donc pour 'ordre U, N possede bien un minimum.



Pour cela, raisonnons par 1’absurde en supposant que —(m S y). S est un bon ordre,
donc il est total, donc y S m. Mais m € A,y € Bet A< B, donc y € A. Alors
y € AN N, donc par définition de m, m Ry. Or (A, R) < (B, S), donc m S y. De plus
S est antisymétrique, donc y = m, ce qui est en contradiction avec —(m S y).

23°) Ainsi (M,U) € &. Pour montrer que £ est inductif, il suffit de montrer que
(M,U) est un majorant de F :

Soit (A, R) € F. Alors A C M.

Par définition de U, pour tout z,y € A, x U y<=z R y.

Pour montrer que (A, R) < (M, U), il reste donc a montrer que, pour 'ordre U, A<1 M.
Soit a € A et x € M tels que z U a.

Il existe (B, S) € F tel que x € B.

F est totalement ordonné, donc (A, R) < (B,S) ou (B,S) < (A, R).

Si(B,S) < (A,R), alors B C A, donc z € A.

Si (A, R) < (B,S), alors pour l'ordre S, A < B.

Or z,a € B et x U a, donc par définition de U, on a x S a. Sachant que A < B et
x € B, on en déduit encore que x € A.

Ceci démontre que A << M.

24°) o D’apres le lemme de Zorn et la question précédente, £ possede au moins un
élément maximal que l'on notera (A, R).
Supposons que A # X. Alors il existe 2o € X \ A.
o Notons A" = AU {xp} et S la relation binaire définie sur A’ par :
— pour tout z,y € A,z Sy<= =z R y;
— pour tout x € A, xS zg et =(z9 S z) :
— X S Zo.
On vérifie que S est une relation d’ordre :
— Elle est réflexive car R est réflexive et 2y S zg.
— Soit x,y € A" tels que = S y et y Sx.
Supposons que x # xo. Alors z € A, donc —(xy S z), donc y # z,. Alors
r,y€e A, x Ryety R x, donc x = y.
On raisonne de méme lorsque y # .
Il reste le cas ot © = xg et y = xq, ou il est évident que z = y.
Ainsi, S est antisymétrique.
— Soit z,y,z € A tel que x Syety S z.
Siy =z, on a évidemment que x S z.
Supposons maintenant que y # z.
Siz=umxy alorsy € A, or z S y, donc z € A. Alors on sait que =z S xg, donc
xS z.
Si z # xg, sachant que y S 2z, on a y # x(, puis de méme on en déduit que
x # xg. Alors z,y, 2z € A et la transitivité de R prouve que = R z, c’est-a-dire
que x S z.
Ainsi S est transitive.



o 1l est clair que ¢ est le maximum de A’ pour S. De plus A est bien ordonné pour
R, donc pour S. Alors d’aprés la question 19, A’ est aussi bien ordonné.
o On vérifie que (A, R) < (4, 9) :

— ACA;

— Pourtout z,y€c A, s Ry<=x S y;

— Soit a € Aet x € A tels que = S a. Alors x # xy, donc x € A. Ainsi, A < A'.
o (A, R) étant par hypothese maximal dans &£, on en déduit que (A, R) = (4',5),
donc en particulier que A = A’, ce qui est faux.
On a donc montré que A = X.
R est alors un bon ordre sur X, ce qu’il fallait démontrer.

Commentaires concernant le probleme :

Nous verrons plus tard que la notion de base est définie dans le cadre plus général des
espaces vectoriels. La partie II s’adapte a tout espace vectoriel et prouve, en admettant
I’axiome du choix, que tout espace vectoriel possede une base.

La partie III démontre que Zorn = Zermelo. A laide d’arguments similaires, on
démontre que l'axiome du choix implique le lemme de Zorn (en se plagant sous la
théorie ZF des ensembles). Il est assez simple d’établir que le théoreme de Zermelo
implique 'axiome du choix, car si R est une relation d’équivalence sur un ensemble
X, pour choisir un élément dans chaque classe d’équivalence, il suffit de prendre le
minimum de cette classe d’équivalence, pour un bon ordre sur X. Ainsi, en se placant
sous la théorie ZF des ensembles, ’axiome du choix, le lemme de Zorn et le théoreme
de Zermelo sont équivalents.



