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1 Applications

1.1 Généralités

Définition. Une fonction f d'un ensemble E dans un ensemble F' est un triplet
f=(E,F,T'), on E et F sont des ensembles et ou I' est une relation binaire sur £ x F’
telle que Vx € E, Yy,z€ F, (x T y)A (2T z) = (y = z), ’est-a-dire telle que pour
tout © € F, il existe au plus un y € F en relation avec x.
On note alors “y = f(z) ” au lieu de = I' y ou bien (z,y) € I.
— Le domaine de définition de f est {z € E/3Jy € F, x I' y}. On le notera Dy.
— Une application de E dans F' est une fonction telle que Dy = E.
— F s’appelle 'ensemble de départ de f et F' ’ensemble d’arrivée.
— I' s’appelle le graphe de f. I' = {(z,y) € E x F/x ' y} = {(x, f(z))/x € Dy}.
— Lorsque y = f(z),oux € Eety € F,
— on dit que y est 'image de = par f et
— que z est un antécédent de y par f.

Remarque. En pratique, on confond souvent les deux notions d’application et de
fonction, lorsque le domaine de définition est connu sans ambiguité. La suite de ce cha-
pitre est essentiellement consacrée aux applications, ce qui évite d’étudier précisément
les problemes de domaines de définition.

Propriété. Soit f une fonction d'un ensemble E vers un ensemble F' et soit g une
fonction d’un ensemble E’ vers un ensemble F”.

Alors f = g si et seulement si £ = E', F' = F', Dy =D,

et pour tout = € Dy, f(x) = g(x).

Démonstration.

Notons f = (E, F,T") et g = (E’, F',T"). Supposons que f = g. Alors £ = E' et F' = F".
Soit x € Dy. 1l existe y € F tel que (z,y) € I'. Alors (z,y) € I'. Ainsi x € D, et
y = f(z) = glz) ...

Réciproquement, supposons que £ = E', F = F', Dy =D,

et pour tout z € Dy, f(x) = g(x).

Soit (z,y) € I'. Alors x € Dy, donc x € D, et f(x) = g(x) =y, donc (z,y) € I'. O

Exemple. La fonction f : x +—— % de R dans R a pour domaine de définition R* et
pour graphe {(z,1)/z € R*}.

Remarque. C’est pour garantir cette propriété qu’'une fonction est définie comme un
triplet (£, F,T"). Ainsi, si deux fonctions f et ¢ sont telles que Dy = D, et

Vo € Dy, f(x) = g(x), elles sont tout de méme différentes des lors qu’elles ont des
ensembles de départ ou d’arrivée différents.

Définition. Soit F et I deux ensembles. La famille (e;);c; d’éléments de E indexée
par [ est 'unique application de I dans E dont le graphe est {(i,e;)/i € I1}. 1l s’agit
d’une autre fagon de noter une application, parfois mieux adaptée.
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Définition. Une suite est une famille d’éléments indexée par N, ou éventuellement
par {n € N/n > ng} (out ng € N).

Définition.
— Lorsque F et F sont deux ensembles, le triplet (F, F,})) est une fonction, appelée
la fonction vide de E dans F, dont le domaine de définition est vide.
— Si F est un ensemble, le triplet (0, F, () est appelé I'application vide, a valeurs
dans F'.
— Cette application vide est égale a la famille vide a valeurs dans F', parfois notée

(ei)ien-
Notation. L’application identité sur E est définie par : Vo € E, Idg(z) = x.

Définition. Soit E un ensemble et A une partie de E. L’indicatrice de A dans E
est 'unique application, notée 14, de E dans {0,1} telle que 14(z) = 1siz € A et
14(z) =0siz e E\ A

Propriété. Soit F un ensemble et A et B deux parties de E. En définissant natu-
rellement la somme, la différence et le produit de deux applications de F dans R, on
vérifie que : ]-E\A =1p—14,1pp=1adlgetlgyp=1a+15—14.1p.

Remarque. Il est important de bien distinguer une fonction f, par exemple la fonction
exponentielle exp : x —— €® de R dans R, de la quantité f(z) pour x donné. Ainsi
exp € F(R,R) alors que pour x € R, exp(xr) = €” est un réel.

Définition. Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F'. On suppose
que F' est muni d’une relation d’ordre <. Soit A une partie de E.
— Soit m € F. On dit que m est un majorant (resp : minorant) de f sur A si et
seulement si m est un majorant (resp : minorant) de f(A).
— On dit que f est majorée (resp : minorée, bornée) sur A si et seulement si f(A)
est une partie majorée (resp : minorée, bornée) de F.
— Lorsque f(A) posséde un maximum (resp : minimum), on dit que f posséde un
maximum (resp : un minimum) sur A et on note max f(x) = max(f(A)) (resp :
— Lorsque f(A) possede une borne supérieure (resp : inférieure), on dit que f

posséde un sup sur A (resp : un inf) et on note sup f(x) = sup(f(A)) (resp :
z€A

Exemple. Déterminer le maximum de 'application x — (1 — z) sur [0, 1].
Solution : Notons f cette fonction. On pourrait la dériver et tracer son tableau de
variations. De fagon plus élémentaire, pour tout = € [0, 1],

flz)=x—2*=—(z— 1)+ 1 <1 donc I majore f sur [0, 1].
1 1
1y _ 1 _ _
De plus, £(3) =}, done s () = /(3) =
-1
Exemple. De maniere élémentaire, déterminer la borne supérieure de z —— z 1
x

sur [1, +o0.
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Applications et dénombrement 1 Applications

Solution : Notons f cette application. Pour tout x € [1, +o0],
r+1

0< <
< f(@) r+1

Soit a < 1. Pour tout x € [1,+o0[, z+1 > 0,

donc f(z) >a<=x—1>alz+1)<=2z(1—a)>a+1,or 1l —a>0,
a—+1
donc f(z) > a <= x > 1

=1, donc 1 est un majorant de f sur [1,4o00].

. Cette inéquation possede des solutions, donc 1 est le
—a
plus petit des majorants. On a montré, sans recourir a des arguments d’analyse, que

sup f(x) est défini et qu’il vaut 1.
z€[1,400]

2
C’est cependant plus rapide avec un peu d’analyse : f'(z) = m > 0, donc f est
x

croissante. Ainsi, d’apres le théoreme de la limite monotone, f(z) —+> sup f(t),
T—r+00 tE[l,-{-OO[

or on sait que f(x) —+> 1 et le principe d’unicité de la limite permet de conclure.
Tr—r+00

Définition. Soit [ un ensemble quelconque et soit (f;);c; une famille d’éléments d’un
ensemble F. On suppose que F' est muni d’'une relation d’ordre <.
— Soit m € F. On dit que m est un majorant (resp : minorant) de la famille (f;);cr
si et seulement si m est un majorant (resp : minorant) de {f;/i € I}.
— On dit que la famille (f;) est majorée (resp : minorée, bornée) si et seulement
si {fi/i € I} est une partie majorée (resp : minorée, bornée) de F.
— Lorsque {f;/i € I} possede un maximum (resp : minimum), on dit que la famille
(f:) possede un maximum (resp : un minimum)
et on note max fi=max({f;/i € I}) (resp : ...).

— Lorsque {f;/i € I} posséde une borne supérieure (resp : inférieure), on dit que
la famille (f;) possede un sup (resp : un inf)

et on note sup f; = sup({fi/i € I}) (resp : ...).
i€l

n —
Exemple. Pour tout n € N*, posons z,, = ——l En adaptant 'exemple précédent,
n
on peut montrer que sup x, = 1.
neN*
Notation. On note F(E, F) ou bien F¥ I’ensemble des applications de E dans F.

FT est donc aussi 'ensemble des familles indexées par I d’éléments de I’ensemble F'

Définition. Soient £ et F' deux ensembles, £’ une partie de E et F’ une partie de F.

— Soit f une application de F dans F.
Si E' C FE, la restriction de f a E’ est 'unique application de E’ dans F' telle
que Va € ', flw(x) = f(x).

— Soit f une application de E’ dans F'. On appelle prolongement de f sur E toute
application g de E dans F' telle que g|p = f.

— Si F” est une partie de F telle que, pour tout € E, f(x) € F’, la corestriction
de f a F’ est I'unique application de E dans F” telle que : pour tout x € E,

fIF (@) = f(x).
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— Si E' C E et F' C F, lorsque pour tout x € E', f(z) € F', on désigne par f|&,
I'unique application de E’ dans F' telle que, pour tout = € E', |5 (x) = f(x).
Définition. Soit f une application d’un ensemble E dans lui-méme. Une partie A de

E est stable par f si et seulement si Vo € A, f(z) € A], c’est-a-dire si et seulement
si f]4 est définie.

Définition. Soit f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.
La composée de g et de f est I'unique application g o f de E dans G définie par :

Ve e E, (go f)(x) =g(f(x)).

Remarque. Pour considérer g o f, on doit étre dans la situation F By N S|
y a donc inversion de l'ordre.

f: R — R ot 9 R

— sinzx T

R

. — .
Exemple. Si MG alors (f o g)(x) = sin(x?) et

(go f)(z) = sin® z.
Associativité de la composition : Soit f une application de E dans F', g une

application de F' dans G et h une application de G dans H. Alors ho(go f) = (hog)o f.
On peut donc noter h o g o f cette fonction.

Démonstration.

Pour tout x € E, [ho (g o f)|(x) = hl(g o f)(x)] = hlg(f(2))]
et [(hog)o fl(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))). D

1.2 Applications croissantes et décroissantes

Définition. Soit f une application d’un ensemble ordonné (£, <) dans un ensemble
ordonné (F, <,.).
— [ est croissante si et seulement si [Vz,y € E, = <,y = f(x) <, f(y)].
— f est strictement croissante si et seulement si
Ve,y € B, v <,y= f(z) <, [(y)
— [ est décroissante si et seulement si elle est croissante de (£, <,) dans (F,>,).
— f est strictement décroissante si et seulement si
Vo,y € B, v <,y= f(z) >, f(y).
— f est monotone si et seulement si f est croissante ou décroissante.
— f est strictement monotone si et seulement si f est strictement croissante ou
strictement décroissante.

Exemples :
— L’application x — 22 est strictement croissante sur R, strictement décroissante
sur R_, donc sur R, elle n’est pas monotone.
— L’application partie entiere est croissante sur R.
En effet, si z,y € R avec x <y, alors {k € Z/k <z} C{k € Z/k < y}.
(N~]) — ([,])
n +— n?

— L’application est strictement croissante.
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Applications et dénombrement 1 Applications

— Si F est un ensemble, I'application (P(E),C) — QD(E)’ <) est strictement
A — A

décroissante.

— Notons N® I'ensemble des familles (v,),ep d’entiers naturels telles que
{p € N/v, # 0} est de cardinal fini. Il s’agit des suites presque nulles indexées
par P. On munit N® de l'ordre produit :

(Vp)per < (wp)per <= [V € P, v, <wyl.

N®  — N
Alors Papplication (v,),cp +—— H p» est une bijection (d’apres le théoreme

peP
sur la décomposition primaire d’'un entier) qui est strictement croissante si ’on

munit N* de la relation de divisiblité.

Remarque. On a vu qu’il existe des fonctions qui ne sont ni décroissantes, ni crois-
santes. Ainsi, si I'on suppose qu’une application f n’est pas croissante, on ne peut pas
affirmer qu’elle est décroissante.
Propriété.

— La composée de deux applications croissantes est croissante.

— La composée de deux applications décroissantes est croissante.

— La composée d’une application croissante et d’une application décroissante est

décroissante.

Propriété. Soit f et g deux fonctions d'un ensemble ordonné (F, <) dans R.

— Si f et g sont croissantes, alors f + g est croissante.

— Si f et g sont décroissantes, alors f + g est décroissante.

— Si f est croissante, —f est décroissante.

— Si f et g sont a valeurs positives et croissantes (resp : décroissantes), alors fg
est croissante (resp : décroissante).

— Si f et g sont a valeurs strictement positives et sont strictement croissantes
(resp : strictement décroissantes), alors fg est strictement croissante (resp :
strictement décroissante).

Démonstration.
Démontrons seulement la derniere propriété dans le cas strictement décroissant.
Soit x,y € F tels que z < y. On a 0 < f(y) < f(z) et 0 < g(y) < g(z), donc

(fo)y) = fly)gly) < f(x)g(y) < f(z)g(z). Ainsi fg est strictement décroissante. O

Exemple. Pour tout = € [0, 7], posons f(x) = cos(sinx) + sin(cos z).

cos est une application décroissante de [0, 7] dans [0, 1] et sin est croissante de [0, 5] dans
[0,1]. Ainsi, par composition, z — cos(sinxz) et x — sin(cosx) sont décroissantes,
ce qui montre, sans dériver, que f est décroissante.

Définition. Soit f et g deux applications d’'un ensemble £ dans un ensemble ordonné
(F,<). On écrit f < g si et seulement si , pour tout =z € E, f(x) < g(z).
On définit ainsi une relation d’ordre sur F(E, F).

Exemple. Sur R,, sin < Idg, .

Eric Merle 5 MPSI2, LLG



Applications et dénombrement 1 Applications

1.3 Images directes et réciproques

Définition. Soit f une application de E dans F'.
— Si A est une partie de F, 'image directe de A par f est f(A) 2 {f(x)/z € A}.
Ainsi, Vy € F, y € f(A) <= [z € A, y= f(x)].
f(A) est 'ensemble des images par f des éléments de A.
— Si B est une partie de F', I'image réciproque de B par f est
f(B) 2 {z € E/f(x) € B}. Ainsi, Vz € E, z € f}(B) <= f(z) € B.
f7Y(B) est I'ensemble des antécédents par f des éléments de B.

Remarque. La notation f(A) est pratique, mais curieuse, car dés que f est une
application de E dans F', cette notation fait également de f une application de P(FE)
dans P(F).

Exemple. exp(R) = R7, cos([0,5]) = [0, 1], sin(R) = [-1,1].

(14)7"({1}) = A, exp™!([L, +o0[) = Ry, sin™ ({1, ~1}) = {5 + kn/k € Z}.

Si f ¢ w2, f(1L2]) =] - V2,1 U1, V3.

Propriétés des images directes : Soit f une application de E dans F, (4;);c; une

famille de parties de F, A et A" deux parties de E.
— ACA = f(A) C f(A).

— f(Ua) =Ur).

el el
— f (ﬂ Ai> C m f(A;), mais l'inclusion réciproque est fausse en général.
iel i€l
— f(E\A) D f(E)\ f(A), mais I'inclusion réciproque est fausse en général.
Démonstration.
— Soit y € F.
y € f(UAi> <« dr € UA“ y = f(x)
iel iel
< dreFkE,Jdicl, v A Ny=f(r)
< Jiel, Jre A, y=f(x
—Jdiel, ye f(A)
=yelJr).
icl
— Soit y € f(ﬂ Ai>. Il existe x € ﬂAi tel que y = f(x).
i€l i€l
Pour tout i € I, x € A;, donc y = f(z) € f(A;). Ainsi y € ﬂf(Ai).

iel
DONC, f((4:) € () f(4).
i€l el
Lorsque f est I'application valeur absolue sur R, en prenant A; = R,
et Ay =R_, f(A1NAs) = f({0}) = {0} et f(A1)Nf(As) = R, . Ainsi, I'inclusion
réciproque peut étre fausse.
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— Soit y € f(E)\ f(A). Il existe z € E tel que y = f(x). Si x € A, alors
y = f(z) € f(A) ce qui est faux. Ainsi x € F'\ A, donc y € f(E\ A).
— Toujours avec I'application valeur absolue, si A = R, alors f(R\ A) = R et

F(R)\ f(A) = 0. Dans ce cas, f(E\ A) & f(E)\ f(A).

O

Propriétés des images réciproques : Soit f une application de F dans F, (B;);es
une famille de parties de F', B et B’ deux parties de F.
— BC B = f4(B)c f4B).

—r(Us)=Usre.

el el
— [ <ﬂ Bi) = ﬂ (B
iel el
— [TUF\B)=E\ [7Y(B).
Démonstration.
— Soitz € f7* (U Bi>. Alors f(z) € U B;, donc il existe ig € I tel que f(z) € B;,.
iel el
Alors z € f~4(B;,) C Uf_l(BZ-).
i€l
Réciproquement, soit x € U f7H(B;). Nexiste ig € I tel que x € f~1(B;,). Alors
i€l
f(x) € By, C UBi’ donc z € f_l(U BZ).
iel iel
— De méme, on montre que f ! (ﬂ B,;) = ﬂ f(By).

— Soit z € E.z € fY(F\ B) < f(z) € F\ B < —(f(z) € B), donc
€ fHF\B)<= —(ze fY(B)«<=xeE\fB).

Propriété. Avec les notations de la propriété précédente,
AcC f7Yf(A)) et f(f~1(B)) C B, mais les inclusions réciproques peuvent étre fausses.

Démonstration.

o Soit z € A. f(z) € f(A),orx € f7(f(A)) < f(x) € f(A), donc z € f(f(A)).
o Soit y € f(f~H(B)). Il existe z € f~1(B) tel que y = f(x). Mais z € f~1(B), donc
f(z) € B. On en déduit que y € B.

¢ Reprenons pour f I'application valeur absolue de R dans R.

Avec A = Ry, f(A) = R, donc f7'(f(A)) = R (ensemble des antécédents de réels
positifs). Avec B=TR, f~(B) =R puis f(f'(B)) =R,. O
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1.4 Injectivité et surjectivité

Définition. Soit f une application de E dans F.

On dit que f est injective si et seulement si Vz,y € E, [f(x) = f(y) = = =y].

f est injective si et seulement si, pour tout couple d’éléments distincts de FE, leurs
images sont différentes.

f est injective si et seulement si tout élément de F' possede au plus un antécédent.

Exemple. L’application qui a chaque individu associe son prénom n’est pas injective.
Celle qui associe a tout individu ses empreintes digitales est injective.

Interprétation graphique.

Propriété. Soit f une application d’un ensemble ordonné (E, <, ) dans un ensemble
ordonné (F, <,.).
Si <p est total et si f est strictement monotone, alors f est injective.

Définition. Soit f une application de F dans F.

On dit que f est surjective si et seulement si Vy € F, Jz € E, y = f(z).

f est surjective si et seulement si f(E) = F.

f est surjective si et seulement si tout élément de I’ possede au moins un antécédent.

Exemple. L’application (x,y) — x de R? dans R est surjective.

Définition. On dit que f est bijective si et seulement si f est injective et surjective,
c’est-a-dire si et seulement si tout élément de I'ensemble d’arrivée possede un unique
antécédent dans I'ensemble de départ.

Exemple. L’application (z,y) — (z+y, x—y) est une bijection de R? dans lui-méme.

Remarque. On évitera de confondre l'injectivité de f avec la pseudo-injectivité : f
est pseudo-injective si et seulement si Vz,y € E, [v =y = f(x) = f(y)], ce qui est
...toujours vrai.

De méme, on évitera de confondre la surjectivité de f avec la pseudo-surjectivité :
f est pseudo-surjective si et seulement si Vo € E, Jy € F, y = f(z), ce qui est
...toujours vrai. On pourrait également dire que f est pseudo-surjective si et seulement
siVy e f(E), Jz € E, y= f(x).

Propriété. Silon considere une application quelconque, il existe une maniére natu-
relle de lui associer une bijection : soit f une application de E dans F'. C’est déja une
surjection si 'on remplace F par f(F).

Sur E, on définit la relation binaire R par : Ry <= f(x) = f(y). R est une relation
f: E/R — f(F)

7 o f) est une bijection.

d’équivalence. Alors 'application

Démonstration.

Il faut d’abord montrer que f est correctement définie, c’est-a-dire que f(x) est effecti-
vement une fonction de Z, ou encore que si T = 7, alors f(x) = f(y), ce qui est évident.
On vérifie ensuite la surjectivité et l'injectivité. O
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Propriété. La composée de deux injections est une injection.
La composée de deux surjections est une surjection.
La composée de deux bijections est une bijection.

Démonstration.

Soit f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.

o Supposons que f et g sont injectives. Soit x,y € E tels que (go f)(z) = (go f)(y).
On a g(f(z)) = g(f(y)), or g est injective, donc f(x) = f(y), puis x = y car f est
injective. Ceci démontre que g o f est injective.

© Supposons que f et g sont surjectives. Soit z € G. g étant surjective, il existe y € F
tel que z = g(y). f est aussi surjective, donc il existe z € F tel que y = f(x). Alors
z = (go f)(x). Ceci prouve la surjectivité de go f. O

Propriété. (hors programme) Soient E, F' et G trois ensembles.
— Soit f : F'— G et g et h deux applications de E dans F'.
Si f est injective, alors fg = fh = g = h : on dit que f est simplifiable (ou
réguliere) a gauche.
— Soit f : E — F et g et h deux applications de F' dans G.
Si f est surjective, alors gf = hf = g = h : on dit que f est simplifiable (ou
réguliere) a droite.
Démonstration.
¢ Supposons que f est injective et que fg = fh.
Soit x € E. On a f(g(z)) = f(h(z)) et f est injective, donc g(z) = h(x).
¢ Supposons que [ est surjective et que gf = hf.
Soit y € F. Il existe x € E tel que y = f(x). Alors g(y) = g(f(x)) = h(f(z)) = h(y).
m|

Propriété. Soit f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.
Si g o f est injective, alors f est injective.
Si g o f est surjective, alors g est surjectif.

Définition et propriété :

¢ Soit f une bijection de F dans F'.

Pour tout y € F, notons f~(y) I'unique antécédent de y par f.

Alors f~! est une bijection de F' dans E, appelée la bijection réciproque de f.

o On vérifie que fo f~' =Idpet f~'o f=Idg.

¢ Réciproquement, s’il existe une application g de F' dans E telle que fo g = Idp et
go f = Idg, alors f et g sont des bijections et g = f~1.

o (fHt=r

Démonstration.

o Soit y € F. Posons x = f~1(y). C’est 'unique antécédent de y par f, donc f(z) = y.
Ainsi (f o f71)(y) =y, pour tout y € F', donc fo f~! = Idp.

o Soit x € E. Posons y = f(z). x est un antécédent de y par f,

donc z = f~1(y) = f~1(f(2)). Ainsi, f1o f = Idg.
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o Idg et Idp étant bijectives, la propriété précédente permet d’en déduire que f~! est
une bijection de F' dans FE.

¢ Supposons qu’il existe une application g de F' dans E telle que fog = Idp et
go f = Idg. La propriété précédente prouve a nouveau que f et g sont bijectives.
Enfin, g=goldrp=go(fof )= (gof)of'=Idgof'=f"1o

Exemple. La bijection réciproque de la bijection (x,y) — (z +y,z —y) de R? dans

lui-méme est I'application (a,b) — (252, &=2),

Remarque. La derniere partie de cette propriété fournit une méthode souvent efficace
pour prouver la bijectivité d’une application : il suffit de trouver g telle que fog = Idg
ol PE).C) — (P(E).C)
, o PE),Cc) — (PE),C
Par exemple, I'application A s A
posée avec elle-méme, elle donne l'identité.

Une application f telle que f o f = Idg s’appelle une involution sur E.

est une bijection car, com-

Propriété. Soit f une bijection de E dans F. Soit B une partie de F'. Alors I'image
directe de B par f~! coincide avec I'image réciproque de B par f.

C’est heureux car ils sont tous les deux notés f~(B).

Démonstration.

Notons A; I'image directe de B par f~! et A, I'image réciproque de B par f.

Soitz € B.x € Ay < TJye B, v= [ y)

etrx € Ay < f(r) e B<=3Jye B, f(r)=y.0O

Propriété. Soit f une bijection de E dans F' et g une bijection de F' dans G.
Alors (go f)™t = ftog™.

Démonstration.

On sait déja que g o f est bien une bijection.

De plus, (go f)o(ftog™)=gff g7 =Tdaet (f'g7")(gf) = Idp. O

Remarque. La notation f~!, pour une application f, est utilisée selon deux sens
différents, qu’il est important de bien distinguer :
— Lorsque f est une application quelconque de E dans F, si B est une partie de
F, alors f~1(B) = {z € E/f(z) € B}.
— Lorsque f est une bijection de E dans F, pour tout y € F, f~'(y) est 'unique
antécédent de y par f.
En particulier, dés que 'on utilise une expression de la forme f~!(y) ot y est un élément
de I'ensemble d’arrivée de f, on suppose nécessairement que f est une bijection.
Lorsque y € F, il importe de bien distinguer f~!(y) qui représente, pour une bijection
f, I'unique antécédent de y, et f~1({y}) qui représente, pour une application f quel-
conque, I'ensemble des antécédents de y. Cet ensemble peut étre vide lorsque f n’est
pas surjective, il peut contenir plus de deux éléments lorsque f n’est pas injective.

Exercice. Soit f une application de E dans F'.
Lorsque f est surjective, montrer que, pour toute partie B de F, f(f~'(B)) =

B.
Lorsque f est injective, montrer que, pour toute partie A de E, f~1(f(A)) = A.
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Propriété. Soit f une bijection de £ dans F.
Pour toute partie B de F, f(f~!(B)) = B.
Pour toute partie A de E, f~1(f(A)) = A.

Propriété. (hors programme)

Soit f une application de E dans F. On suppose que E # ().

Alors f est injective si et seulement si il existe g : F — FE telle que go f = Idg,
et f est surjective si et seulement si il existe g : F' — E telle que fog = Idp.

Démonstration.

© Supposons qu’il existe g : F — E telle que go f = Idg. Alors g o f est injective,
donc on sait que f est injective.

Réciproquement, supposons que f est injective. E # (), donc on peut choisir e € E.
fI7*®) = h est une bijection de E dans f(E), donc on peut poser, pour tout y € F,
9(y) = h'(y) lorsque y € f(E) et g(y) = e lorsque y € F'\ f(E).

Soit # € E. Alors f(x) € f(F), donc go f(x) = g(f(x)) = h™'(f(x)) = z. Ainsi,
gof=Idg.

¢ Supposons qu’il existe g : F' — FE telle que fog = Idgr. Alors f o g est surjective,
donc on sait que f est surjective.

Réciproquement, supposons que f est surjective. Pour tout y € F', choisissons (on
utilise axiome du choix) un antécédent de y par f, que 'on notera g(y) : son existence
est assurée car f est surjective. Par construction, pour tout y € F, f(g(y)) = y, donc
fog=1I1dr.O

1.5 Lois internes

Définition. Une loi interne sur E est une application f de F x E dans E. Dans ce
contexte la notation préfize “f(x,y)” est remplacée par la notation infize “x f y”, ou
r,y € B.

On dit que (E, f) est un magma (hors programme).

Exemple. L’addition et la multiplication sont des lois internes sur N, Z et Q.

Définition. Soit A une loi interne sur E. A est associative si et seulement si pour
tout z,y,2 € E, (x Ay) Az=aA (y A 2).

Dans ce cas, pour tout x,y, z € E, cette quantité est notée sans parentheses : x A y Az.
On dit alors que (£, A) est un magma associatif.

Notation. Soit A une loi interne associative sur un ensemble F.

Soit n € N* et xy,...,z, € E. Pour tout p € {1,...,n}, on définit par récurrence la
quantité z1 A zo A --- A x, =y, en convenant que

y1 =1 et pour tout p € {1,...,n — 1}, ypi1 = yp A Tpi1.

Propriété. Avec ces notations, I’hypothese d’associativité garantit que la quantité
1 Axyg A -+ A x, ne dépend pas de la facon dont elle est parenthésée.

Eric Merle 11 MPSI2, LLG



Applications et dénombrement 1 Applications

Démonstration.

Soit n € N*. Soit £ un ensemble muni d'une loi A associative. On note R(n) I'assertion
suivante : pour tout xq,...,x, € FE, toute expression correctement parenthésée de
1 A xg A -+ Az, donne le méme résultat.

R(n) est évidente pour n =1 et n = 2, elle résulte de l'associativité pour n = 3.

Soit n > 3, supposons R(k) pour tout k € {1,...,n}.

Soit z1,...,xn41 € E. Soit p € {1,...,n}. Posons y = x; A --- A z, (qui ne dépend
pas du choix du parenthésage d’apres I'hypothese de récurrence) et 2 = xp 3 A -+ Az,
Il suffit de montrer que y A z =x; A --- A x,,1, car toute expression correctement
parenthésée de x1 A 9 A --- A z,1 peut s’écrire sous la forme yAz pour un certain
p.

Premier cas : Supposons que p = n. Alors il n’y a rien a démontrer, car par définition
deaxi Aaxg A - Axyp,onayAz=x1 Axg A -+ Awyyg.

Second cas : On suppose que p < n — 1. Par définition de z,

yAz=yA ((xps1 A -+ Ax,) A x,41), done par associativité,

yAz=(yA (xps1 A - Ax,)) A x,4q. Dapres 'hypothese de récurrence,
yAz=(x Axe A - Azxy,) Axyy =217 Axg A --- Az, ce qui prouve
R(n+1).0

Définition. Soit A une loi interne sur E et soit e € E. On dit que e est un élément
neutre de (F,A) si et seulement si, pour tout t € £, x Ae=e A x = zx.

Si E possede un élément neutre, il est unique. On peut donc parler de [’élément neutre.
On dit alors que (E, A) est un magma unitaire, ou bien unifere.

Démonstration.

Supposons que e est neutre a droite, c’est-a-dire que pour tout z € E, (1) : zAe==x
et que f est neutre a gauche, c’est-a-dire que pour tout x € F', (2) : fAz = x.

Alors d’apres (2), e = fAe, puis d’apres (1), fAe= f, donc e = f.O

Définition. On dit que (E,A) est un monoide si et seulement si E est un ensemble
et A est une loi interne associative sur F qui possede un élément neutre.

On dit que le monoide est commutatif, ou abélien, si et seulement si,

pour tout x,y € B, x Ay=y A x.

Remarque. Un monoide est donc un magma unitaire et associatif.
Remarque. l'usage est de confondre le monoide (F, A) et 'ensemble sous-jacent E.

Exemple. Si A est un ensemble, alors (P(A),U) est un monoide commutatif dont
I’élément neutre est (). Qu’en est-il de (P(A),N)?

Exemple. Si A est un ensemble, dont les éléments sont appelés des lettres, on note

A* Pensemble des mots écrits avec 'alphabet A. Plus formellement, A* = |_| A", en

neN
convenant que A® désigne le singleton contenant le mot vide.

La concaténation entre mots structure A* comme un monoide.
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Notation. Soit (E,A) un monoide dont I’élément neutre est noté e.
Soit n € N* et xy,...,x, € E. Pour tout p € {1,...,n}, on a défini par récurrence la
quantité r1 A zo A --- Az, = y,. On convient de plus que yy = e, c’est-a-dire que

1 Axg A - Axy,=e, lorsquep=0.

Définition. Soit (E, x) un monoide et = € E.

On dit que x est inversible a droite si et seulement si il existe y € E tel que yxr = 1.
On dit que z est inversible a gauche si et seulement si il existe y € E tel que xy = 1.
Lorsque x est inversible a gauche et a droite, alors il existe un unique y € E tel que
xy = yx = 1g. Dans ce cas, on dit que x est inversible dans E et que y est le symétrique
de z. Le symétrique de x est noté x=' (en notation multiplicative).

Propriété. Soit (E, x) un monoide et z,y € E.
Si x et y sont inversibles dans F/, alors xy est aussi inversible et

(zy)~ =yl

Définition. Un groupe est un monoide dans lequel tout élément est inversible.

Remarque. On aurait tres bien pu continuer a noter A la loi de G et e son élément
neutre, avec A et e substituable par n’importe quel autre symbole, mais I'usage restreint
la notation de la loi interne d’un groupe a seulement deux notations : la notation
multiplicative, que 'on vient de voir, et la notation additive, réservée aux groupes
commutatifs. Ainsi, (G,+) est la notation générique d’un groupe commutatif. Son
élément neutre est alors noté 0 ou Og et le symétrique de = est alors noté —zx.

Remarque. On dit qu'un groupe est abélien si et seulement si il est commutatif.

Exemple. (Z,4+) et (Q,+) sont des groupes commutatifs.
(Q*, X) est un groupe commutatif mais (Z*, x) n’est pas un groupe.

Définition. On appelle anneau tout triplet (A, +,.), ou A est un ensemble et ou
“4+7 et “.” sont deux lois internes sur A telles que

e (A, +) est un groupe abélien (I’élément neutre étant noté 0 ou 04),

e “” est une loi associative, admettant un élément neutre noté 1 ou 14,

e la loi “.7 est distributive par rapport a la loi “47, c¢’est-a-dire que

V(z,y,2) € A3 z.(y +2) = (zy) + (z.2) et (x+y).2 = (v.2) + (y.2).
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2 Dénombrement

Remarque. Ce chapitre utilise seulement la théorie des ensembles et les propriétés
de N.

En effet, les autres notions utilisées sont uniquement baties sur la théorie des ensembles
et des entiers : injections, surjections et bijections, relations d’équivalence, monoides
etc.

2.1 Cardinal d’un ensemble

Lemme : Soit n, m € N. S’il existe une injection de N,, dans N,,,, alors n < m.

Démonstration.
Pour tout n € N, notons R(n) I'assertion : pour tout m € N, §’il existe une injection
de N,, dans N,,,, alors n < m.
Si n =0, pour tout m € N, on a bien m > 0 = n, donc R(0) est vraie.
Pour n > 0, supposons R(n). Soit m € N.
Supposons qu’il existe une injection g de N, dans N,,,.
Posons k = g(n+1). k € N,,, donc m > 1.
— Si k < m, on note ¢ =7 0g, ou 7 est la bijection de N,, dans N,, qui échange
k et m.
— Si k =m, on pose ¢’ = g.
Dans tous les cas, ¢'(n + 1) =m.
De plus ¢’ est une injection en tant que composée d’injections.
Notons h I'application de N,, dans N,,,_; définie par restriction de ¢’ :
Va € N, h(a) = ¢'(a).
h est bien a valeurs dans N,,_; car pour tout a € N,,, h(a) = ¢'(a) € N, et d’apres
I'injectivité de ¢', ¢'(a) # ¢'(n + 1) = m.
h est clairement injective, par restriction d’une application injective.
Alors, d’apres R(n), n <m — 1, donc n+ 1 < m, ce qui prouve R(n+1). O

Définition. Soit £ un ensemble. S’il existe n € N tel que N,, est en bijection avec F,
alors n est unique. On dit que n est le cardinal de E. Il est noté card(FE) ou bien #FE,
ou encore |E|.

En cas d’inexistence d’un tel entier n, on dit que E est infini.

Démonstration.

Supposons qu’il existe n, m € N, une bijection f de F dans N,, et une bijection g de F
dans N,,,. Montrons que n = m.

L’application fog~! est une bijection, donc une injection de N,,, dans N,,, donc d’apres
le lemme m < n. Mais [f o g7']7! est une injection de N,, dans N,,,, donc n < m, puis
n=m.0o

Exemple. () = Nj est de cardinal nul.
Pour tout n € N, N,, est de cardinal n.
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Exemple. Pour tout n,m € Z, notons [n,m] = {k € N/n <k <m}.
Lorsque m < n, [n,m] = 0. Supposons maintenant que m > n.
f : [[nvm]] — Nm—n—H

o k—mn+l est une bijection, donc

Alors I'application
Card([n,m]) =m —n + 1.

Remarque. Lorsque A est de cardinal n, si f est une bijection de N,, dans A, en

posant a; = f(i), on a A = {ay,...,a,}. Ainsi une bijection de N,, dans A donne une
maniere de numéroter les éléments de A.
Mais réciproquement, lorsqu’on écrit B = {by,...,b,}, on n’affirme pas que les b; sont

deux & deux distincts.

Propriété. Soit A un ensemble de cardinal n € N et soit B un ensemble quelconque.
B est fini de cardinal n si et seulement si il existe une bijection de A sur B.

Lemme : Soit n € N. Soit K une partie de N,,. Alors K est un ensemble fini et |K| < n,
avec égalité si et seulement si K = N,,.

Démonstration.

Notons R(n) cette propriété.

Supposons que n = 0. Soit K une partie de Ny = (). Alors K = () = Ny, donc | K| = 0.
Ceci prouve R(0).

Pour n > 0, supposons R(n). Soit K une partie de N,,;.

Premier cas : Supposons que n + 1 ¢ K. Alors d’aprés R(n), K est un ensemble fini
et |[K| <n<n+1. Deplus K # N, ..

Second cas : Supposons que n+ 1 € K. Posons H = K \ {n+ 1}. H est une partie de
N,,, donc d’apres R(n), H est un ensemble fini et |H| < n. Posons h = |H|.

Par définition du cardinal, il existe une bijection f de H dans Nj,.

Posons f(n+1) = h+1. Alors f est prolongée en une application de K dans Ny, 1, pour
laquelle tout élément de Ny, possede un unique antécédent. C’est donc une bijection
de K dans Ny, ce qui prouve que K est un ensemble fini avec |[K|=h+1<n+ 1.
De plus, si |K| = n+ 1, alors h = n, donc d’apres R(n), H = N,,, puis K = N, ;.
Réciproquement, si K = N,,;1, on a bien str |[K| =n + 1, donc on a prouvé R(n + 1).
O

Propriété. Soit A un ensemble fini de cardinal n € N. Soit B une partie de A.
Alors B est un ensemble fini et |B| < |A|, avec égalité si et seulement si B = A.

Démonstration.

Il existe une bijection f de A dans N,,.

o f|p réalise une bijection de B dans f(B). f(B) est une partie de N,, donc d’apres
le lemme précédent, f(B) est un ensemble fini de N,, et | f(B)| < n. On en déduit que
B est fini et que |B| = |f(B)| <n = |A|.

o Supposons que |B| = |A|. Alors |f(B)| = n, donc d’apres le lemme, f(B) = N,,
puis B = f71(f(B)) = [7'(N,) = A. O

Eric Merle 15 MPSI2, LLG



Applications et dénombrement 2 Dénombrement

Remarque. Ainsi, pour montrer 1’'égalité entre deux ensembles finis, on peut se conten-
ter de montrer une inclusion et ’égalité des cardinaux.

Remarque. Lorsque E est un ensemble fini, aucune partie stricte de £ n’est donc en
bijection avec E. On peut montrer la réciproque (en TD) : si E est un ensemble infini,
alors E est en bijection avec I'une de ses parties strictes. On obtient ainsi une propriété
caractéristique d’un ensemble infini.

On peut méme montrer que F est infini si et seulement si pour tout = € E, F et E\{z}
sont en bijection : le fait d’oter un élément d’un ensemble infini n’en modifie pas le
cardinal (en convenant que deux ensembles sont de méme cardinal si et seulement si ils
sont en bijection). Cette propriété des ensembles infinis est au coeur des mathématiques.
Elle permet de remplacer I’affirmation un peu vague “si I'on enleve un élément parmi
vraiment beaucoup d’éléments, il en reste a peu pres toujours autant” par une propriété
d’invariance fondamentale : si on enleve un élément d’un ensemble infini, il en reste
toujours exactement autant.

L’existence de l'infini n’est pas démontrée en mathématiques, elle est admise dans les
axiomes (axiome de l'infini ou axiomes de Peano). C’est une condition préalable pour
faire des mathématiques.

Propriété. Soit A une partie de N. A est finie si et seulement si elle est majorée.
En particulier, N est infini.

Démonstration.

© Supposons que A est majorée. Il existe n € N tel que, pour tout a € A, a < n. Ainsi
A C [0,n], donc A est finie.

o Notons R(n) l'assertion : si A est de cardinal n, alors A est majorée.

Si A est de cardinal 0, A est vide donc est majorée : R(0) est vraie.

Pour n > 0, supposons R(n). Soit A une partie de N de cardinal n + 1. Il existe une
bijection f de N, ;1 dans A. Posons a = f(n + 1). f|y, est une bijection de N,, dans
A\ {a}, donc A\ {a} est de cardinal n. D’apres R(n), il existe m € N tel que, pour
tout b € A\ {a}, b < m.

Si a < m, alors m majore A.

Si a > m, alors a majore A. Ceci démontre R(n + 1).

o Sim € N était un majorant de N, alors m + 1 < m, ce qui est faux.

N n’est pas majoré, donc il est infini. O

Exemple. Soit (z,)eny une suite de réels et [ € R. Alors z,, ne tend pas vers [ si et
seulement si il existe € > 0 tel que {n € N/|x,, —[| > ¢} est infini.

2.2 Cardinaux d’ensembles usuels

Propriété. Pour tout n € N*, une réunion disjointe de n ensembles finis est finie et
son cardinal est égal a la somme des cardinaux de ces ensembles.
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Démonstration.

I suffit d’établir la propriété pour n = 2, car une récurrence simple permet alors de
conclure.

Soit A et B deux ensembles finis disjoints de cardinaux respectifs n et m.

Il existe des bijections f de A sur N,, et g de B sur N,,.

Pour tout x € AU B, posons h(x) = f(z) siz € Aet h(x) =g(x)+nsiz e B.

h est ainsi une application de A U B dans N,,,,. On vérifie que h est surjective et
injective. O

Exemple. En admettant quune femme a au plus 400 000 cheveux et qu’il y a au moins
un million de parisiennes, montrer qu’au moins 3 parisiennes ont le méme nombre de
cheveux.

Solution : Notons f I’application qui a une parisienne associe son nombre de cheveux.
En posant N = 400000, elle permet de partitionner I’ensemble des parisiennes sous la

N
forme P = |_| P; ou P; est ’ensemble des parisiennes possédant exactement ¢ cheveux.
i=0
On raisonne alors par 'absurde : si pour tout ¢ € {0,..., N}, |P| < 2,
N
alors |P| = Z |Pi| <2(N +1) < 10°% ce qui est faux.
i=0

Principe des tiroirs : En adaptant le raisonnement précédent, on montre que, lorsque
I'on dispose de T tiroirs et de N objets, avec T, N € N, si chaque tiroir contient au
plus ¢ objets, alors N < ¢T'. Ainsi, lorsque N > ¢T', il existe un tiroir qui contient au
moins ¢ + 1 objets.

Principe du “ou exclusif” : Pour dénombrer un ensemble, ce principe consiste a
)

découper celui-ci en plusieurs sous-ensembles disjoints qui sont plus faciles a dénombrer.

Le cardinal de I’ensemble global est alors la somme des cardinaux des sous-ensembles.

Exercice. Une urne contient 5 billes blanches et 10 billes noires. On tire avec
remise 3 billes. Quelle est la probabilité que les 2 premieres soient d’'une méme
couleur, et que la derniere soit de 'autre couleur ?

Solution : Les probabilités feront 'objet d'un cours ultérieur. On admet que

la probabilité cherchée est P = ||1%||, ou F est I'ensemble de tous les tirages
possibles de 3 billes et ou A est la partie de E constituée des tirages pour lesquels
les 2 premieres billes sont d’'une méme couleur alors que la derniere est de 'autre
couleur.

Numeérotons les billes, by, ..., bs pour les 5 billes blanches et nq,...,ny pour les
10 billes noires. Posons B = {by,...,bs} U {ny,...,nip}.

Comme l'ordre des 3 billes importe, un tirage de trois billes sera formellement un
triplet d’éléments de B, donc E = B3.

Pour construire un élément de E, on choisit d’abord le premier élément, soit 15

choix, puis le second, soit encore 15 choix, puis le dernier. Ainsi |E| = 15%. On
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donne plus loin une démonstration plus formelle pour dénombrer plus généralement

un produit cartésien.

Pour dénombrer A, on applique le principe du “ou exclusif”, car A = A; L Ay, ou

Ay est 'ensemble des tirages pour lesquels les deux premieres billes sont blanches

et la derniere noire, et ou Ay est I’ensemble des tirages pour lesquels les deux

premieres billes sont noires et la derniere blanche.

En raisonnant comme pour le dénombrement de E, on obtient |A;| = 5.5.10 et
250 4 500

| Ay = 10.10.5. Ainsi, P = %53 =0,22+1072

Propriété. Soit E un ensemble fini et A une partie de E. Alors |[E'\ A| = |E| — |A].

Démonstration.
E=AU(EF\A).O

Principe du passage au contraire : Pour dénombrer une partie d’'un ensemble, il
est parfois plus simple de dénombrer son complémentaire.

Exemple. Quel est le nombre de surjections de N,, dans Ny ?

Lorsque n < 2, ce nombre est nul. Supposons que n > 2.

Appliquons le principe des contraires en dénombrant la partie A de F(N,,, Ny) constituée
des fonctions qui ne sont pas surjectives : Si f € A, 'une des deux valeurs de Ny n’est
pas atteinte, donc f est constante. Ainsi |A| = 2.

Pour construire une fonction quelconque de N,, dans Ny, on choisit pour chaque élément
de N,, son image dans Ny, soit 2 choix a chacune de ces n étapes.

Ainsi, |F(N,,,Ny)| = 2" On donne plus loin une preuve plus formelle pour dénombrer
plus généralement F(E, F).

En conclusion, le nombre de surjections demandé est 2™ — 2.

Propriété. Soit £ un ensemble fini et R une relation d’équivalence sur E.
Alors E/R est aussi de cardinal fini et |E/R| < |E|.

Démonstration.

On le démontre par récurrence forte sur le cardinal de F'; pour n € N, on note R(n) I’as-
sertion suivante : pour tout ensemble E de cardinal n, pour toute relation d’équivalence
Rsur E, E/R est fini et |E/R| < |E].

R(0) est vraie. Soit n € N. On suppose R(k) pour tout k € {0,...,n}.

Soit £/ un ensemble de cardinal n 4+ 1 et R une relation d’équivalence sur F.

Il existe a € E. Notons clg(a) sa classe d’équivalence pour R.

Sur B = E'\ clg(a), on définit la relation binaire R’ par : xR'y <= xzRy.

R’ est une relation d’équivalence sur E'. |E'| = |E| — |clr(a)]|, or |clg(a)] > 1, donc
|E'| < n. On peut donc appliquer I'hypothese de récurrence. Ainsi E'/R’ est fini et
|E'/R'| < |E|. On vérifie que E/R = E'/R' U{clr(a)}, donc E/R est fini. On a prouvé
R(n+1).0

Formule : Si A et B sont deux ensembles finis, alors A U B est fini et

|AUB| =|A|+|B| — |AN B|.
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Démonstration.
AU B est la réunion disjointe de A\ (AN B), B\ (AN B) et AN B, donc AU B est

fini et

|JAUB| =|A\(ANB)|+|B\(ANB)|+|ANB|
= (Al = AN B[) + (|B] = [AN B|) + |AN B
=|A|+|B| - |AN Bj.

Remarque. La formule du crible, hors programme, généralise la formule précédente

au cas d'une réunion de n ensembles finis Fy,..., E, :
n n k

’ U E;| = Z(—l)k“Sk, ou pour tout k € N,,, S, = Z ‘ ﬂ E;; .
i=1 k=1 1<i) <ip<--<ixg<n  j=1

En particulier, §, = 3 ||, S, = ‘ NE|. = Y IENE|.
=1 =1 1<i<j<n

Elle se démontre par récurrence sur n.

Propriété. Pour tout n € N*, un produit cartésien de n ensembles finis est fini et son
cardinal est égal au produit des cardinaux de ces ensembles.

Démonstration.
Il suffit d’établir la propriété pour n = 2, puis on conclut par récurrence.
Soit A et B deux ensembles finis de cardinaux respectifs n et m.

Il existe une bijection f de N,, dans B. Ainsi A x B = |_|[A x {f(9)}]

i=1
Soit ¢ € N,,,. Pour tout a € A, notons g(a) = (a, f(7)). g est une bijection de A dans
Ax {f(i)}, donc A x {f(i)} est un ensemble fini dont le cardinal vaut |A].

m
On en déduit que A x B est fini et que |A X B| = Z |A| = m|A| par définition de la
i=1
multiplication (ou par récurrence sur m). O
Principe du “et” : Sile dénombrement d’un ensemble se décompose en une succession
de p étapes offrant respectivement ny, no, ..., n, possibilités, ou chacun des nombres n;
ne dépend que de I'étape 7, le nombre total d’issues est égal a ny X ng X - -+, Xn, parce
que chaque choix d’une étape doit étre associé a chaque choix de tout autre étape.

Exemple. Un facteur sanguin est constitué d’un groupe sanguin dans {A, B, AB,O}
et d’un rhésus dans {+; —}. Pour constituer un facteur sanguin, il faut un groupe
sanguin, ce qui laisse 4 choix, et un rhésus, ce qui laisse 2 choix. Il y a donc 4 x 2 =8
facteurs sanguins distincts.

Exercice. Calculer le nombre de diviseurs dans N d’un entier n € N*.

Solution : La décomposition de n en produit de facteurs premiers s’écrit
n = Hp””(”), donc si m = Hp””(m) eEN' m|n<=Vpel, v,(m)<uvy(n).

peP peP
Ainsi, pour choisir un diviseur de n, pour chaque p € P, on choisit un entier

Eric Merle 19 MPSI2, LLG



Applications et dénombrement 2 Dénombrement

entre 0 et v,(n), soit v,(n) + 1 choix, donc le nombre de diviseurs de n est égal a

[T(ws(n) +1).

peEP

Formule : Si £ et F sont des ensembles finis, alors F(E, F') est fini et

\F(B,F)| = |F|IF.

Remarque. Cela explique la notation classique F(E, F) = FE.

Démonstration.

Notons n le cardinal de E. Il existe une bijection f de N,, dans E. Notons, pour tout
1€ Nn, €; = f(l)

Pour tout h € F(E, F), notons ¢(h) = (h(e1),...,h(e,)). On définit ainsi une appli-
cation ¢ de F(E, F) dans F™.

On vérifie que ¢ est bijective, ce qui permet de conclure. O

Propriété. Si FE est de cardinal n, alors P(E) est de cardinal 2".

Démonstration.

Notons z1,...,x, les éléments deux a deux distincts de FE.

Pour construire une partie quelconque F' de E, on décide de prendre ou de ne pas
prendre x; dans F' (2 choix), puis on décide de prendre ou de ne pas prendre x5 dans
F (2 choix), et on procede ainsi jusqu’a x,. Il y a donc 2" facons de construire ainsi
des parties de E. Elles sont toutes distinctes et toute partie de F est ainsi obtenue
exactement une fois, donc le cardinal de P(E) vaut 2".

On peut rendre cette preuve plus formelle, en traduisant le procédé de construction
mis en évidence sous la forme d’une bijection d’'un ensemble d’“ingrédients” dont le
cardinal est connu vers P(FE). Ici, il est plus simple d’écrire la bijection réciproque.
C’est ’application ¢ qui a une partie A de E associe son indicatrice.

Notons donc, pour tout A € P(E), p(A) 'application de E dans {0, 1} définie par :
siz€ A plA)(x)=1letsize E\ A, p(A)(x) =0.

Montrons que ¢ est une bijection de P(E) dans F(E,{0,1}).

o Soit A, B € P(E) tels que ¢(A) = ¢(B).

Six € A, p(A)(x) = 1, donc p(B)(x) = 1, donc x € B. On établit de méme la
réciproque, donc A = B. On a prouvé que ¢ est injective.

o Soit f € F(E,{0,1}). Posons A = {z € E/f(x) = 1}. Alors ¢(A) = f, donc ¢ est
surjective.

¢ étant une bijection, on en déduit que |P(E)| = |F(E,{0,1})|=2".O

Remarque. Plus généralement, pour dénombrer un ensemble fini F', on peut recher-
cher un procédé de construction des éléments de F', qui fournit tous les éléments de F
une seule fois. Il n’est pas toujours nécessaire de traduire ce procédé de construction
sous la forme d’une bijection.
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2.3 Sommes et produits finis

Notation. Lorsque (G,+) est un monoide commutatif, on a déja défini la notation
n

in:x1+---+xn pour tout n € Net zq,...,2, € G.

i=1

En notation multiplicative, dans un monoide commutatif (G, x), ceci devient :

n
v xoex = [ [ o
i=1

On fixe dans tout ce paragraphe un monoide commutatif (G,+).

Toutes les propriétés qui suivent sont bien str valables indépendamment de la facon
dont la loi interne est notée. Il sera notamment utile de les traduire en notation mul-
tiplicative.

n
Remarque. Dans l'écriture S = in, la variable i est muette, car elle peut étre

i=1
n

remplacée par toute autre variable : S = E xj.
=1
Au contraire, n n’est pas une variable muette (c’est une variable libre) : si m # n, a

priori S # Z x;.
i=1

En particulier, I’écriture E T, n'a aucun sens car la variable n devrait étre a la fois

n=1
muette et libre.

Exemples a connaitre : (on peut les démontrer par récurrence)

n
—PourtoutaeGetneN,Za:na.

k=1
& 1
— Pour tout n € N, Zk’: @
k=1
2 n(n+1)(2n+1)
— Pour toutnEN,Zk2: .
k=1 6
— Pour tout n € N, Zk3 = (@) )
k=1

Notation. Pour tout n € N, on note §,, I'’ensemble des bijections de N,, dans lui-méme.

Commutativité généralisée : Soit n € Net z1,...,2z, € G. Alors

Vo €8S, zn:l‘l = Zn:l’a(j).
i=1 j=1
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Démonstration.

Admis pour le moment car la démonstration utilise des propriétés du groupe symétrique
de degré n, égal a (S,,0). O

Remarque. Nous verrons plus tard que cette propriété n’est plus valable dans le cadre

des sommes infinies de séries semi-convergentes.

Définition. Soit A un ensemble fini et (2,)4c4 une famille de G indexée par A.

Notons n = |AJ. Il existe une bijection f de N,, dans A. On pose Z Tq 2 Z Tf(i)-

acA
Cette quantité ne dépend pas de la bijection f.

Démonstration.

Soit g une seconde bijection de N,, dans A. Alors Z Tg(i) = Z T f([f~Tog](i Z Yo (i)

=1 =1
en posant o = f~' o g et y; = xy(;) pour tout j € N,,.
n

o € S, donc d’apres la propriété précédente, Z Yo(i) = Z Yi = Z Tf(y. O

=1

Exemple. Sin,m € Z, ka = Z Tq, ou [m,n] ={k € Z/m <k <n}.

k=m a€m,n]
En particulier, lorsque n < m, Z Ty = Zxk =0.
k=m ked

Propriété d’additivité : Soit A un ensemble fini, (24)eca €t (Ya)aca deux familles
d’éléments de GG indexées par A. Alors

Z Ta + Ya) = (Z%) + <Zya)

acA acA acA
Démonstration.
En utilisant une bijection de N,, dans A, on se ramene au cas ou A = {1,...,n}, que
I’on démontre par récurrence sur n. O
Exemple.
= 5 n—|—1(2n+1) nn+1)  n(n+1)(n+2)
Zk(kJrl Zk +Zk— + == ; .

Distributivité generahsee : Soit A un ensemble fini, A € C et (z,),e4une famille de
complezes indexée par A. Alors

Z()\aja) = Zxa.

acA a€A
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Démonstration.
En utilisant une bijection de N,, dans A, on se ramene au cas ou A = {1,...,n}, que
I’on démontre par récurrence sur n. O

Remarque. Cette formule est valable dans un contexte plus général, ou le produit
utilisé est distributif par rapport a ’addition utilisée. C’est notamment le cas lorsque
(G, +, x) est un anneau, avec A € G et pour tout a € A, z, € G.

Changement de variable dans une somme finie : Soit B un ensemble fini, (z)pep
une famille d’éléments de G. Soit ¢ une bijection d’un ensemble A dans B. Alors

D= Tl

beB acA

Lorsqu’on transforme 'une des sommes en I’autre somme, on dit qu’on a posé b = ¢(a).
Il importe en pratique de s’assurer que ¢ est bien bijective.

Démonstration.
Posons n = |B| = |A|. 1l existe une leeCtIOIl f de N dans A. Alors ¢ o f est une

bijection de N,, dans B, donc Z xTp = Zaz (oo f](i Zmzp (f(i) = Z:Ugo(a)

beB =1 acA

Exemple. Dans la quantité S = Z k, on pose k = n — h. L’application ¢ correspon-
k=0
¢: [0,n] — [0,n]

yo n_h.AinSi,S:Z(n—h):n(n+1)—3,

dante est la bijection

h=0
n
: n(n+ 1)
ce qui permet de retrouver que k= —w2.
qui p que » 5
k=0
n—p
Décalage d’indice : Pour tout m,n,p € Z, Z T = Z Thip-
k=m h=m—p

Démonstration.
On pose k = h+p = ¢(h) ou ¢ est bien une bijection de [m — p,n — p] dans [m,n]. O

Remarque. En pratique, le plus souvent, p = +1.

Exemple. (& connaitre) : calcul d’'une somme géométrique .

Soit ¢ € C avec ¢ # 1. Soit m,n € N avec m < n. On souhaite calculer S = Z ¢~

k=m
Par distributivité,
k+1 _Q_ n+1 k _
qS = Zq kzﬂq =5—q¢"+q¢""", donc kzq 1—¢

Théoréme. Soit (G..) un groupe commutatif fini. Alors, pour tout a € G, a#“ = 1.
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Démonstration.
Soit a € G. Notons ¢ l'application de G dans G définie par ¢(g) = ag. Alors ¢ est une

bijection dont la bijection réciproque est g — a~'g, donc si 'on pose S = H g, on a
geG
S = H o(g) = H ag = a™9S, car G est commutatif. En multipliant cette égalité par
geG geG
S~! on en déduit que a*C = 14. O

Lemme : Soit C' un ensemble fini. On suppose que C' = AU B. Alors,

pour toute famille (x.).cc d’éléments de C, Z Te = <Z xa> + (Z xb>.
ceC acA beB

Démonstration.

Posons n = |A| et m = |B].

Il existe des bijections f : N, — Aetg : [n+1,n+m] — B,

n+m

donc Zxa = zn::rf(i) et, en posant b = g(j), be = Z Ty(j)-

acA i=1 beB j=n+1
En posant h(k) = f(k) lorsque k € N,, et h(k) = g(k) lorsque k € [n+ 1,n+ m], on
définit une bijection de N,,;,,, dans A U B = C. Ainsi,

n n—+m
<Z xa> + (Z xb> = (Z xh(i)> + < Z :Uh(j)). On conclut par associativité. O
acA beB i=1 j=n+1

Sommation par paquets : Soit A un ensemble fini et (x,).c4 une famille d’éléments
de G. Soit n € N. On suppose qu’il existe des parties Ai,..., A, de A telles que

A= |i| A;. Alors
i=1

Sr=> Y

a€A i=1 a€A;

Démonstration.
A partir du lemme, par récurrence. 0O

Sommation par paquets, seconde formulation : Soit A un ensemble fini et (z,)aeca
une famille d’éléments de GG. On suppose qu’il existe un ensemble fini B et une famille

(Ap)vep de parties de A telles que A = |_| Ayp. Alors

beB
D Ta= D T
a€A bEB acAy

Démonstration.
On se ramene a la premiere formulation en considérant une bijection f : N, — B
et en posant A = Ay;). O
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Sommation par paquets, troisieme formulation : Soit A un ensemble fini et
(4)aca une famille d’éléments de G. Soit R une relation d’équivalence sur A. Alors

=Y Y

acA c€A/R acc

Démonstration.
On sait que dans ces conditions, A/R est fini et que A = |_| c. D
ceA/R

Remarque. En particulier, si I'on prend z, = 1 pour tout a € A, on en déduit que

A=) 1= |

acA ceA/R

2.4 Applications et cardinaux

Notation. Considérons une application f de E dans F', ou E est de cardinal fini.
f: E/R — f(E)

T — f(z)
d’équivalence de = pour la relation d’équivalence R définie par : xRy <= f(z) = f(y).
On sait de plus que E/R est fini, donc f(FE) est fini et |E/R| = |f(E)].
Par ailleurs, |E| = Z |c|.

ceE/R
Pour tout ¢ € E/R, |c| > 1, donc |E| > Z 1=|FE/R|.
ceE/R
Ainsi, dans tous les cas, |E| > |f(E)|.
De plus, |E| = |f(F)]| si et seulement si 0 = |E| — |f(E)] = Z (le] = 1), donc si
cEE/R

et seulement si pour tout ¢ € E/R, |c| = 1. Ainsi |E| = |f(E)]| si et seulement si les
classes d’équivalence de R sont toutes des singletons, c’est-a-dire si et seulement si R
est la relation d’égalité, ou encore si et seulement si f est injective. On peut énoncer :

On a vu que l'application est une bijection, ou ¥ est la classe

Propriété. Soit £ un ensemble fini et f une application de £ dans un ensemble
quelconque F. Alors f(F) est fini. De plus,

|f(E)| < |E|, avec égalité si et seulement si f est injective, et

|f(E)| < |F|, avec égalité si et seulement si f est surjective.

Remarque. Lorsque F est de cardinal infini, on a bien str |f(E)| < 400 = |F].

Propriété. Soit E et F' deux ensembles finis de méme cardinal. Soit f une application
de E dans F'. Alors f injective <= f surjective <= f bijective .

Démonstration.

[ injective <= |f(E)| = |E| <= |f(E)| = |F| <= f surjective. O

Remarque. Ainsi, lorsque E est fini, une application de E dans F injective (resp :
surjective) est toujours surjective (resp : injective). C’est faux lorsque E est infini. Par
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— N

, . .. N
exemple 'application n s 4l

est injective mais 0 n’a aucun antécédent, donc

elle n’est pas surjective.
De plus, l'application f : N — N définie par f(2n) =n et f(2n + 1) = n pour tout
n € N, est surjective sans étre injective.

Propriété. Soit A et B deux ensembles.
S’il existe une injection de A dans B et si B est fini, alors A est fini et |A| < |B].
S’il existe une surjection de A dans B et si A est fini, alors B est fini et |A| > |B].

Démonstration.

o Supposons qu’il existe une injection f de A dans B et que B est fini.

f est alors une bijection de A dans f(A) qui est une partie de B. On en déduit que
f(A) est finie avec |f(A)| < |B|, puis que A est fini avec |A| < |B].

o Sous ces hypotheses, on a vu que |A| > |f(A)| = |B|. o

Principe des tiroirs : Si I’on doit ranger p objets dans n tiroirs et que p > n, alors
il existe au moins 2 objets qui seront dans le méme tiroir.

Démonstration.
L’application qui a un objet associe le tiroir ou il sera rangé n’est pas injective. O

Principe des bergers : Soit E et F' des ensembles finis et f : E — F une

application. On suppose qu’il existe k € N* tel que, pour tout y € F, |f~1({y})| = k.

Cela signifie que tout élément de F' possede exactement k antécédents par f.

Alors |E| = k|F|.

Démonstration.

Nous sommes dans la situation du début de ce paragraphe. Pour tout z € E, la classe

d’équivalence de z est T = {y € E/f(z) = f(y)} = f({f(x)}), donc par hypothese,

toutes les classes d’équivalence sont de cardinal k.

Alors |E| = > || = |k| Y _ 1= k|E/R| = k|f(E)|. Enfin, f(E) = F, car tout
c€E/R c€E/R

élément de F' possede au moins un antécédent. O

2.5 Ensembles dénombrables

Définition.
]Un ensemble est dénombrable si et seulement s’il est en bijection avec N.‘

Exemples. L’ensemble des nombres pairs est dénombrable.

Propriété. Toute partie infinie de N est dénombrable.

Démonstration.

Soit P une partie infinie de N. On va montrer qu’il existe une unique bijection stricte-
ment croissante de N sur P.

e Unicité. Supposons qu’il existe une bijection ¢ : N — P strictement croissante.
o Pour tout p € P, il existe k € N tel que p = p(k). Or (k) > ¢(0), donc pour tout
p € P, p>¢(0), ce qui prouve que (1) : (0) = min(P).
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o Soitne N*. Sipe P\{p(0),...,po(n—1)}, il existe k € N tel que p = ¢(k).

k > n, donc p(k) > ¢(n), donc pour tout p € P\ {p(0),...,p(n— 1)}, p > ¢(n). De
plus p(n) € P\ {p(0),...,p(n—1)},

donc (2) : Vn € N* ’go(n) = min(P \ {¢(0),...,¢(n — 1)})‘

Les relations (1) et (2) définissent par récurrence ¢ de maniére unique.

e [xistence. Notons ¢ 'application de N dans P définie par les relations (1) et (2).
¢ est correctement définie, car pour tout n € N*, P\ {¢(0),...,¢(n—1)} est non vide
(P est supposé infini), donc il possede un minimum dans N.

Montrons que ¢ est une bijection strictement croissante.

o Soient p € P et n € N. Supposons que p ¢ {¢(0),...,p(n)}.

Sin=0,p# p0)=min(P), donc p > (0).

Sin>0,pe P\{¢(0),...,o(n—1)}, donc p > min(P\{p(0),...,p(n—1)}) = p(n).
Or p # ¢(n), donc p > ¢(n).

Ainsi, pour tout p € Pet n € N, (3) : p ¢ {¢(0),...,¢0(n)} = p > p(n).

o Soit n € N. D’apres (2), ¢(n+1) ¢ {p(0),...,¢o(n)},

donc d’apres (3), ¢(n+ 1) > ¢(n).

Ainsi ¢ est strictement croissante. En particulier, elle est injective.

o De plus, si p(n) > n, p(n+1) > p(n) > n, donc ¢(n+1) > n+ 1. Ainsi, on montre
par récurrence que, pour tout n € N, p(n) > n.

Soit p € P.p < ¢(p), donc d’apres la contraposée de (3) avecn = p, p € {©(0),...,o(p)}
Ainsi il existe k € N tel que p = p(k), ce qui prouve la surjectivité. O

Exemple. L’ensemble P des nombres premiers est dénombrable et en notant p, le
niéme nombre premier, on a P = {p,/n € N*}.

Propriété. On dit quun ensemble est au plus dénombrable si et seulement si il est
fini ou dénombrable.

Un ensemble est au plus dénombrable si et seulement s’il est en bijection avec une
partie de N.

Démonstration.

Supposons que I est un ensemble et qu’il existe une partie P de N et une bijection
p P— 1

Si P est finie, alors I est fini.

Sinon, d’apres la propriété précédente, il existe une bijection de N dans P, donc par
composition, il existe une bijection de N sur I, ce qui prouve que I est dénombrable.
La réciproque est claire. O

Lemme technique :

Un ensemble [ est fini ou dénombrable si et seulement s’il existe une suite
croissante (J,,)nen de parties finies de I dont la réunion est égale a I.

Dans ce cas, on dira que (J,)nen est une suite adaptée a I.

n oo
Remarque. Dans ce cas, pour tout n € N, J,, = U Jp et I = U Ji, donc, en un

k=0 k=0
certain sens, que 'on ne tentera pas de formaliser, I est la limite des J,.
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Démonstration.

e Supposons que [ est fini ou dénombrable.

o Si [ est fini, on pose, pour tout n € N, J,, = I. La suite (J,) convient.

¢ Supposons que [ est infini. Il existe une bijection f de N dans [.

Posons J,, = f([0,n]). U Iy = f(U [0,n]> = f(N) = I, donc la suite (.J,,) convient.

neN neN
e Supposons qu’il existe une suite croissante (J,,)nen de parties finies de I dont la

réunion est égale a I.
o Posons Ky = Jy et, pour tout n € N*, K, = J,, \ J,_1.
On vérifie que I = U g, = U K,, par double inclusion : Pour tout n € N, K,, C J,,
neN neN
donc U K, C U J, et réciproquement, si x € U gy, il existe
neN neN neN
p=min{n € N / z € J,}, donc z € J, \ J,_1 = K, (en convenant que J_; = ().
Sin>p, K,NK, C (J,\ Jo-1) N Ju1 = 0. Ainsi, les parties K,, sont deux & deux
disjointes. Ainsi, I = |_| K,

neN
o Soit n € N. Notons d,, le cardinal de K,, (notamment, d,, =0 lorsque K, =0).
n—1
Il existe une bijection g, de K,, dans I'intervalle d’entiers | Z dy, Z dp —1].
k=0 k=0

On note g 'application de I dans N dont les restrictions aux K, coincident avec g,.

g est injective, car si 4,j € I avec i # j, on montre facilement que g(i) # g(j), donc
c’est une bijection de I dans une partie de N.

Ainsi, I est fini ou dénombrable. O

Remarque. S'il existe une suite (J,),en de parties finies de I dont la réunion est
égale a I, on a encore que [ est fini ou dénombrable, car en posant pour tout n € N,
n

K, = U Ji, la suite (K,) est adaptée a I.

k=0
Remarque. Il faut savoir démontrer la partie “=" de ce lemme technique, ce qui
est facile. Par contre la partie “<==" ne sera pas utile pour les exercices, car elle se
déduit simplement des propriétés qui suivent.

Corollaire. 7Z est dénombrable.

Démonstration.
7, = U —n, n ﬂZ
neN

Corollaire. N x N est dénombrable.

Démonstration.
NxN=|J(0,n?NN*). 0
neN

Corollaire. Q est dénombrable.
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Démons}t)'r'ation.
Q=LJ§N%®66—MMWEX(%M0NHI

Exercice. Montrer que Q[X] est dénombrable.

Solution. Q[X] est 'ensemble des polynomes a coefficients rationnels, c¢’est-a-
dire Q™| en convenant de noter toute suite (@n)nen presque nulle de rationnels
sous la forme Z a, X".

neN
Pour tout n € N*, notons

Jn—{Z%Xk/VkE {0,...,n} pr € ZN[—n,n] et g, € NN[1,n]}.
k=0

On vérifie que J,, est adaptée a Q[X].

Propriété. Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est
au plus dénombrable.

Démonstration.
On suppose que A = U A;, ou I est fini ou dénombrable et ou, pour tout ¢ € I, A; est
fini ou dénombrable. <
Il existe ¢ : N — I surjective (méme si I est fini).
Ainsi, A= | | B,, ot B, = Ay,
neN
Pour tout n € N, notons (.J,, ,),en une suite adaptée a B,,. Ainsi,

A=JUMo= U Juw
neN peN (n,p)eN2
N? est dénombrable, donc il existe une bijection ¥ : N — N2,
Ainsi A = U Ju(n) et d’apres une remarque précédente, A est fini ou dénombrable. O
neN
Propriété. Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration.

Soit Ay,..., A, p ensembles dénombrables ot p € N*. Posons A = A; x --- x A, et
montrons que A est dénombrable.

Pour tout k& € {1,...,p}, il existe d’apres le lemme technique une suite (Jy,x)nen
adaptée a Ay.

Pour tout n € N, posons L,, = Jy,1 X -+ X Jp, .

L,, est un ensemble fini en tant que produit cartésien fini d’ensembles finis

et A= U L, :

neN
En effet, sia = (ay,...,a,) € A, pour tout k € {1,...,p}, il existe ny, tel que aj, € J,, k.

Posons alors n = sup ng. Pour tout k& € {1,...,p}, sachant que la suite (J, k)men €st
1<k<p

croissante, ay € Jy, x C Jyk, donc a € L,,.

Ainsi A C U L,, et I'inclusion réciproque est claire.
neN
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Alors, d’apres le lemme technique, A est fini ou dénombrable.

De plus A est infini, car 'application f de A; dans A définie par : pour tout a; € Ay,
fla1) = (ay,ea,...,e,) OU €a,...,e, sont des éléments fixés dans A, ..., Ay, est une
injection. O

Remarque. Notons p, le n®™° nombre premier.

Notons également N I’ensemble des suites presque nulles d’entier, c’est-a-dire I’en-
semble des suites (n;);eny d’entiers telle que : AN € N, Vi > N n; = 0.

D’apres le théoreme d’existence et d’unicité de la décomposition d'un entier comme

N® N
produit de nombres premiers, 'application (q;);eny +—— H ps® est une injection.
ieN
Ceci prouve directement que N est dénombrable.
Propriété. R n’est pas dénombrable.
Démonstration.
Supposons que R est dénombrable. Alors il existe une bijection ¢ de N dans R. Pour
+oo
tout n € N, posons p(n) = by, + Z bkynl()’k, ou by, est la partie entiere de p(n) et
k=1
ou la suite (byn)ken- est le développement décimal (dans V) de ¢(n).
0si by, #0
Pour tout n € N, posons ¢, = { 1 sibyn =0

+oo
Notons & = ¢y + Z 107", 2 est un réel, donc il existe n € N tel que 2 = p(n). Alors,

k=1
d’apres 'unicité de la partie entiere et du développement décimal d'un réel, ¢, = by, p,
ce qui est faux. O

Remarque. Cette technique de démonstration s’appelle un “argument diagonal”. Il
est repris dans la démonstration suivante.

Propriété. Hors programme : P(N) n’est pas dénombrable.

Démonstration.

Sinon, il existe une bijection ¢ de N dans P(N).

Notons A ={n € N/n ¢ ¢(n)}. Il existe a € N tel que A = p(a).

Dans ces conditions, a € p(a) <= a € A <= a ¢ p(a), ce qui est impossible. O

Remarque. En adaptant cette démonstration, on voit que plus généralement, aucun
ensemble I n’est en bijection avec P(I).

2.6 Listes et combinaisons

Vocabulaire : Soit £ un ensemble et p € N.
— Une p-liste (aussi appelée un p-uplet) d’éléments de E est un élément de EP.
— Un p-arrangement d’éléments de E est une p-liste dont les éléments sont deux
a deux distincts.
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— Une p-combinaison de E est une partie de E de cardinal p.

Lorsque FE est de cardinal fini, 'objet de ce chapitre est de dénombrer les p-listes,
p-arrangements et p-combinaisons d’éléments de E.
Pour tout ce chapitre, on supposera que E est un ensemble de cardinal fini égal a n.

Propriété. Le nombre de p-listes d’éléments de E est égal a n? (c’est |EP).

Choix (ou tirages) successifs avec répétitions éventuelles :

On utilise les p-listes dans les problemes de choix successifs de p éléments d’un ensemble,
avec d’éventuelles répétitions, ou bien de tirages successifs d’éléments d’un ensemble
avec remise. Cela permet ainsi de dénombrer le nombre d’issues possibles lorsqu’on
effectue p fois indépendamment une méme expérience.

Exemple. Le nombre de mots de 4 lettres, ayant un sens ou non, écrits dans notre
alphabet de 26 lettres est égal & 26* : on peut considérer quun tel mot est obtenu par
tirages successifs avec remise de 4 lettres parmi les 26 lettres de ’alphabet.

Le nombre d’octets, c’est-a-dire de mots de 8 lettres, écrits dans I'alphabet {0, 1}, est
égal a 28 = 256.

Propriété. Soit p € N. Si a = (ey,...,¢,) est un p-arrangement d’éléments de E,
fo: N —

A s SN 7]
De plus, I'application a — f, est une bijection de l’ensemble des p-arrangements
d’éléments de £ vers I’ensemble des injections de N, dans F.

I’application est une injection.

Démonstration.
Notons A, 'ensemble des p-arrangements d’éléments de E et 7, 'ensemble des injec-
e: A, — Ipt\ll: I, — A

e .
a — f, fo— (f(),..., f(p)
On vérifie que W est bien a valeurs dans A, puis que 9o W = Idz, et Vo = Idy,. O

tions de N, dans £. Notons

Remarque. Supposons que p > n. Alors il n’existe aucun p-arrangement dans F, ni
aucune p-combinaison.

En effet, pour les p-combinaisons, on a vu que toute partie de F est de cardinal inférieur
a n, et pour les p-arrangements, d’apres la propriété précédente, le nombre de p-
arrangements coincide avec le nombre d’injections de N, dans F, que I'on sait étre
nul lorsque |N,| > |E].

Pour toute la suite de ce paragraphe, on suppose que p est un entier compris entre 0
et n.

Notation. Pour tout n € N, on appelle factorielle (de) n le produit des entiers
consécutifs de 1 a n. Elle est notée n!. Ainsi,

nl=1x2x---(n—1)xn

Conformément & une convention étudiée page 13, on convient que 0! = 1 : c¢’est un
produit vide.
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Théoreme. Le nombre de p-arrangements d’éléments d’un ensemble de cardinal n est

n!

An,p:n(n—l)---(n—p+1):m.

C’est aussi le nombre d’injections d’un ensemble a p éléments vers un ensemble a n
éléments.

Démonstration.
¢ Soit B un ensemble de cardinal p. Il existe une bijection f de N, dans B.
Notons Zg I'ensemble des injections de B dans F.

v: Ip — 1,

Alors I'application
g — gof

est une bijection, dont la bijection réciproque

est ...
Pour prouver le théoreme, il suffit donc de montrer que |Z,| = A,,,. Notons R(p) cette
propriété et raisonnons par récurrence finie.
o Lorsque p = 0, N, = ) et on sait qu’il existe une unique application (vide) de N,
dans E. C’est une injection, d’ou R(0).
Lorsque 0 < p < n, on suppose R(p).
Si g est une injection de Np;; dans E, sa restriction g|Np est une injection de N, dans
Iy — I,

g — gl
Soit h € Z,,. Pour tout g € Tp11, ¥(g) = h <= gl = h,
donc ¥~'({h}) ={g € F(Np11, E)/Vi € N, g(i) =h(i) et g(p+1) € E\ h(N,)}.
On peut mettre cet ensemble en bijection avec E\h(N,), donc [¥~*({h})| = n—p € N*.
D’apres le principe des bergers, |Z,+1| = (n — p)|Z,|, dou R(p+1). D

E, donc on peut définir I'application

Exemple. paradoxe des anniversaires : Soit C' une classe d’éleves et f I’application
qui a tout élément de C associe sa date d’anniversaire. La probabilité que 2 éleves au

moins aient la méme date d’anniversaire est égal a p = 1 — ——————, ou D est
#(F(C, D))

I'ensemble des dates possibles (on simplifie la situation en supposant que #D = 365,

c’est-a~dire en oubliant les années bissextiles) et o N est le nombre d’injections de C

365 x 364 x «-- x (365 —n+1)

365™
C. Avec n = 47, on obtient p = 95, 5%.

, ou n est le nombre d’éleves de

dans D. Ainsi, p=1—

Corollaire. Pour tout n € N, |S,,| = nl.
Plus généralement, factorielle de n est le nombre de bijections d’un ensemble de cardinal
n dans un autre ensemble de cardinal n.

Choix successifs sans répétition, tirages sans remise :

On utilise les p-arrangements dans les problemes de choix successifs de p éléments pris
parmi n, sans répétition, ou bien de tirages successifs de p éléments dans un ensemble de
n éléments sans remise. Ici, 'ordre d’apparition des différents choix ou tirages compte,
c’est-a-dire que deux p-arrangements ayant les mémes éléments dans un ordre différent
sont comptabilisés tous les deux.
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Cela permet ainsi de dénombrer le nombre d’issues possibles lorsqu’on effectue p fois
une expérience, sans possibilité de retrouver un résultat précédemment obtenu.

Exemple. 8 sportifs se présentent pour courir un 100m. Déterminer le nombre de
podiums possibles.

Un podium est un 3-arrangement de coureurs, désignant le médaillé d’or, le médaillé
d’argent et le médaillé de bronze. Le nombre de podiums est donc Ag3 = 8.7.6 = 336.

Théoreme. Le nombre de p-combinaisons d’éléments d'un ensemble de cardinal n,
c’est-a-dire le nombre de parties de p éléments incluses dans un ensemble de cardinal

n est égal a
<n) A Anp n!
p pt (n—p)pt

Cette quantité s’appelle le coefficient binomial “p parmi n”.

Démonstration.

7, — G,
fo— fN,)’
Soit A € C,. f € o 1({A}) si et seulement si f(N,) = A, donc si et seulement si f
réalise une bijection de N,, dans A. Ainsi, pour tout A € C,, | '({A})] = p! et le

principe des bergers permet de conclure. D

Notons C, I’ensemble des p-combinaisons d’éléments de F et L

Choix simultanés, tirages sans remise ou ’ordre est indifférent :

On utilise les p-combinaisons dans les problemes de choix simultanés de p éléments pris
parmi n, ou bien de tirages successifs de p éléments dans un ensemble de n éléments
sans remise lorsque l'ordre d’apparition des différents tirages n’intervient pas.

Exercice. Avec un jeu de 32 cartes, quelle est la probabilité qu'une main de 5
cartes comporte au plus 2 piques.

Solution :

o Rappelons qu'une carte possede une couleur (pique, coeur, carreau, trefle) et
une valeur (7,8,9,10,valet, dame, roi, as). Dans un jeu de 32 cartes, on dispose
donc de 8 cartes de chaque couleur.

Dans un jeu de 52 cartes, on dispose des mémes couleurs et des valeurs supplé-
mentaires 2,3,4,5,6, soit 13 valeurs au total.

¢ Ici, la condition portant sur la main ne dépend pas de 'ordre des cartes, donc
on peut assimiler une main de 5 cartes a une partie de 5 éléments parmi les 32

cartes. Ainsi, le nombre total de mains de 5 cartes est 35
¢ On applique le principe du “ou exclusif” en fonction du nombre de piques dans
la main :

. . 24
— Le nombre de mains de 5 cartes sans aucun pique est ( 5 ),

. . 24
— Le nombre de mains de 5 cartes comportant exactement un pique est 8 x 4 ) ,

car pour en construire une, on peut d’abord choisir un pique, soit 8 choix, puis
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un ensemble de 4 cartes d’'une couleur différente de pique, soit (244) choix. On

a donc appliqué le principe du “et”.
24

3 ) X <§) mains de 5 cartes avec 2 piques exac-

24+24><8+24><8
5 4 3 2
32 '
5
Exercice. Avec un jeu de 32 cartes, quelle est la probabilité qu'une main de 5
cartes comporte au plus 4 piques.
Solution : On peut adapter la solution précédente, mais il est préférable de
passer au contraire, en cherchant d’abord a dénombrer les mains comportant

uniquement des piques, ce qui est plus simple, car cela revient a choisir 5 éléments
parmi les 8 cartes de couleur pique. Ainsi, la probabilité cherchée est

32 8

(7)-()

32 ‘

(%)

Exercice. Combien le mot MISSISSIPPI possede-t-il d’anagrammes, qu’ils aient
un sens ou non ?
Solution : On cherche le nombre de mots de 11 lettres possedant 1 M, 2 P, 4 1
et 4 S.

Pour construire un tel mot, on remplit par des lettres 11 cases initialement vides.
On choisit d’abord 'emplacement de la lettre M, soit 11 choix, puis les deux

— De la méme fagon, il y a (

tement.

Ainsi la probabilité demandée est égale a

. (1 .
emplacements des lettres P parmi les 10 emplacements restants, soit ( 20 choix

etc. Ainsi, le nombre cherché est égal & N = 11. 120 : i = 34650.
A noter qu’on aurait pu raisonner en classant les 4 lettres M, P, I, et S dans un

autre ordre.

2.7 Les coefficients binomiaux

Considérons un ensemble de n éléments, noté E = {ey,...,e,}.

Pour démontrer que |P(E)| = 2", on a mis P(E) en bijection avec F(FE,{0,1}) en
associant a toute partie de E son indicatrice. Mais F(E, {0,1}) est aussi 'ensemble
des familles (¢;)1<i<n d’éléments de {0,1}. On peut donc coder toute partiec A de E
par une suite binaire de longueur n.

Par exemple, avec n = 5, la partie A = {es, e3,e5} de E est codée par la suite 01101.
Cette bijection envoie les parties de E a k éléments sur les suites binaires possédant
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exactement k£ “17. Ainsi < k) est aussi le nombre de suites binaires de longueur n

possédant exactement k£ “1”. On peut le retrouver directement en disant que pour
construire une telle suite, il suffit de convenir de ’ensemble des k positions des “1”
parmi les n positions.

Changeons un peu le vocabulaire, en remplacant “0” par “échec” et “1” par “succes”.
On considere un test que 'on peut répéter n fois, comme le fait de lancer une piece

n) est le nombre de

de monnaie et de tester si elle tombe sur le coté “face”. Alors ( X

réalisations de n tests comportant exactement k succes.
On peut représenter les 2" réalisations possibles par un arbre :

guects

—_
—_
—_

—_
—_
S

e}

o o o = —
S e —_ o o
= — S —

echec

Ainsi, dans un tel arbre, s’il représente la répétition de n tests, le nombre de chemins

JIRT N ’ N n
réalisant exactement k succes est égal a 1 >

Formule : Vn,p € N avec 0 < p < n, (n) :( " )
p n—p

Démonstration.

n!
C’est évident avec la formule <n) =
P (n—p)lp!
preuve combinatoire : avec les notations de la démonstration précédente, I’application
C, — Cnyp

A — A

mais on peut aussi en donner une

est une bijection (c’est une involution). O
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Formule comité-président : Pour tout n, k € N* avec k < n,
n n—1
(i) =+ (i21)
Démonstration.

est tres simple par le calcul, mais on peut aussi en donner une preuve combinatoire
Clest t 1 | lcul, t d binat ,
qui permet notamment de retenir la formule :

n TN 12 . N ez .
k est le nombre de comités a k éléments parmi n, ou chaque comité est muni

k
d’un président. Formellement, c’est le nombre de couples (a, A) ou A est une partie
a k éléments d'un ensemble E de cardinal n et ou a € A. Mais pour dénombrer ces
couples, on peut d’abord choisir le président a, soit n choix, puis le président choisit la

o ., .. [(n—=1 .
composition des autres membres du comité, soit choix.

kE—1
On peut alors concevoir une formule “comité a deux présidents” : pour tout n,k € N

avec 2 < k <mn, k(k—1) <Z) =n(n—1) (Z - ;) Je vous laisse généraliser : O

Formule comité-bureau : Pour tout p € N, pour tout n,k € N avec p < k <n,

() ()= ()< (23)
p k p k—p)°
Formule du triangle de Pascal! : Vn,p € Navec 1 <p < n,

()= ()61

= + .

p p p—1

Remarque. Il est souvent pratique de convenir que, pour tout n,p € 7Z tels que
—~(0<p<mn), (Z) =0.

Alors la formule du triangle de Pascal est vraie pour tout n > 1 et p € Z (le raisonne-

ment combinatoire reste valable).

Démonstration.
La aussi, on peut vérifier cette formule par le calcul : a faire.
De maniere combinatoire, distinguons un élément a dans £. On peut alors partitionner
I’ensemble des p-combinaisons de E en deux sous-ensembles :
— les p-combinaisons ne contenant pas a, qui sont toutes les p-combinaisons de

E\ {a}, au nombre de (n; 1),

1. Blaise Pascal, 1623-1662, est un mathématicien, physicien, inventeur, philosophe, moraliste et
théologien francais. Enfant précoce, il publie un traité de géométrie projective a seize ans et il in-
vente la premiere machine & calculer (la pascaline) & 19 ans. Apres 1654 il se consacre & la réflexion
philosophique et religieuse. Ses “pensées” seront publiées apres sa mort.
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— et les p-combinaisons contenant a, que 'on peut mettre en bijection avec les

(p — 1)-combinaisons de £\ {a}, au nombre de (Z : i)
m

Représentation graphique du triangle de Pascal.

Remarque. On vient de voir plusieurs exemples de démontrations combinatoires de
formules. Le principe général de ce type de preuve, concernant une égalité entre entiers
de la forme a = b, consiste a interpréter a et b comme le dénombrement d’un méme
ensemble fini selon deux méthodes différentes.

n
Par exemple, la formule Z <Z) = 2" peut se démontrer en disant que, pour constuire

k=0
une partie quelconque d'un ensemble a n éléments, on choisit d’abord le nombre &

d’éléments de cette partie, puis on choisit £ éléments parmi n qui constitueront cette
partie.

Cependant cette derniere formule est un cas particulier de la formule du binéme de
Newton :

Formule du binéme de Newton? : On se place dans un anneau (A, +, x). Soit a;
et as deux éléments de A qui commutent, c’est-a-dire tels que ajas = asa,. Alors

VneN, (a+a)" =) (Z) ak ay .

k=0

Démonstration.
e Premiére méthode : par récurrence.

On note R(n) 'assertion (a; + a2)™ = (Z) a¥ah*. R(0) est vraie.
k=0
Pour n > 0, on suppose R(n).

(a1 +a2)™*' = (a1 + ap) ") ahap
k
k=0
n—1 n
=apt + Z (Z) aitlay ™ +aft + Z (Z) aay
k=0 k=1

Dans la premiere somme, posons h =k + 1 :
l'application k — k + 1 est une bijection de {0,...,n — 1} dans {1,...,n}, donc

n—1 n—1 n
n kil n—k n k+1 nt+1—(k+1 n h 1—-h
> ()bt =5 (o e =32 (1 )b
L’indice h de cette somme est une variable muette que ’on peut renommer en k, donc

2. Isaac Newton, 1642-1727 est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste, astronome et
théologien britannique. Il a fondé la mécanique classique, dont la théorie de la gravitation universelle.
En mathématiques, il est a l'origine avec Leibniz du calcul infinitésimal.
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1 k 1— k 1 § : k k+1
(a1+a2>n+1 _anJr < T n+ n+ + < )alag +

)
= a4 adtt ( ) (Z))alfag—&-l k
(')

— n+1+an+1+§ : ) lf (n+1)—k
n+1
_i nE L\ ek

k=0
Ceci prouve R(n + 1).

e Seconde méthode : combinatoire. (a1 + a2)" = (a1 + az) X -+ X (a1 + az). Si 'on
développe completement ce produit de n facteurs, ou chaque facteur est la somme de
deux termes, on obtient une somme de termes ou chaque terme est un produit de n
facteurs, obtenu en choissant dans chacun des n facteurs a; + a9, ou bien ay, ou bien

as. Ainsi, (1) @ (a1 +a9)™ = Z H ag@ : chacun de ces termes est construit en

feF(Nn,{1,2}) i=1
choissant ay(1y dans le premier facteur a; + ay, puis ay(2) dans le second facteur a; + as,

etc. Plus rlgoureusement on peut démontrer la relatlon (1) par récurrence sur n, car
elle entraine

(a1 +a2)™" =a; Y Haf<z)+a2 > Haﬂ)

fEF(N,,{1,2}) i=1 feEF (N, {1,2}) i=1
n+1 n+1
= > Hwe+ > Iwe
FeF(Np41,{1,2}) =1 FeF(Np41,{1,2}) =1
tel que f(n+1)=1 tel que f(n+1)=2
n+1

= > we

feF(Nn+17{172}) =1
Pour tout k£ € {0,...,n}, notons Fj, 'ensemble des fonctions f de F(N,, {1,2}) telles

que 1 possede exactement k antécédents. La famille (Fy, ... ,Fn) est une partition de
F(N,,{1,2}) donc, en sommant par paquets, (a; + as)" Z Z Haf
k=0 fEF, i=1

Mais si f € Fj, parmi ag, ..., af@r), o0 rencontre exactement k fois ay et n — k fois
ay, donc Haf() = akal7*. Ainsi, (a1 + ag)" z:aloz2 -+ Z 1= Za1a2 *| Fyl.

=1 fEF}
De plus, pour construire une application f de F ks 11 suffit d’ 1nd1quer quelle est la partie
a k éléments de N,, dont les images par f sont égales a 1, donc |Fy| = Z .0

Eric Merle 38 MPSI2, LLG



Applications et dénombrement 2 Dénombrement

Formule du multinébme : (Hors programme). Soit p,n € N*. Soit a,...,a, p
éléments d’'un anneau A qui commutent deux a deux. Alors

(a1 +--+a,)" = Z

i1,..,ip€N
tel que i +---+ip=n

n! , .
+a?x---xa;”.
! X X!

Exemple. Avec n = p = 3, les triplets (i1, 12, 13) d’entiers naturels tels que
iy + s + 45 = 3 sont (1,1,1),(1,2,0),(2,1,0),(1,0,2), (2,0,1),(0,1,2), (0,2, 1),
(3,0,0),(0,3,0) et (0,0,3), donc

(a+ b+ c)® = 6abc + 3(ab® + a®b + ac® + a*c + bc® + b?c) + a® + b + 3.
Démonstration.

On adapte la démonstration combinatoire.

On obtient d’abord (a; + - - + a,)" = Z H ay (-
FEF(NN,) =1

Pour tout (i1,...,7,) € N? tel que i; + --- + i, = n, on note F;, .., I'ensemble des
f € F(N,,,N,) telles que, pour tout j € N,, le nombre d’antécédents de j par f est égal
a i;. La famille des F;, | ;,, lorsque (iy,...,4,) parcourt tous les p-uplets d’entiers tels
que i; + - - + i, = n, est une partition de F(N,,N,), donc en sommant par paquets,
(+eta) = 3 Rl <o xay

i1,.eip€EN

tel que i1+ tip=n

Pour construire une fonction quelconque de F;, on choisit d’abord les 7; antécédents

wylp)

de 1 parmi les n éléments de N,,, soit <n) choix, puis les i, antécédents de 2 parmi

41

. 1 . n — il . . . .
les n — 11 éléments restants de N,,, soit ( . ) choix, etc., jusqu’aux choix des 7,_;
(2]

antécédents de p — 1 parmi les n — iy — - -+ — 4, éléments restants. Ainsi,
n n—i1 n—il—"'—i_g
|Feis] = ) : g
11 19 p—1
. n! (n—zl)' n—il—"-—ip,g
21'(71 — Z1>' 22'(71 — ?:1 — ’lg)' ip,ll(n — le — e — Z.p,Q — Z'p,1>!
n!
il X oo x gl
O P

Remarque. Associons a toute application f de N,, dans N, la suite (f(1), f(2),..., f(n)),
que l'on peut assimiler & un mot de longueur n écrit sur l'alphabet {1,...,p}, ou si
'on préfere au codage d’un mot de longueur n écrit sur 'alphabet A = {ay,...,a,}.

La fonction qui envoie f sur ce mot est une bijection de F(N,,,N,) dans A", il suffit
d’ailleurs de montrer l'injectivité. Donc Fj, . ; est aussi le nombre de mots de n lettres
comportant ¢; lettres ay,...,i, lettres a,. Cela généralise I'exercice Mississippi.

Petit théoréme de Fermat : Soit p € P et n € N. Alors n” = n [p].
En particulier, si n ¢ pZ, alors n?~! =1 [p].
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Démonstration.

o Soit k€ {1,...,p—1}. kl(i) =p(p—1)---(p—k+1) est un multiple de p car

k > 1, mais p est premier et k < p — 1, donc p A (k!) = 1. Ainsi, d’apres le théoreme
de Gauss, p | (Z

o Soit n € N tel que n? = n [p]. Alors, d’apres la formule du binéme de Newton,

p
(n+ 1) = Z (Z) n*, donc d’apres le point précédent, modulo p,
k=0

(n+1)?» = n® +n? = n+ 1. De plus, 0P = 0, donc par récurrence sur n, on montre que
n? =n [p|.

o Supposons maintenant que n ¢ pZ. On vient de montrer que p|(n? —n) = n(n?~!'—1),
mais n A p = 1, donc d’aprés le théoréme de Gauss, p|(n?~! —1). O

La formule suivante est analogue a la formule du bindme de Newton, mais elle concerne
la dérivée n-ieme d’un produit de deux fonctions :

Formule de Leibniz : Soient f et g deux applications d’un intervalle I dans R. Si f
et g sont n fois dérivables sur I, alors fg est n fois dérivable sur I et

(fg)™ = Zn: (Z) fE g,

k=0

Démonstration.
Soit n € N. Notons R(n) I'assertion suivante : si f et g sont n fois dérivables sur I, fg

est n fois dérivable sur I et (fg)™ = Z (Z) ) gn=k)
k=0
Pour n =0, R(0) est vraie.

Pour n > 0, supposons R(n). On suppose également que f et g sont n+1 fois dérivables

sur 1. D’apres R(n), (fg)™ = Z (Z) fR) gn=F),

=0
Pour tout & € {0,...,n}, f® et ¢g"* sont dérivables sur I, donc f*)g"=F est

dérivable sur 7. On peut donc dériver 1’égalité précédente. On obtient :

(fg)(n+1) _ Z (Z) (f(k—i-l)g(n—k) + f(k)g(n—k—i-l))

k=0

n+1
_ <kn1) nk+1)+z< > (n k+1)

k=1

_ f(nt1) (0) (0) (n+1) - n n (k) (n—k+1)
g+ g +k_1(<k—1)+(k))f g

Ceci prouve R(n + 1).
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Ainsi, d’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, on a montré R(n). O

Remarque. Lorsque a et b sont des réels, on peut retrouver la formule du binome de
Newton a partir de la formule de Leibniz, en 'appliquant avec f(t) = e'® et g(t) = €',
k

kta

en t = 0. En effet, pour tout k € N, =a’e

dt’f( ")

2.8 Sommes et produits : quelques techniques

2.8.1 Télescopage

Propriété. Soit m,n € Z avec m < n. Soit (ux)m<k<ns1 une famille d’éléments d'un

groupe abélien (G, +). Alors Z(uk“ —Uk) = Ups1 — U

k=m
n+1
De méme, E (Up—1 — Ug) = Uy — Upt1-
k=m+1

On dit que ces sommes sont télescopiques.

Exemple
i—l i(l b > 1 ! — 1, donc la sé ez
= —_ p— - 1 Tl
k:lk(k+1) —\k k41 n+ 1 n—+oo k>1kzk+1
1
converge et Z m =
o Zln ;(ln(/@ +1)—Ink) =In(n+1) — lnln:>OO +00, donc la série
B 1
Z In(1 —|— ) diverge (alors que In(1+ ~) — 0).
n n—+oco
k>1
o Zk: (k) Z (k+1) = 1) => ((k+ 1! = k) = (n+1)! - 1.
k=0 k=0

2.8.2 Séparation des indices pairs et impairs

D’apres le principe de sommation par paquets, lorsque (uk)0< k<n est une famille d’éléments

d’un monoide commutatif, Zuk = Z up + Z Uy = Zugp + Z Upt1-

k=0 0<k<n 0<k<n

k pair k impair
2n n n—1 n n—1
Exemple. » (—1)"k* = (2k)* =) (2k+1)*=4> k*—> (4k>+4k+1), donc
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
2n (n _ 1)
Z(—l)kk2 = 4n? — 4nT —n =2n*+n.
k=0
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2.8.3 Fonction génératrice
Soit m,n € N avec m < n et soit (uy)m<r<, une famille de complexes. La fonction
n

génératrice de cette famille est 'application polynomiale P : x +—— Z upx”.

Si P est connu, on peut en déduire plusieurs sommes : Z u = P(1), Z ku, = P'(1),

k=m k=m
n

N k(k - Du = P'(1), Y /ﬁ - /0 P(t)dt etc.

k_

Plus tard, vous étudierez la théorie des séries entieres, qui sont des applications de la
+oo

forme x — Z upz®. Cela permet de prolonger la méthode précédente & des calculs

k=m
de sommes de séries.

Exemple.
o Calculer S = Z <Z) k.
k=0

S =P(1),ouP(x) = Z (Z) 2% = (z41)" d’apres la formule du bindéme de Newton,
k=0
donc S = n2" 1,

On peut aussi calculer S en utilisant la formule du comité-président :
- - n — 1 . n—1
S—Z}(k_l)n—nZ i

¢ Calculer S = Z k2F.

k=0
ntl 1
S =2P'(2), ou P(x Za: (pour x # 1).

P'(z) = (n+1)z"(z — 1) ol (A 1) _ nz" ™ — (n+ 1)z + 1
(x —1)? (z —1)2 ’
donc S =2(n2"™ — (n+1)2" +1) = (n — 1)2"* + 2.

2.8.4 Quelques formules

Somme arithmétique : Soit € C. Une suite (u,) de complexes est arithmétique de
raison r si et seulement si elle vérifie la relation de récurrence suivante :

Vn € N, u,y1 = u, +r. Par récurrence, on montre que pour tout n € N, u,, = ug+ nr.
Soit m,n € N avec m < n et soit (u,) une suite arithmétique de raison r. Alors

Z% o 4 1),
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ce que l'on retient de la maniere suivante : une somme arithmétique est égale a la
moyenne de ses termes extremes multiplié par son nombre de termes.

Dé;{nonstration.

2) up = U U+ U Uy

+un+un—1 +"'+um+1 +um
= (um + un) + (um—i-l + un—l) +oe (un—l + um-i—l) + (un + Um)
Or, pour tout k € {0,...,n—m}, Upir+Un_k = 2up+r(m+k+n—k) = 2ug+r(m+n),
donc il ne dépend pas de k. Ceci permet de conclure. O
2n—1)+(2-1) 9
E le. 2k —1) = Xn=mn".
xemple ;( ) 5 n=n

n

Formule de Bernoulli : Soit (A, +, x) un anneau. Soit a et b deux éléments de A
qui commutent (i.e ab = ba). Alors, pour tout n € N,

an+1 . bn-l—l — (CL . b) Zakbn—k'

Démonstration.
n

(a—D) Z = Z(ak“b(”“)_(kﬂ)—akb("+1)_k). Il s’agit d’une somme télescopique,
= k=0
ce qui permet de conclure. O

Remarque. Lorque n + 1 est impair,

e an +bn+1 — "t — ( b)n—i—l (I+b Za n kbn k

Exemple. a® — b = (a —b)(a® + ab + b2).

Somme géométrique : Soit r € C. Une suite (u,) de complexes est géométrique de
raison r si et seulement si elle vérifie la relation de récurrence suivante :

Vn € N, u,y1 = ru,. Par récurrence, on montre que pour tout n € N, u,, = ugr™.

Soit m,n € N avec m < n et soit (u,) une suite géométrique de raison r avec r # 1.

Alors
unJrl — Um
E U = )
r—1

ce que l'on retient de la maniere suivante : une somme géométrique est égale au terme
suivant le dernier moins le premier terme divisé par la raison privée de 1.

Remarque. On a déja rencontré et démontré ce résultat page 23, mais il est a ce
point important qu’il mériterait d’apparaitre méme une dizaine de fois.
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Démonstration.

C’est un cas particulier de la formule de Bernoulli :
n—m n—m

Upy1 — U = U (r" T —r™) = ugr™(r" =" —1) = ugr™(r—1) > " = (r—1) )  Upir.
k=0 k=0

O

Exemple. Soit n € N*. Soit w une racine n-ieme différente de 1.
n—1

Alors Zwk =
k=0

n—1
Ainsi, pour tout h € {1,...,n — 1}, 2 =

=0.

2.8.5 Sommes doubles

Soit m,n,p,q € N avec m <n et p <gq.

Soit (Up,e)(k,0)c{m,...n}x{p,....q} une famille d’éléments d’un monoide commutatif (G, +).
On peut partitionner A = {m,...,n} x {p,..., ¢} en la famille (A;)m<i<n,

ou A; = {(i,ﬁ)/ﬁ € {p,...,q}}. Ainsi,

Z ng—z Z uy. De plus , pour tout ¢ € {m,...,n},

(k,0)eA i=m (kl)EA;
.. : e — A o
I’application oAb ,q; — (1.0 est une bijection, donc on peut poser dans
la somme interne, (k,¢) = ¢(¢'). Ainsi, Z Upe = ZZUMI = ZZuH, en
(k)eA i=m {'=p k=m {=p

renommant les indices.
A la place de E Uy ¢, o0 note souvent g U 0-

(k,0)eA m<k<n
p<{<q

De plus, on peut aussi considérer la partition de A selon la famille (By),</<q,
ou By = {(k,¢)/m < k <n}. Ainsi, on a montré que

Z UM—ZZUM—ZZUM

7z§§<<: k=m {=p l=p k=m
Exemple. > (k+1) = n(q k+i£)—i<k +Q(q+1)>
xemple. = = q 9 )
112?%2 =1 (=1 (=1 k=1
 n(n+1 qlg+1)
donc Z(k—i—l)fq 5 +n 5

1<k<n
1<t<q
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Propriété. Avec les notations précédentes, on suppose de plus que (G, 4+, X) est un
anneau et que, pour tout (k, /) € A, up, = viwy, ou vg, w, € G. Alors

> = (5 0) ()

m<k<n k= =
p<{<q " P
Démonstration.
n q n q q
E VpWp = E E VpWy = E ’Uk<g ’(U@). Notons S = E wy.
m<k<n k= — k= — =
g, m {=p m {=p {=p
n n
AiHSi, E VpWyp = E (UkS) = < Uk> S.o
m<k<n k=m k=m
p<t<gq

2.8.6 Sommes triangulaires

Soit m,n € N avec m < n. Notons T = {(k,¢)/m < k < ¢ < n}. Sil'on représente T’
dans le plan R?, on obtient bien un triangle.

Soit (uk,e)(k,0er une famille d’éléments d'un monoide commutatif (G, +).

Notons 7" = {m,...,n}>\ T et prolongeons la famille (u,) sur 7" en convenant que,
pour tout (k,¢) € T', upy = 0. {T,T'} étant une partition de {m,...,n}? on a

Z Up,p = Z Up,e + Z Up,p = Z Uk e-

m<k<n (k,O)eT (k,0)eT”’ (k,0)eT
m<t<n

Ainsi, la somme triangulaire E ug¢ peut étre vue comme une somme double en

(k,0)eT
ajoutant des “O” D apres le paragraphe précédent,

Z Uy = Z Zuu = Z Zukvg. Le plus souvent, la somme triangulaire est

(kL) eT k=m {=m k=m (=K
notée Z Up e, ce qui rend la formule précédente naturelle. De méme, on peut
m<k<l<n
n ¢
montrer que Z Upp = Z Z U ¢
m<k<{<n l=m k=m
n n n (-1
De méme, on a Z Upy = Z Z Upp = Z Z U -
m<k</l<n k=m (=k+1 {=m k=m
Exemple.

o Soit n € N* et (uy)1<k<, une famille de réels. D’apres la fin du paragraphe précédent,

2
<Z uk> = Z urug, donc d’apres le principe de sommation par paquets,

k=1 1<k<n
1<[<n

<iuk>2 = Zuk—i—Q Z U Uy .

k=1 1<k<t<n
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ko ~ - .
o Notons § = Z 7 Ainsi, § = Zk Z 7 mais pour simplifier S, il est
1<k<t<n k=1 f=k+1
indispensable d’ intervertir les deux variables :

- 1061 1 — n(n—1
i ; z_:k (2 ) 22(“1):%'

(=1

2.8.7 Produits

Toutes les propriétés précédentes, lorsqu’elles étaient valables dans un monoide com-

mutatif (G, +) sont bien sir valables en notation multiplicative dans un monoide com-

mutatif (G, x), car il ne s’agit que d’'un changement de notation de la loi utilisée.

Par exemple, on peut énoncer une propriété de produit par paquets : Soit A un ensemble

fini et (24)aea une famille d’éléments d’un monoide commutatif (G, x). Soit n € N. On
n

suppose qu’il existe des parties Aq,..., A, de A telles que A = |_| A;.

i=1
Alors H Ty = H H Ty

acA =1 (IEAi
Soit m, n € N avec m < n et soit (ug)m<k<n une famille de réels strictement positifs.

Alors H up = exp(Z In uk) ce qui permet dans certains cas de ramener 1’étude

k=m
d’un prodult a celle d'une somme.

Exemple. Soit m,n € N avec m < n et soit (uy)m<k<n une famille de complexes. Soit
n

AeC. Alors ] ) = A7 T e

k=m
Exemple. []2k*(k+1) =2"(n!)*(n+1)!.
k=1

Exemple. Calcul de H (—=1)*(n — k) :

0<k<2n

H (—Df(n—k) = (H(—l)k(n— k))( H (—1)F(n — k)) Dans le second produit,
posons h =2n — k : H (—DF(n—k) = ﬁ(—l)h(h —n), donc
[T 088 = 0 ([L-0 0 —0) = (0 [[tn = 02 = (1) (m)?
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n

Exemple de produit télescopique : Si n > 2, H(l — —) = H
k=2 k=2
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