DM 10 : un corrigé

Probleme 1 : Nombres parfaits pairs

1°) k—1>1, donc n = 2F"1(2F — 1) est pair.

2% —1 est premier, donc Décriture n = 2¥71(2% —1) est la décomposition de n en produit
de nombres premiers. Ainsi, I’ensemble des diviseurs de n est égal a

{2 JO<h<k—-1}U{(2¥-1)2" /0 < h <k—1}. On en déduit que la somme des

k-1
2k 1

diviseurs de n vaut S = (Z 2h> (1+(2"=1)) = 2kﬁ = 2n, donc n est parfait et
h=0

pair.

2°) o Pour tout k € N, 0 = 0 x k, donc k divise 0. Ainsi la somme des diviseurs dans

N de 0 est infinie et 0 n’est pas parfait. Ainsi n > 2, puis en décomposant n en produit

de facteurs premiers, on obtient n = 2¥"'m, ot m = H p’(™) est impair. k > 2 car
o peP\{2}

n est supposé pair.

¢ Notons D I'’ensemble des diviseurs dans N de m.

D’apres le cours, D = { H p*?/ Vp € P\ {2}, w, < vp(m)} et 'ensemble des

peP\{2}
diviseurs de n est égal a {Zh H p?/0<h<k—1letVpeP\{2}, w,< vp(m)}.
peP\{2}
Ainsi, I'ensemble des diviseurs de n est égal a {2"d / d € D et 0 <h <k — 1}.
k—1 k—1 k—1
On en déduit que S(n) = Z <22hd> = Z (Zd)?h = (Zd) ZQh, ainsi
. h=0  deD h=0  deD deD " h=0
27 —1
S(n) = S(m) 51 = (2F —1)S(m).

3°) On a donc S(m)(2¥ — 1) = S(n) = 2n = 2m car n est supposé parfait. Ainsi
2k — 1] 2km, or 2% — (2% — 1) = 1, donc d’apres l'identité de Bezout, 2% et 2% — 1 sont
premiers entre eux. Alors d’apres le théoréme de Gauss, 28 — 1 | m, ce qui permet de

conclure.
k

4°) ol+m+M=14+m+ =1+

— 1+ S(m).
2 _ 1 g~ L+ Sm)



o Onam= M(2"—1),donc 1 < M < m.Si M # 1, alors 1, M et m sont trois
diviseurs de m deux a deux distincts, donc S(m) > 14+ m+ M =1+ S(m), ce qui est
faux. Ainsi, M = 1, puis m = 2% — 1 et n = 2871(2~F — 1).

De plus, S(m) =m+ M =m+ 1, or S(1) =1, donc m # 1.

Alors le fait que S(m) = m + 1 signifie que 1 et m sont les seuls diviseurs dans N de
m, ce qui prouve que m est premier.

On a ainsi montré que tout entier pair et parfait est de la forme 2¥~1(2¥ —1) avec k > 2
et 28 — 1 premier. La réciproque correspond a la premiere question.

Remarque culturelle : La question 1 est un résultat d’Euclide (ITlieme siecle avant J.-
C.), la réciproque est due a Euler (18ieme siecle). On ne sait presque rien au sujet des
nombres parfaits impairs, on ne sait méme pas s’il en existe.

Probleme 2 : confluence

1°)
— Soit x € E. Prenons p = 0 et p = x. Alors on a bien zy = z, z, = x et pour tout
i€ Nyg=0, 2,1 — x;, donc x —* x, ce qui prouve que —* est réflexive.
— Soit z,y € E tels que x —* y. il existe p € Net g, ..., 7, € E tels que 2y = z,
x, =y et, pour tout i € N, z;_; — ;.
Pour tout ¢ € {0,...,p}, posons y; = x,_;. Ainsi, yo = vy, y, = x et, pour tout
i € Ny, ¥im1 = Tp_iz1 — Tp—; = Y, car larelation — est supposée symétrique.
Ceci démontre que y —* x, donc la relation —* est symétrique.
— Soit z,y,z € Ftelsquex — y et y —> 2.
Il existe p,q € N et xg,...,2p,%0,...,Yq € E tels que zyp = z, 2, = y = o,
Y, = %, pour tout ¢ € Ny, x;,_y — x; et, pour tout « € N, y;_1 — y;.
Pour tout i € {p+1,...,p+ q}, posons z; = y;—p. Ainsi, o = &, Tprq =Yg = 2
et pour tout ¢ € Ny, ;01 — z; (c’est notamment vrai pour ¢ = p + 1 car
z, =y = yp). Ceci démontre que x —* z, donc —* est transitive.
En conclusion, on a montré que —* est une relation d’équivalence.
On remarque que, méme lorsque — n’est pas symétrique, —* reste réflexive et
transitive.

2°) Soit z,y € Z. Montrons que x —™* y si et seulement si z =y [p)].

Supposons que x —* y. Il existe ¢ € N et xg,...,24 € E tels que xyp = z, 7, = ¥y
et, pour tout i € Ny, |x;_; — x;| = p. Alors, pour tout i € N,, z;,_1 = x; [p], donc par
transitivité de la relation de congruence, r = zo = x, =y [p].

Réciproquement, supposons que = = y [p|. Sans perte de généralité, on peut supposer
que z < y (car d’apres la question précédente, la relation —* est symétrique). Alors
il existe ¢ € N tel que y = = + pq. Posons, pour tout 7 € {0,...,q}, z; = = + iq. Ainsi,
Ty =T, Ty =y et, pour tout ¢ € N, |z;_1 — z;| = p. Donc v —* y.

Ceci démontre que —* est la relation de congruence modulo p.

3°) Notons —™*= (—1)*. 1l s’agit de montrer que —*=—*.
Pour tout z,y € £, on ax —" y = x — v : on en déduit aisément que



r—Try =1 —*y.

Réciproquement, soit z,y € FE tels que x —* y. Notons A 'ensemble des entiers
p € N tels qu’il existe o, ...,z, € F vérifiant xy = x, x, = y et, pour tout ¢ € N,
;1 — x;. Par hypothese, A est un ensemble non vide inclus dans N, donc d’apres
le cours, il possede un minimum que l'on notera m. Par définition de m, il existe
xo, ..., Ty € E vérifiant xqg = x, x,, = y et, pour tout 1 € N,,,, ;1 — ;.

Soit ¢ € N,, (donc m >4 > 1). Supposons que z;_; = x;. Posons, pour tout
j€A{0,...,i—1},y; = xj et pour tout j € {i,...,m—1}, y; = xj11. Alors yo = 29 = z,
Ym—1 = Tm = y et, pour tout j € N,,_;, yj-1 — y;, méme lorsque j = i, car
Yie1 = Ti1 = &; — Tir1 = y;- On en déduit que m — 1 € A ce qui contredit la
définition de m.

Ainsi, pour tout ¢ € N,,, x;,_1 # z;, donc x;_; —™ x;, ce qui prouve que x —* 3.

4°) La relation —* étant toujours réflexive et transitive, c’est une relation d’ordre
si et seulement si elle est antisymétrique.

Montrons que la condition nécessaire et suffisante pour que —* soit une relation
d’ordre est ’absence de cycles, c’est-a-dire qu’il n’existe pas p € N* et zp,..., 2, € £/
tels que, pour tout ¢ € N, x;_1 —T x; et &, = xo. Notons (C) cette derniére condition.
o Supposons que (C') n’est pas vérifiée. Alors il existe p € N* et zg,...,x, € E tels
que, pour tout i € N, ;o1 —* z; et x, = x. Dans ces conditions, o —* z; et
r1 —* x, = o, mais xy # 1, donc —* n’est pas une relation d’ordre.

¢ Réciproquement, supposons que —* n’est pas une relation d’ordre. Alors il existe
r,y € Btelsquex £y, x —* yety —* .

D’apres la question précédente, Il existe p,q € N et xg,...,2p,%0,...,Y € E tels que
To =T, T, =Y, Yo =Y, Yy = T, pour tout i € N,,, z;_; —T z; et, pour tout i € N,

Yi—1 — 1 y;. Alors la suite © = xg,...,2, =y = Yo, V1, ..., Y, = T constitue un cycle
(p > 1 car x # y), ce qui prouve =(C).
5°)

¢ Supposons que —» est confluente. Soit =, y1,y2 € E tels que © — y; et © — ys.
Il est alors clair que x —* y; et x —* o, or — est confluente, donc il existe z € £
tel que y; —* z et yo —* 2. Ceci prouve que — est localement confluente.

o Pour montrer que la réciproque est fausse, il est suffisant de construire un contre-
exemple. Prenons pour E un ensemble constitué de 4 éléments distincts notés A, B, C'
et D. Sur E, considérons la relation — définie par le schéma suivant :

A+— B+—-C —D.

La relation — est localement confluente car les seuls triplets (z, y1, y2) tels que y; # o,
x — 1y et © — yo sont (B, A, C), (B,C,A), (C,B,D) et (C,D,B). Pour les deux
premiers triplets, on remarque que A —* A et C' —* A et pour les deux derniers
triplets, on remarque que D —* D et B —™* D, donc la relation — est localement
confluente.

Cependant B —* A et B —* D, mais s’il existe z € E tel que A —* zet D —* z,
alors A =z = D, ce qui est faux. Ainsi, la relation — n’est pas confluente.



6°)

¢ Supposons que < n’est pas un ordre, alors > = —* n’est pas un ordre, donc d’apres
la question 4, il existe p € N* et o, ..., x, € E tels que, pour tout i € N,, ;.1 —7 z;
et x, = xg.

Pour tout n € N, en notant ¢ le reste de la division euclidienne de n par p, posons
x, = x;. Ainsi, la suite (x,),en est p-périodique.

Soit n € N. Notons a nouveau i le reste de la division euclidienne de n par p.
Sii<p—1,2, =2 — Tix1 = Tpy1.

Sii=p—1,2, =2p1 — Tp = 2o = Tp1.

Ainsi, pour tout n € N, x,, — x,,11, ce qui est impossible.

On a montré que < est une relation d’ordre sur F.

¢ Soit A une partie non vide de E. Supposons que A ne possede pas d’élément minimal.
A # (), donc il existe z € A.

xo n’est pas minimal, donc il existe 1 € A tel que x; < zg.

Soit n € N. Supposons construits xg, ..., x, € A tels que x, < z,_1 < -+ < xp.

T, n'est pas minimal dans A, donc il existe x,,1 € A tel que x,.1 < xp,.

On construit ainsi par récurrence une suite (x,),eny d’éléments de E telle que, pour
tout n € N, x,,11 < z,,, donc telle que z,, —* z,11 avec T, # T,y1.

Pour tout n € N, il existe p, € N* et yp0,...,Ynp, € F tels que yno = Tn, Ynp, = Tnt1
et, pour tout i € Ny, | yni-1 — Un,-

En renommant (z,)nen 1a Suite 40,0, - - Yop0s Y115« s Ylprs- -« s Ykl - - - s Ykpgs - - -, O &
construit une suite (z,) d’éléments de E telle que, pour tout n € N, z, — z,.1, ce
qui est impossible.

Ainsi, A admet nécessairement un élément minimal.

¢ Montrons que c’est faux en construisant un contre-exemple.

Prenons £ = {0, 1} et choisissons pour — la relation vide sur E : pour tout z,y € FE,
—(z — ).

Alors — est bien noethérienne, mais F, qui est non vide, ne possede pas de minimum,
car (0 < 1) et =(1 <0).

7°) Raisonnons par I'absurde en supposant que A = {z € E/ —(P(x))} # 0.

Alors A possede un élément minimal, noté m. On a —(P(m)), donc d’apres I'hypothese
de I’énoncé, il existe y € E tel que m — y et =(P(y)).

Si y = m, alors en posant pour tout n € N, x, = m, on aurait, pour tout n € N,
Tp — Tpa1, Ce qui est impossible. Ainsi y £ m et y < m.

On en déduit que y < m et y € A (car =(P(y))), ce qui contredit la minimalité de m.
Ainsi A = (), ce qui prouve que P(z) est vrai pour tout = € E.

8°) Pour tout x € E, notons P(x) le prédicat suivant : pour tout y;,ys € E tel que
r —" Yy et x —>* 1o, il existe z € E tel que y; —* z et yo —>* 2.

Nous allons montrer que P(x) est vrai pour tout x € E en utilisant le principe de
pseudo-récurrence de la question précédente : soit z € E. On suppose que P(y) est
vraie pour tout y € E tel que x — y et 'on doit montrer P(z).

Soit y1, 42 € E tel que x —* y; et £ —>* 5.



¢ Siy; =z, en posant z = yy, on a bien y; = x —" ys = z et Yy —* Yy = 2.
On raisonne de méme si y, = .

¢ On peut donc supposer que y; # x et que ys # .

Alors il existe 21,20 € F tels que © — 2y —* y; et £ — 29 —* 1.

La démonstration s’appuie sur la figure suivante :
r — zn —F oy

\ b b
y ——t o s
\ L
T S

Par hypothese, — est localement confluente, donc il existe 2’ € E tel que z; —* 2/
et 29 —* 2.

x — z1, donc P(z1) est vraie. Or z; —* y; et 2y —* 2/, donc il existe 2 € F tel
que y; —* 2" et 2/ —* 2.

De méme, x — 25, donc P(zy) est vraie. Or 29 —* 2/ —* 2" et 29 —* y», donc
d’apres la transitivité de —*, il existe 2’ € F tel que yo —* 2" et 2/ —* 2.
Ainsi, y; —* 2" —* 2" et yo —* 2", ce qu'il fallait démontrer.

Remarque culturelle : En informatique, la notion de confluence intervient dans 1’étude
des systemes de réécritures. La confluence locale est une propriété a priori plus faible
que la confluence mais qui a 'avantage d’étre décidable. Le lemme de Newman, que
I'on vient de démontrer, dit que dans le cas d’un systeme de réécriture noethérien, la
confluence coincide avec la confluence locale et est donc décidable.

Probléme 3 : Les valeurs absolues de QQ

1°) Tl est clair que Vj est positive et qu’elle ne s’annule qu’en 0.

Soient z,y € Q. Siz =0o0uy =0, on a zy = 0 donc Vy(zy) =0 = Vy(x)Vo(y).
Siz#0ety#0,onazxzy#0donc Vy(zy) =1 = Vy(x)Vo(y).

Soient z,y € Q. Siz =0et y =0, on a Vo(z +y) =0 = Vy(x) + Vo(y).
Siz#0ouy#0,onalVy(r+y) <1<Vy(z)+ Wy).

En conclusion, la valeur absolue triviale V4 est bien une valeur absolue sur Q.

2°) Pour n € N*, notons R(n) 'assertion suivante :

— pour tout xq,...,x, € Q, V(zy X -+ X x,) = V(xy) X - X V(x,);

— pour tout z € Q, V(2") =V (z)";

— pour tout x1,...,2, € Q, V(xy + - +x,) < V(xy) + -+ V(z,).
o Lorsque n =1, R(1) est évidente.
o Soit m > 2. Supposons R(n — 1) et montrons R(n). Soit x1,...,x, € Q et x € Q.
V(zy X -+ X a,) = V(ry X+ X x,-1)V(x,) d’apres la multiplicativité de V, donc
d’apres R(n — 1), V(z1 X -+ X x,) = V(x1) X -+ x V(x,).
En particulier lorsque pour tout i € N,,, x; = z, on en déduit que V(2™) = V(x)™.



V(e +-4x,) =V([1 + -+ xpa] + ) < V(g + -+ 25-1) + V(z,) dapres
l'inégalité triangulaire, donc d’apres R(n—1), V(zy 4+ +x,) < V(xy) +-- -+ V(x,).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, pour tout n € N*, R(n) est prouvée.
3°)
— Ona V(1) =V (1?) = V(1)? et comme V(1) # 0, cela implique que V(1) =
— Onal=V(1)=V((-1)*) = V(—1)? et comme V( 1) >0, il vient V(— )
Ainsi, pour tout z € QQ, on a bien
V(i—z)=V(-1xz)=V(-1)V(z)=1x V(x) =V(x).
— Pour tout z € Q*, on a V(z ")V (z) = V(z~'z) = V(1) =1, donc
Vz e Qf, V(z™h) =V(z)™"
4°)
o Sin € N* le théoreme fondamental de I'arithmétique permet d’écrire de maniere
unique n sous la forme n = H g, ol (wgy)4ep est une famille presque nulle d’entiers
q€eP
naturels. Il est alors clair que selon la définition de I’énoncé, on a w, = v,(n).
On pourra donc écrire, pour tout n € N*, n = H g1
qeP
Si n,m € N*, on a [ ¢"™™ = nm = <quq<n>) v (quqm)) = T gveeoteacm
qeP qeP qeP qeP
donc d’apres 'unicité d'une telle écriture, v,(nm) = v,(n)+wv,(m), pour tout n, m € N*.
Si maintenant n, m € Z*, alors
vp(nm) = vp(nml) = vy(|n| X |m[) = vp(|nf) + vp(lm|) = vy(n) + vy(m).
o L’énoncé nous demande de montrer que la quantité v,(a) — v,(b) ne dépend que de
7+ Soit r € Q*. Supposons que r = § = < oua,c € Z* et b,d € N".
Alors ad = ¢b, donc v,(ad) = v,(cb), puis d’apres le point précédent,
vp(a)+vy(d) = vy(c)+uv,(b), donc v,(a)—v,(b) = vy(c) —v,(d), ce qu’il fallait démontrer.
De plus lorsque r € Z*, r = £, donc v,(r) — v,(1) = v,(r). Ainsi, la définition

v, (%) = vp(a) — v,(b)” est correcte et elle prolonge bien I'application v, déja définie
sur Z* en une application de Q* dans Z.

o Soit r,s € Q*. Notons r = ¢ et s = £, ou a,c € Z" et b,d € N*. Alors rs = 35, donc
0,(rs) = vy(ac) — v, (bd) = v,(a) + vp{(e) — (1y(b) + v,(d))
= (vp(a) = vp(b)) + (vp(c) — vp(d)) = vp(r) + vy(s).
o Commencons par montrer la propriété relative a v,(r + s) lorsque r,s € Z* :
Soit n,m € Z* tels que n +m # 0.
Sans perte de généralité, on peut supposer que v,(n) < v,(m).
Notons s, Sy €t Spim les signes de n,m et n + m. Alors
[n+m| = snim(n+m) = spim(snln| 4 smlml),
donc en notant ¢ = S, 1S, €t 0" = Sp1mSm,

In+m| = Uquq<n>+0/quq<m> — pe() <0quq<n o' ptr(m)=vp(n) quq m)> donc

qeP q€eP q€P q€P
a#p q#p

pUr(™ divise |n + m|, ce qui prouve que v,(n +m) > v,(n) = min(v,(n), v,(m)).

6



Supposons de plus que v,(n) < v,(m) : posons a = o H g1 4 o pe(m) e () H glsm

qeP q€P
q#p q#p

v,(m) —v,(n) > 1, donc p divise ¢'p»(™)=ve(n) H ¢"™_ or p ne divise pas o H ga™)

q€eP q€eP
aFp q#p

donc p ne divise pas a. Ainsi, lorsque v,(n) # v,(m),
on a montré que v,(n +m) = min(v,(n), v,(m)).
o Soit r,s € Q*. Notons a nouveau r = £ et s =

ad + cb

ou a,c € Z* et b,d € N*.

Salls]

c
d’

r4s = , donc v,(r + s) = vy(ad + ¢b) — v,(bd). D’apres le point précédent,
vp(r+s) = min(vy(ad), vp(ch)) —v,(bd) = min(vy(a) +v,(d), vy(c) +vp(b)) —vp(b) —vp(d),
donc v,(r 4+ s) > min(v,(a) — v,(b), vy(c) — vy(d)) = min(v,(r), vy(s)).

De plus, si v,(r) # v,(s), alors v,(a) —v,(b) # v,(c) — v,(d), donc vy,(ad) # v,(be), donc
d’apres le cas d’égalité dans Z*, on obtient que v,(r + s) = min(v,(r), v,(s)).

5°) Soit o € R*.

Il est clair que (| - |,)* est positive et qu’elle ne s’annule qu’en 0.

Soient r,s € Q*. On a |rs|, = p~®) = p=w@)=wl) = p=w)p=ls) = |r| |s|, donc
(|Irslp)® = (|r]p)*(|s|p)*. La multiplicativité est donc établie, car c’est clair lorsque r = 0
ous=

Soient 7,5 € Q* tels que r + s # 0. On a |r + s|, = p~»+*). Or on sait que

v,(r + ) > min{v, (1), v,(s)}, donc |r + s|, < p~minterw($)} - Cest-a-dire

Ir + 5|, < pmadt=w) =)} ou encore |r + s|, < max{p~»® p=»)}. On a donc

r + s|, < max{|r|,, |s|,}. En élevant a la puissance a (qui est strictement positive),
p p p

on obtient (|r + s|,)* < max{(|r|,)%, (|s|p)*}. A fortiori, on a 'inégalité triangulaire

(Ir =+ slp)* < (Irfp)™ + (Is[)

En conclusion, pour tout o € R , I'application (| - [,)* est une valeur absolue sur Q.

Remarque culturelle : Dans le cas de la valeur absolue p-adique | - |,, I'inégalité trian-
gulaire classique découle d’une inégalité plus forte : Vr,s € Q, |r+s|, < max{|r|,, |s|,}
que l'on appelle I'inégalité ultramétrique.

Ce caractere ultramétrique confere a la topologie issue de la valeur absolue p-adique
des propriétés tres riches qui permettent de faire de I'analyse sur les corps p-adiques
Q, (qui sont des complétés de Q, différents de R).

6°) a) Par 'absurde : on suppose que Vp € P, V(p) > 1.

Comme Vn € N, V(n) < 1l,onaVpeP, V(p) =

Pour tout entier n € N\ {0,1} dont la décomposition primaire est n = p;®* - - pp®*,
on a alors V(n) = V(p* - pp®) = V(p1)* -+ - V(pr)™ = 1. Rappelons que 'on sait
déja que V(1) = 1. Donc Vn € N*, V(n) = 1.

Comme V est paire, il s’ensuit que Vn € Z*, V(n) = 1.

a V(a
g, on a donc V(r) =V (}) = V((bi =1=1

Autrement dit, V' est la valeur absolue triviale, ce qui est contraire aux hypotheses.
En conclusion, il existe un nombre premier p tel que V(p) < 1.

Pour tout nombre rationnel non nul r =



6°) b)

o Soit k € N*.

Comme p et ¢ sont deux nombres premiers distincts, les entiers p* et ¢* sont premiers
entre eux. Le théoreme de Bézout dit en conséquence qu’il existe u,v € Z tels que
upk +vg* = 1.

Il est clair que u et v sont non nuls.

D’une part, on a V (up* + vg¥) = V(1) = 1. D’autre part,

V(up® +vg") < V(up®) + V(vg*) = V)V (p)* + V(0)V(g)" <1 xV(p)* +1 x V(g)*
ou l'on a utilisé 'inégalité triangulaire, la multiplicativité

et I'hypothese Vn € N, V(n) < 1.

En combinant ces résultats, on obtient V (p)* + V(q)¥ > 1.

o Par I'absurde : on suppose que V(q) # 1, c’est-a~dire V(¢) < 1. En passant a la
limite (k — +o0) dans la relation V(p)¥ + V(q)* > 1, il vient 0 > 1. Absurde !
Donc V (q) = 1.

6°) c¢) On a vu aux questions précédentes que V(p) < 1 et Vg € P\ {p}, V(q) = 1.
Par conséquent, pour tout n € N*, on a
v =v (e T a@) =ver® T Ve =ve) e,

a€P\{p} a€P\{p}

Cest-a-dire V(n) = etrMWVE) — (np)=w(ma oy o =

Ainsi, V(n) = (p~o»M)®,

Comme V(p) < 1, on a bien a > 0.

Comme V est paire, il s’ensuit que Vn € Z*, V(n) = (p~%™)~.

Pour r = ¢ € Q*, on a donc V(r) = V(§) = KEZ)) = (por(@+u®N® — (p=up(M)*,
En conclusion, il existe o € R tel que V = (] - [,)*.

InV(p)
Inp

7°) Soit « €0, 1].

L’application |- |* hérite la positivité, la séparation et la multiplicativité des propriétés
de la valeur absolue classique et des puissances.

Reste I'inégalité triangulaire. Soient r,s € Q. On a |r + s| < |r| + |s|

donc |r 4 s|* < (|r| + |s])®. I suffit donc de prouver que (|r| + |s|)® < |r|* + |s]®.

On pose a = |s| et on introduit la fonction f: R, — R définie par

Ve e Ry, f(z) = (x4 a)* —2* — a®. La fonction f est dérivable sur R’

et Ve e R:, f'(z) = a(r +a)* ! —ax*! <0car 0 < o < 1. La fonction f est donc
décroissante sur RY et continue sur R, donc elle est décroissante sur R..

Comme f(0) =0, on en déduit que Vo € Ry, f(z) <0, c’est-a-dire

Ve € Ry, (z+a)* < z*+a® Pour x = |r|, on a donc (|r| + |s))* < |r|* + [s|* On
peut ainsi conclure que |r+ s|* < |r|* 4 |s|%, ce qui prouve que | - |* satisfait 'inégalité
triangulaire.

8°) a)
¢ On pose p = |klog,a]. On a



p p

D bt = ([ —blafb )Y

7=0 7=0
= @by = afy I
j:0 j=0
p+1 '
Z la"b™ | Y — Z la"b~ | b en posant ¢ = 5+ 1
Jj=
— Lakb_OJ bO o Lakb_p_1J bp+1
= ak — 0
ot la derniere égalité découle du fait que a* € Net 0 < a¥b=P~1 < 1 car p+1 > klog, a.
| klogy al

Donc a* Z by ; V

¢ Soit j € N. Comme VieR, z—1<|z] <z, onaddb’—-1< Lakb*jj < akb
et —akb < —b Lakb*j*w < —a®b™7 + b. En additionnant ces deux encadrements, on
obtient —1 < [a*b77 | —b|a*b™77!| < b, c'est-d-dire —1 < by, ; < b, et comme by ; € Z,
on en déduit que by ; € [0,b— 1].
C’est deux points prouvent que la décomposition de a* en base b

[k log,

s’écrit bien a” Z by ; VY

8°) b)

Pour tout k € N*, on a

V(a)* =V(a") par multiplicativité
|klogy a|

—V( Z by, ; b > d’apres a)

ology o)
< Z V(by; b7) par inégalité triangulaire

Z V (bk;) par multiplicativité

Lklogbaj
< Y MV carVieEN, b e[0,b—1]

Jj=0

=0
On distingue alors deux cas.

Si V(b) <1, on a, pour tout k € N*,



Lk log a]
V(e <M, > V=M, (1+|klog,a]) < M,(1+klog,a),
j=0

donc si V(b) <1, on a Vk € N*, V(a)* < M, (1 + klog, a).
Si V(b) > 1, on peut utiliser la formule de sommation d’une suite géométrique, ce qui
donne pour tout k£ € N*,

V(b) lklogyal+1 _ V(b) Lk logy al+1 V(b)klogb a+1

V k < M < M 7 < M ,
M,V (b

donc si V(b) > 1, on a Vk € N*, V(a)k < 240 V (b)*logn e,

V() —1

9°) a) Par 'absurde : on suppose qu’il existe b € N\ {0,1} tel que V(b) < 1.
On peut alors appliquer la premiere inégalité de la question précédente avec a = ng, ce

My, (1+kl
qui donne V' (ng)* < M, (1 + klog, ng) ou encore 1 < b ‘j( )igb no)
No

En passant a la limite (k — +00) dans cette inégalité, on obtient, d’apres les crois-

sances comparées, 1 < 0. C’est absurde.
On en conclut que Vn € N\ {0,1}, V(n) > 1.

9°) b) On sait que V(n) > 1 d’apres la question précédente. Cela nous permet d’appli-

quer la seconde inégalité de la question 8.b avec a = n et b = m. On a, pour tout k € N*,
M,V . o M,V 1/k

V(n)k S ‘/(m—)<_7n1) V(m)klogm n’ c’est-a-dire V(n) S (‘/(m—)inll)> V(m)logm n

En passant a la limite (k — +00) dans cette inégalité, on obtient V(n) < V(m)o8mn,

c’est-a-dire V (n)/ " <V (m)Y/mm,

En échangeant n et m, on obtient V (m)Y™™ < V(n)'/™" donc V (n)V/ ™" = V(m)Y/mm,

9°) c¢) La question précédente nous dit que la suite (V(n)Y/""),s, est constante,
c’est-a-dire ¥n € N\ {0,1}, V(n)"/"" = V(2)"/"2, Comme V(2) > 1, on peut écrire
V(2)V/1"2 = ¢* ot a > 0. D’ott Vn € N\ {0,1}, V(n)"/"" = ¢*, c’est-a-dire

Vn € N\ {0,1}, V(n) = e®®" ou encore Vn € N\ {0,1}, V(n) = n°.

Comme V(0) =0et V(1) =1,onaVn eN, V(n)=n*

Comme V est paire, il s’ensuit que Vn € Z, V(n) = |n|*.

Pour r = % € Q, on a donc V(r) = V($) = i = (5 = (|2)* = |r|°.

Donc il existe a > 0 tel que V = |- |~

De plus, 24 =V (2) =V (14+1) <V(1)+ V(1) =2, donc aln2 <1In2, or In2 > 0,
donc o < 1.

10°) D’apres les questions précédentes, les valeurs absolues non triviales sur Q sont
exactement les (| . |,)* avec o > 0 et les | . |* avec 0 < a < 1.
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