Résumé de cours :
Semaine 7, du 14 au 18 octobre.

1 R
1.1 Une caractérisation de R.

Caractérisation de R : (admise)
Il existe au moins un corps K totalement ordonné dans lequel toute partie non vide majorée admet
une borne supérieure.
De plus si K’ est un autre corps totalement ordonné dans lequel toute partie non vide majorée admet
une borne supérieure, il existe une bijection f de K dans K’ telle que f est un morphisme de corps
ordonnés, c’est-a-dire :
— Va,y €K, w<y=>f( ) < (),
*Vﬂf,yEK, f( ) ()+f(y)a
fVlL’,yGK, f(xy) f()(>,
— f(lkg) =1k
Cela signifie que, quitte & renommer z en f(z), K et K’ sont égaux, tant que dans K et K’ on se
contente d’utiliser leurs structures de corps totalement ordonnés.
Ainsi, & un morphisme bijectif pres, il existe un unique corps totalement ordonné dans lequel toute
partie non vide majorée admet une borne supérieure. Il est noté R et ses éléments sont appelés les
réels.
Il existe un morphisme injectif de corps ordonné de Q dans R, qui permet d’identifier Q avec une
partie de R.

1.2 La droite réelle achevée

Définition. On appelle droite réelle achevée I’ensemble R 2RU {—00, 400}, sur lequel l'ordre dans

R est prolongé par les conditions : Vx € R, —oo < & < +00.

Propriété. (R, <) est un ensemble totalement ordonné dans lequel toute partie posséde une borne
inférieure et une borne supérieure. En particulier, toute partie A de R posséde une borne supérieure
dans R. De plus, sup(A) = +00 <= A non majorée et sup(4) = —co < A = ).

1.3 Les intervalles

Définition.
— Pour tout a,b € R, 'intervalle Ja, b[ est défini par Ja,b[= {z € R/a < z < b}.
— Pour tout a,b € R, Vintervalle [a, b] est défini par [a,b] = {z € R/a < z < b}.
— Sia€RetbeR, les intervalles [a, b] et |b, a] sont définis par :
[a,b[={z e R/a <z <b}et]bal={zeR/b<z<a}l
— En particulier, R =] — 0o, +o00[ et ) =]0, —1[ sont des intervalles.
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Définition.

— Un intervalle est ouvert si et seulement si il est de la premiere forme Ja, b avec a,b € R.

— On dit qu’un intervalle est fermé si et seulement si son complémentaire est une réunion d’un
ou deux d’intervalles ouverts.

— Ainsi, [a,b] est fermé lorsque a,b € R, mais [a, +00[ est aussi fermé (avec a € R).

— () et R sont & la fois ouverts et fermés.

— [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé. On dit qu’il est semi-ouvert ou semi-fermé.

— Les intervalles fermés bornés sont de la forme [a,b] avec a,b € R. On les appelle aussi des
segments.

Définition. Une partie A de R est convexe si et seulement si pour tout a,b € A avec a < b, [a,b] C A.

Théoréme. Les parties convexes de R sont exactement ses intervalles.
Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Une intersection d’intervalles de R est un intervalle de R.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Pour une famille d’intervalles deux & deux non disjoints, I'union de ces intervalles est
encore un intervalle.
Il faut savoir le démontrer.

1.4 la valeur absolue

Propriété. Le signe au sens large du produit de deux réels est égal au produit des signes de ces réels.

Définition. Pour tout = € R, on note |z| = max{—=z,z}.
Vr,y € R, |ryl = |zlly|.

Inégalité triangulaire : Vz,y € R, |z +y| < |z|+ |y|, avec égalité si et seulement si z et y sont de
meéme signe.

Corollaire de ’inégalité triangulaire : Va,y € R, ||z] —|y|| < |z — y|.

A savoir démontrer.

(a+b)—|a—1b
2

(a+Db)+|a—1]

et max(a,b) = 5

Formule : Pour tout a,b € R, min(a,b) =
I1 faut savoir le démontrer.

Distance entre réels : Lorsque z,y € R, la quantité d(x,y) = |z — y| est appelée la distance entre
les deux réels = et y. Elle vérifie I'inégalité triangulaire : d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

1.5 Propriétés usuelles des réels

Propriété. R est archimédien : Pour tout a,b € R}, I3n € N, na > b.

Définition. Soit A une partie de R. On dit que A est dense dans R si et seulement si pour tout
z,y € Ravec z <y, il existe a € A tel que z < a < y.

Propriété. A est dense dans R si et seulement si, pour tout € R, il existe une suite (a,)nen

d’éléments de A telle que a,, — x.
n—-+oo

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Q et R\ Q sont denses dans R.
II faut savoir le démontrer.

Définition. Soit x € R. On appelle partie entiere de x le plus grand entier relatif inférieur ou égal a
x. Elle est notée |z]|. C’est 'unique entier n tel que n < z < n + 1.
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On appelle partie entiére supérieure de x le plus petit entier supérieur ou égal & x. Elle est notée [z].
C’est I'unique entier n tel quen — 1 <z < n.

e z? +y?
Une inégalité trés utile : Pour tout z,y € R, |ay| < —

A savoir établir.

2 Développement décimal
2.1 Développement décimal d’un entier naturel

Propriété. Si (x,) une suite strictement croissante d’entiers naturels, on montre par récurrence que
pour tout n € N, z,, > n.

Définition. Les chiffres en base 10 sont 0,1,...,9.

Théoréme. Pour tout n € N, il existe une unique suite presque nulle de chiffres

(ar)ren € {0,...,9} M telle que n = Z ap10".
keN

Remarque. On peut généraliser et développer en base a ot a est un entier supérieur ou égal a 2.

CNS de divisibilité : Soit n € N, dont le développement décimal est noté
n= Z a;10¥. On note s = Z ai la somme des chiffres de n.
keN keN
— n est divisible par 2 si et seulement si ag € {0, 2,4, 6, 8}.
— n est divisible par 5 si et seulement si ag € {0,5}.
— n est divisible par 10 si et seulement si ag = 0.
— n est divisible par 3 si et seulement si s =0 [3]
— n est divisible par 9 si et seulement si s =0 [9]
— n est divisible par 11 si et seulement si Z(—l)kak =0 [11].
keN

Il faut savoir le démontrer.

2.2 L’ensemble D des nombres décimaux

n
Définition. D = {W/n ceZetke N}. C’est une partie stricte de Q dont les éléments sont appelés

les nombres décimaux.

Propriété. Soit z € Q. x est un nombre décimal si et seulement si son écriture irréductible est de la

forme x = oupeZethkelN.

p
2h5k’
Remarque. (D, +, x) est un anneau.

Propriété. d € D si et seulement si il existe une famille presque nulle de chiffres indexée par Z,

(ap)rez € {0,..., 9% telle que d = Zaklok.
kEZ

2.3 Approximation d’un réel

Définition. Soit z,a € Ret e € R}.
— On dit que « est une valeur approchée de x & ¢ pres si et seulement si d(z, @) < e.
| On note alors = = a £ ¢.|
— On dit que « est une valeur approchée de x a ¢ pres par défaut si et seulement si a <z < a+e¢,
— On dit que « est une valeur approchée de x a € pres par exces si et seulement si a—e < z < a.
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[10Pz]
.aeD.
10»
Alors « est une valeur approchée de x par défaut a 10~P pres,

et a + 107P est une valeur approchée de = par exces a 1077 pres.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit x € R et p € N. Posons a =

Corollaire. D est dense dans R.

2.4 Développement d’un réel en base quelconque

Notation. On fixe un entier naturel a supérieur ou égal a 2.

Propriété. Soit (vy)n>1 une suite d’entiers telle que, pour tout n € N*, 0 < v, <a—1.
n

Pour tout n € N, posons z,, = E vra~F. La suite (x,) est croissante et majorée, donc elle converge
k=1

“+o0o
vers une limite x que l'on notera z = E vpa~". Dans ces conditions, on dit que (v,),>1 est un
n=1

développement de x en base a et on note x = 0,v103 -~ - UpUpnt1 - - -
De plus, z € [0,1] et [zt =1 <= (Vn € N*, v, =a—1)].
Il faut savoir le démontrer.

Notation. Posons V = {(vy)n>1/Vn € N* v, e NN[0,a[ et VN € N* 3In > N v, # a — 1}. Ainsi,
les éléments de V sont les suites de chiffres qui ne sont pas tous égaux a a — 1 a partir d'un certain
rang.

Théoréme. Tout réel de [0, 1] admet un unique développement en base a dans V.
Il faut savoir le démontrer.

Remarque. Soit € R;. On peut écrire = |z] + {z}, ot |z] € Net ot {z} =z — [z] € [0,1]
est la partie fractionnaire de z. On obtient le développement en base a du réel z en concaténant le
développement en base a de l'entier|x]| avec celui du réel {z} € [0, 1].

On terminera ce paragraphe a la rentrée avec :

Théoréme hors programme : caractérisation d’un rationnel. Soit x € [0, 1].

Notons x = 0,01 - - - v, - - - le développement en base a de z.

z est un rationnel si et seulement si son développement en base a est périodique a partir d’un certain
rang, c’est-a-dire si et seulement si il existe N € N* et p € N* tel que Vn > N, v, = Vpyp.

Il faut savoir le démontrer.

3 Applications
3.1 Généralités

Définition. Une fonction f de E dans F est un triplet f = (E, F,T'), oi E et F sont des ensembles
et ou I' est une relation binaire sur E x F telle que
Vee E, Vy,z€ F, (T y)A(zT z) = (y = z), c’est-a-dire telle que pour tout x € E, il existe au
plus un y € F en relation avec x. On note alors “y = f(z) ” au lieu de T y ou bien (x,y) € T.

— Le domaine de définition de f est {x € E/3y € F, z T y}. On le notera Dy.

— Une application de E dans F' est une fonction telle que Dy = F.

— FE s’appelle I'ensemble de départ de f et F' ’ensemble d’arrivée.

— T s’appelle le graphe de f. I' = {(z,y) € E x F/x T y} = {(z, f(z))/x € Dy}.

— Lorsque y = f(x),onx € Eety € F,

— on dit que y est I'image de x par f et
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— que x est un antécédent de y par f.

Propriété. Soit f une fonction de F vers F et soit g une fonction de E’ vers F’. Alors f = g si et
seulement si E = E', F = F', Dy = D, et pour tout « € Dy, f(z) = g(x).

Définition. Soit F et I deux ensembles. La famille (e;);c; d’éléments de E indexée par I est 'unique
application de I dans E dont le graphe est {(i,e;)/i € I}. Il s’agit d’une autre fagon de noter une
application, parfois mieux adaptée.

Définition. Une suite est une famille d’éléments indexée par N, ou éventuellement par
{neN/n>ng} (ouny € N).

Définition. Si E et F sont deux ensembles, le triplet (E, F, () est une fonction de E dans F, que
I’on appelle la fonction vide. Elle est définie sur ().

Le triplet (0, F,0) est une application & valeurs dans F, appelée application vide.

La famille (d’éléments de E) (e;);cg désigne l'application vide (0, E, ), que I'on appelle aussi la famille
vide d’éléments de F.

Notation. L’application identité sur E est définie par : Vo € E, Idg(x) = x.

Définition. Soit F un ensemble et A une partie de F. L’indicatrice de A dans E est l'unique
application, notée 14, de E dans {0,1} telle que 14(z) =1siz € Aet 14(z) =0siz € E\ A

Propriété. Soit E un ensemble et A et B deux parties de E. En définissant naturellement la somme,
la différence et le produit de deux applications de E dans R, on vérifie que : 1p\4 = 1 — 14,
1anp=1alpet lyup=1a4+1p—14.15.

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit f une application de E vers F'. On suppose que F' est muni d’une relation d’ordre <.
Soit A une partie de F. Les majorant, borne supérieure, minimum etc. de f sur A sont par définition
les majorant, borne supérieure, minimum etc. de f(A).

Définition. Soit I un ensemble quelconque et soit (f;);cr une famille d’éléments d’un ensemble F.
On suppose que F' est muni d’une relation d’ordre <. Les majorant, borne supérieure, minimum etc.
de (f;)ier sont par définition les majorant, borne supérieure, minimum etc. de {f;/i € I}.

Notation. On note F(E, F) ou bien F¥ I’ensemble des applications de E dans F.
FT est donc aussi ’ensemble des familles indexées par I d’éléments de I’ensemble F.

Définition. Soient E et F deux ensembles, E' une partie de E et F’ une partie de F.
— Soit f une application de E dans F. La restriction de f & E’ est I'unique application de E’
dans F telle que Vo € B/, flp (x) = f(x).
— Soit f une application de E’ dans F. On appelle prolongement de f sur E toute application g
de E dans F telle que g|p = f.
— Si pour tout © € E, f(x) € F’, la corestriction de f & F’ est 'unique application de E dans F’
telle que : pour tout = € E, f|F' (z) = f(x).
— Si, pour tout z € E', f(x) € F', f|k désigne 'application de E’ dans F”’ telle que, pour tout
z € B, (fl5)(x) = f(z).
Définition. Soit f une application d’un ensemble F dans lui-méme. Une partie A de E est stable
par f si et seulement si elle vérifie 'une des propriétés équivalentes suivantes :
— Ve e A, f(x) €A,
— f(4) 4,
— fI4 est définie.
Définition. Soit f une application de E dans F et g une application de F' dans G. La composée de
g et de f est Punique application g o f de F dans G définie par : Vo € E, (go f)(z) = g(f(x)).

Associativité de la composition : Soit f une application de E dans F', g une application de F
dans G et h une application de G dans H. Alors ho(go f) = (hog)o f. On peut donc noter hogo f
cette fonction.
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3.2 Applications croissantes et décroissantes

Définition. Soit f une application d’un ensemble ordonné (E, <) dans un ensemble ordonné (F, <,.).
— f est croissante si et seulement si [Va,y € E, = <,y = f(z) <, f(v)]
— f est strictement croissante si et seulement si Vo, y € F, = <,y = f(z) <, f(y).
— [ est décroissante si et seulement si elle est croissante de (F,<,) dans (F,>,).
— f est strictement décroissante si et seulement si Va,y € E, z <, y = f(z) >, f(y).
— f est monotone si et seulement si f est croissante ou décroissante.
— f est strictement monotone si et seulement si f est strictement croissante ou strictement
décroissante.

Propriété.

— La composée de deux applications croissantes est croissante.

— La composée de deux applications décroissantes est croissante.

— La composée d’une application croissante et d’une application décroissante est décroissante.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit f et g deux fonctions de R dans R.
— Si f et g sont croissantes, alors f + g est croissante.
— Si f et g sont décroissantes, alors f + g est décroissante.
— Si f est croissante, —f est décroissante.
— Si f et g sont & valeurs positives et croissantes (resp : décroissantes), alors fg est croissante
(resp : décroissante).
— Si f et g sont & valeurs strictement positives et sont strictement croissantes (resp : strictement
décroissantes), alors fg est strictement croissante (resp : strictement décroissante).
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit f et g deux applications d’un ensemble F dans un ensemble ordonné (F,<). On
écrit f < g si et seulement si , pour tout z € E, f(x) < g(z).
On définit ainsi une relation d’ordre sur F(E, F).

3.3 Images directes et réciproques

Définition. Soit f une application de E dans F.
— Si A est une partie de E, 'image directe de A par f est f(A) = {f(z)/x € A}.
Ainsi, Vy € F, y € f(A) <= [Fx € A, y = f(z)].
f(A) est I'ensemble des images par f des éléments de A.
— Si B est une partie de F', I'image réciproque de B par f est
~1(B) 2 {z € E/f(z) € B}. Ainsi,Va € E, z € f~(B) « f(z) € B.
f~1(B) est I'ensemble des antécédents par f des éléments de B.

Propriétés des images directes : Soit f une application de F dans F, (4;);cr une famille de parties
de E, A et A’ deux parties de E.
— ACA = f(A )Cf(A’).
—(Ua)=Ura
i€l el
— f (ﬂ A; ) m f(A;), mais 'inclusion réciproque est fausse en général.

i€l i€l
— f(E\ A) D f(E)\ f(A), mais l'inclusion réciproque est fausse en général.

Il faut savoir le démontrer.

Propriétés des images réciproques : Soit f une application de E dans F, (B;);c; une famille de
parties de F', B et B’ deux parties de F.
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— BC B = f1(B) c fYB).

—(Us)=Uro.

i€l i€l
— 1 (NB) =N
i€l iel

— [TMF\B)=E\ fT1(B).

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Avec les notations de la propriété précédente,
AC f7Hf(A)) et f(f~1(B)) C B, mais les inclusions réciproques peuvent étre fausses.
Il faut savoir le démontrer.

3.4 Injectivité et surjectivité

Définition. Soit f : E — F. f est injective si et seulement si Vz,y € E, [f(z) = f(y) = = =y,
c’est-a-dire si et seulement si, pour tout couple d’éléments distincts de F, leurs images sont différentes,
ou encore si et seulement si tout élément de F possede au plus un antécédent.

Définition. Soit f : E — F. f est surjective si et seulement si Vy € F, 3z € E, y = f(z),
c’est-a-dire si et seulement si f(E) = F, ou encore si et seulement si tout élément de F' possede au
moins un antécédent.

Définition. On dit que f est bijective si et seulement si f est injective et surjective, c’est-a-dire si
et seulement si tout élément de ’ensemble d’arrivée posseéde un unique antécédent dans ’ensemble de
départ.

Propriété. Soit f une application de E dans F. Sur E, on définit la relation binaire R par :
[+ E/R — [(E)

2Ry < f(x) = f(y). R est une relation d’équivalence. Alors 'application 7 — ()
est une bijection.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. La composée de deux injections est une injection.
La composée de deux surjections est une surjection.

La composée de deux bijections est une bijection.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.
Si g o f est injective, alors f est injective.
Si g o f est surjective, alors g est surjectif.

Définition et propriété :

o Soit f une bijection de E dans F. Pour tout y € F, notons f~!(y) I'unique antécédent de y par f.
Alors f~! est une bijection de F' dans E, appelée la bijection réciproque de f.

o On vérifie que fo f~! = Idp et f~1o f = Idg.

o Réciproquement, s’il existe une application g de F' dans E telle que fog = Idp et go f = Idg,
alors f et g sont des bijections et g = f~ 1.

o (fy Tt

Il faut savoir le démontrer.
Propriété. Sif : E— Fetg : F — G sont bijectives, alors (go f)"! = f~log™!.

Remarque. La notation f~!, pour une application f, est utilisée selon deux sens différents, qu’il est
important de bien distinguer :
— Lorsque f est une application quelconque de FE dans F', si B est une partie de F', alors

f7Y(B)={z € E/f(x) € B}.
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— Lorsque f est une bijection de E dans F, pour tout y € F, f~!(y) est 'unique antécédent de
y par f.

En particulier, dés que I'on utilise une expression de la forme f~1(y) ot y est un élément de 'ensemble
d’arrivée de f, on suppose nécessairement que f est une bijection.
Lorsque y € F, il importe de bien distinguer f~!(y) qui représente, pour une bijection f, 'unique
antécédent de y, et f~!({y}) qui représente, pour une application f quelconque, I’ensemble des
antécédents de y. Cet ensemble peut étre vide lorsque f n’est pas surjective, il peut contenir plus
de deux éléments lorsque f n’est pas injective.

Propriété. Si f est une bijection de E dans F, alors pour tout B C F, f(f~!(B)) = B et, pour tout
ACE, f7H(f(4) = A.

Propriété. (HP) Les applications injectives sont simplifiables a gauche et les applications surjectives
sont simplifiables & droite.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Si F # (), alors f : F — F est injective si et seulement si il existe g : F — F telle
que go f = Idg.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. f : E — F est surjective si et seulement si il existe g : F' — FE telle que fog = Idp.
Il faut savoir le démontrer.
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