DM 13. Corrigé

Probléme 1

1) Soit z,y € E. L’ordre étant total, z < y ou bien y <z, donc ~(z < y) <= = = ¥.
Ainsi, s Ty<= (z = y) N (z 3y) <= x=y.
Ainsi, lorsque l'ordre est total, la relation T est la relation d’égalité.

2)

2.a) Soit x € E. la propriété (z < x) est fausse, donc z T x. Ainsi, T est réflexive.
Soit z,y € E tels que x T y. Ainsi (—(x < y) A—(y < x)), donc (—=(y < 2) A =(z < y))
et y T x. Ainsi T' est symétrique.

2.b) 2 et 3 sont distincts et ne sont pas comparables pour la relation de divisibilité,
donc on a bien —((2]3) A (2 # 3)) A —((3]2) A (2 # 3)). Ainsi, 2 T' 3. De méme, on
montre que 3 T' 4. Si T était une relation d’équivalence, par transitivité, on pourrait
en déduire que 2 T' 4, ce qui est faux car (2|4) A (2 # 4). Ainsi, dans ce cas, T n’est
pas une relation d’équivalence.

3) Soit x,y € E. Supposons que z~ =y~ .
x g x,doncy ¢z, puis ~(y < z).
Par symétrie des roles joués par x et y, on a aussi —(x < y), donc z T y.

4) Soit z,y,z € E tels que « T y T z. Alors x= = y~ = 27, donc x~ = z~, donc
d’apres la question précédente, x T z. Ainsi T est transitive, donc d’apres la question
2.a, T est une relation d’équivalence.

5) On suppose que 7" est une relation d’équivalence.

Soit x,y € F tel que z T y. Ainsi, =(z < y) et =(y < x).

Soit z € z~ (ainsi z < x). On souhaite montrer que z € y~. Raisonnons par 1'absurde
en supposant que z ¢ y~.

Ainsi, =(z < y). De plus, si y < z, sachant que z < z, on en déduit que y < z, ce qui
est faux. Ainsi, =(y < z), donc y T z, or x T y et T est une relation d’équivalence,
donc par transitivité, z T z. En particulier, =(z < z), ce qui est faux.

Cette contradiction montre que z € y~, lorsque z € x~, donc z~ C y~.

De plus, on a aussi y Tz, donc en remplacant le couple (x,y) par le couple (y, x), on
déduit du point précédent que y~ C x~.

Ainsi, z7 =y~



Probléme 2

1.a) D’apres la propriété 1, ) € C, donc d’apres la propriété 2, Q = fec.
1.b) Soit A, B € C. D’apres le cours, ANB = AU B, donc AN B € C, d’apres les
propriétes 2 et 3.

2) Tout clan contient, d’apres la question 1.a, {0, Q}, or ce dernier ensemble vérifie les
propriétés 1, 2 et 3, donc c’est le plus petit clan sur 2.

Tout clan sur €2 est par définition inclus dans P(f2), or ce dernier ensemble vérifie les
propriétés 1, 2 et 3, donc c’est le plus grand clan sur €.

3) 1. ) =]0,0[, donc () est un intervalle. Ainsi, §) est bien un élément de Z.

3.51 A,B €7, Aet B sont deux réunions d’'un nombre fini d’intervalles, donc AU B
est aussi une réunion d’un nombre fini d’intervalles, donc AU B € 7.

2. Le complémentaire de l'intervalle Ja, +00[ est I'intervalle | — 0o, a], le complémentaire
de l'intervalle |a, b] (ot @ < b) est | —00, a]U]b, +00[. En examinant tous les cas possibles,
on vérifie que le complémentaire d’'un intervalle est toujours la réunion de 2 intervalles
éventuellement vides.

Soit A € Z. 1l existe un nombre fini d’intervalles Iy,..., I, tels que A = U I;. Alors

J=1
n

A-NT.

j=1
On vient de voir que, pour tout j € {1,...,n}, il existe deux intervalles K1, Ko tels
que I_] = Kj71 U Kj72.

Ainsi, Z = ﬂ(Kj,l U sz).
j=1
Par distributivité de I'intersection par rapport a la réunion, on en déduit que A est une
réunion finie d’intersections d’intervalles, donc d’apres I’énoncé, que c’est une réunion
finie d’intervalles. Démontrons précisément que A est une réunion d’un nombre fini
d’intervalles par récurrence sur n. On note R(n) 'assertion suivante :
n

pour toutes familles d’intervalles (K1)i1<j<n €t (Kj2)1<j<n, ﬂ(Kﬂ U Kj5) est une
j=1

réunion finie d’intervalles.

Pour n =1, R(1) est claire.

Pour n > 2, supposons R(n — 1) et démontrons R(n).

Soit (Kj1)1<j<n €t (K2)1<j<n deux familles de n intervalles de R.

Posons £ = m<KJ¥1 UKj,).

j=1
n—1

E=(K,1UK,2)N (ﬂ (K UKﬂ)) . Par hypothese de récurrence, il existe un nombre
j=1
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n—1 k
fini d’intervalles Iy, ..., I} tels que ﬂ (K1 UK 2) = U I,
h=1

j=1
k

donc E = (K, 1 UK, )N (U Ih>. D’apres la distributivité de I'intersection par rapport
h=1

k k
a la réunion, on a vu dans le cours que F = (Kn,l N <U Ih)) U (KM N (U Ih>>.

Toujours d’apres la distributivité de I'intersection par rap;port a la réunion,

E= (O(Kn,l N Ih)> U (O(ng N ]h)>.

D’apres 1'énoncé, l'intersection de 2 intervalles est toujours un intervalle, donc E est
bien une réunion d’un nombre fini d’intervalles. Ceci prouve R(n + 1).

D’apres le principe de récurrence, R(n) est vrai pour tout n € N*| ce qui résout cette
question.

4) 1. Avec I =), UE’ZQ, donc ) € C.
i€l

3. Soit A,B € C. Tl existe I,J C {1,...,n} tels que A = UEZ et B = UEZ Alors,

iel i€F
par associativité de la réunion, AU B = U E;. Donc AUB €C.
ielug
2. Soit A € C. Il existe I C {1,...,n} tel que A = UEI
icl
(Eq, ..., E,) étant une partition de €2,  est I'union disjointe suivante :
Q= (U El> L (U Ei>, ot I désigne le complémentaire de I dans {1,...,n}.
iel iel
En effet, si x € <UEZ> N (UE,), il existe i € I et j € I tels que = € E; NE; =10, ce
el iel

qui est impossible.
Ainsi, A = UEZ eC.
iel
5.a) On a bien sur (x € A) <= (z € A), donc pour tout = € Q, x R x, ce qui prouve
que R est réflexive.
Soit z,y € Q tels que z R y. Alors, pour tout A € C, (y € A) <= (x € A),doncy R =z,
ce qui prouve que R est symétrique.
Soit z,y,2z € Qtelsquex Ry R z. Pourtout A€ C, (x € A) <= (y € A) <= (2 € A),
donc d’apres le modus ponens, x R z.
Ceci prouve que R est transitive, donc R est une relation d’équivalence sur 2.
5.b) Soit A € C.
Pour tout y € A, y € y, donc y € U Z. Ainsi, A C U T.

€A €A
Soit € A. Soit y € 2. Alors x R y, or x € A, donc y € A.
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Ainsi, £ C A, puis U T C A
T€EA
On a ainsi prouvé que A = U T.
€A
5.c) Notons que Q € C et z € Q, donc Q € C,. Ainsi, C, n’est pas vide et 'intersection

ﬂ X est bien définie.

Soit y € Z. Soit X € C,. x Ry, donc pour tout A € C, (r € A) <= (y€ A),or X €C

et v € X, donc y € X.
Ainsi, y € ﬂ X, pour tout y € z, donc & C m X.
Xe Cp Xe Cy
Réciproquement, soit y € m X. Alors, pour tout X € Ctel quez € X, onay e X.

Xe€ Ca
Donc pour tout A € C, (z € A) = (y € A).

Soit A € C. C étant un clan, A € C, donc on a encore (v € A) = (y € A). La
contraposée de cette implication est également vraie, donc (y € A) = (x € A).
On a ainsi montré que, pour tout A € C, (v € A) <= (y € A), donc que = R y.
Ainsi, pour tout y € ﬂ X,y € 2. Ceci montre la seconde inclusion ﬂ X Cz,ce

Xe Cy Xe Cy
qui résout la question.

5.d) Soit x € Q. C, C C, donc C, est fini, or & = ﬂ X, donc z est une intersection

d’un nombre fini d’éléments de C. Or d’apres la question 1.b, une intersection de deux

éléments de C est un élément de C. Par récurrence, on montrerait qu'une intersection
de n éléments de C est un élément de C, pour tout n € N*, donc z € C.

C étant fini, ceci implique que R ne possede qu’un nombre fini de classes d’équivalence
notées F1, ..., E,. D’apres le cours, ces classes d’équivalence constituent une partition
de Q. Notons C’ le clan engendré par cette partition.

Les éléments de C' sont des réunions finies de classes d’équivalence, mais on a vu que
chaque classe d’équivalence est un élément de C, or C est un clan, donc d’apres la
propriété 3, tout élément de C’ est un élément de C.

La réciproque se déduit immédiatement de la question 5.b, donc C = C’ est bien un
clan engendré par une partition finie de 2.
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1 Coefficients optimaux de Bezout

1.1 Algorithme d’Euclide

1°) Par définition de la division euclidienne dans Z, tant que a; # 0, 0 < a;41 < a;.
Or l'ordre naturel sur les entiers est un bon ordre, donc il n’existe pas de suite infinie
d’entiers naturels strictement décroissante. Ainsi, il existe nécessairement N € N* tel
que ay4+1 = 0.

2°) o Lemme d’Euclide : Soient (a’,0') € N? avec b’ # 0. Notons ¢ et r les quotient
et reste de la division euclidienne de a’ par b'. Alors o’ A =V Ar.

En effet, a’ = b'q + r, donc si d est un diviseur commun de a’ et ¥/, alors d divise
a — b q = r et réciproquement, si d est un diviseur commun de b’ et r, alors d divise
bg+r =ad. Orle PGCD de d et b est d’apres le cours la borne inférieure pour la
relation d’ordre de divisibilité de ’ensemble des diviseurs positifs communs de a’ et ¥/,
donc c’est aussi le PGCD de ¥ et r.

¢ On notera a’ A b le PGCD de deux entiers relatifs a’ et b'.

On déduit du lemme d’Euclide que, pour tout i € N*, a;_1 A a; = a; A a;41, donc la
suite (a; A a;41)o<i<n est constante. En particulier, a A b = ay A an41. Or d’apres le
cours, ay Aapy41 est 'unique entier naturel n tel que nZ = ayZ+ay17Z. Ici anyq = 0,
donc nZ = anZ puis n = ay. En conclusion a A b = ay.

3°) Pouri € {0,..., N — 1}, notons R(i) l'assertion : a;a; + B;a;41 = a A'b. Montrons
R(7) pour tout i € {0,..., N — 1} par récurrence finie descendante.

Pour i = N — 1, ya; + Bia;41 = ay = aAb, dou R(N —1).

Pouri € {1,..., N—1}, supposons R(i). Ainsi, cya;+;a;41 = aAb, or a;_1 = a;q;+a;11,
donc a A b = «a;a; + Bi(a;—1 — a;q;) = Biai—1 + (o — Biq;)a;. Ainsi, en posant a;_1 = f3;
et fi—1 = o — Biq;, on obtient a A b = a;_1a;_1 + Bi_1a;, c’est-a-dire R(7).

D’apres le principe de récurrence,

pour tout pour tout ¢ € {0,..., N — 1}, oya; + Bia;s1 = a A b.

En particulier, pour i = 0, aga + Sob = a A b.

1.2 Application

4°) Lorsqu’on applique I'algorithme d’Euclide avec a = 67 et b = 35, les divisions
euclidiennes successives s’écrivent :

— 67 =35+ 32;

— 35=32+3;

— 32=3x10+2;

— 3=24+1;

— 2=2x1+40.
Ainsi, avec les notations de la premiere partie, N =5 et 67 A 35 = ay = 1, donc 67 et
35 sont premiers entre eux.
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De plus, le calcul des coefficients («;, 5;)o<i<s, d’apres la démonstration de la question
3, correspond a la succession suivante d’égalités :

1 =3-2
=3 — (32— 3 x 10)
= —32+11x3

= —-32+ 11 x (35 — 32)
=11 x35—-12 x 32
=11 x35—12 x (67 — 35)
= —12 X 67+ 23 x 35,
donc en posant a = —12 et § = 23, on obtient 67« + 358 = 1.

5°) Notons S le nombre de sushis. On sait que S = 21[35] et S = 4[67].

Posons S" = 21 x a X 6744 x 35. Ainsi, modulo 35, S" =21 x a x 67+213 x 35 = 21
et modulo 67, " =4 x a x 67+ 45 x 35 = 4.

Alors S — 5" € 35ZN6TZ = (35V 67)Z = (35 x 67)Z, car 35 et 67 sont premiers entre
eux. Ainsi, S = 5'[35 x 67], c’est-a-dire, avec I'aide de la calculatrice :

S = —13664 = 406(2345].

Donc S € [500,5000] N (406+2345Z) = {2751}. On en déduit que le client a commandé
exactement 2751 sushis.

1.3 Optimalité

6°) L’existence de ug, vy € Z tels que uga+uvgb = 1 résulte immédiatement de I'identité
de Bezout, ou bien de la question 3.

Soit u,v € Z. Notons (B) la condition : ua 4+ vb = 1.

En soustrayant la relation uga 4+ vob = 1, on obtient (B) <= (v — ug)a + (v —vy)b = 0.
Supposons que (B) est vérifiée. Alors (u — ug)a = b(vy — v), donc b | (u — ug)a, or
a/Ab=1, donc d’apres le théoreme de Gauss, b | (u —up). Ainsi, il existe k € Z tel que
u = ug + kb. Dans ces conditions,

(B) <= kab = b(vy — v) <= v = vy — ka, car b # 0.

Ainsi, (B) <= [3k € Z, u = up + kb et v = vy — ka]. En conclusion,

I’ensemble des couples (u,v) € Z? tels que ua+vb = 1 est {(ug+ kb, vo — ka) | k € Z}.
7°)

o Eristence : Ecrivons la division euclidienne de uq par b :

il existe r,q € Z tels que ug = gb+r avec 0 < r < b.

On a r = uy — gb, donc en posant s = vy + ga, on construit un couple (r, s) vérifiant
(B) avec 0 < r < b.

Sir et s étaient de méme signe, on aurait 1 = |ra + sb| = |r|a + |s|b (cas d’égalité de
I'inégalité triangulaire), or a > 2 et b > 2, donc r = s = 0, ce qui est faux. Ainsi s est
négatif.

De plus, (=$)b=ra —1 < ra < ba, donc 0 < —s < a.

Enfin, si r = 0, alors 1 = sb ce qui est impossible avec b > 2. Donc r # 0 et de méme,
s # 0. En conclusion, (r, s) vérifie ar +bs =1 avec 0 <r <bet —a < s < 0.
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Ceci prouve l'existence.

o Unicité : Supposons qu'’il existe (r',s") € Z? tel que ar’ +bs' =1 avec 0 <1’ < b et
—a < s <0.

En appliquant la question 6, dans laquelle on peut remplacer (ug, vg) par (r, s), il existe
k € Z tel que ' = r+kbet s = s—ka. En particulier, 7’ = r [b], or r,7’ € {1,...,b—1},
donc r = 7', Alors k = 0, donc ' = s.

Ceci prouve 'unicité.

¢ La seconde propriété d’existence-unicité se déduit de la premiere en échangeant les
roles joués par a et b.

8°) Nous reprenons les notations de la premiere partie. Notons S(i) I'assertion :

|| < aiy1, |Bi] < a;, a; a méme signe que (—1)V~% (au sens large) et 3; est de signe
Opposé.
Montrons S(i), pour tout ¢ € {0,..., N — 1}, par récurrence descendante finie.

¢ Lorsque i = N —1, ay.1 =0et By_1 = 1,0r 0 = ayy1 < ay < an_1, donc
any_1 < ay et By_1 < an_1. De plus, le signe de Sy_; est bien I'opposé de celui de
(=1)N-(V=D = 1 donc S(N — 1) est vérifiée.

o Soit i € {1,..., N — 1} tel que S(7).

On a a;_, = f3;, donc d’apres S(i), |a;_1| < a; et a;_1 a méme signe que (—1)V~0-1),
On a B;_1 = a; — B;q;, or «; et —[;q; sont de méme signe,

donc |Bi_1| = || + ¢|Bi] < aiy1 + qia; = a;—1 et Bi_1 a méme signe que «;, donc est
de signe opposé a 3; = a;_1.

On a bien prouvé S(i — 1).

o En particulier, S(0) prouve que |ag| < a; =b et || < ap = a.

Le méme argument qu’en question 7 montre que ag # 0 et 5y # 0. D’apres 'unicité de
la question 7, («, 5o) est donc I'un des couples (u, v) de la question précédente.

o Il s’agit du couple (u,v) tel que u > 0 si et seulement si oy > 0, donc si et seulement
si (=1) est positif. Ainsi, I’algorithme proposé en question 3 fournit des coefficients
(u,v) de Bezout optimaux, c’est-a-dire tels que |u| < b et |v] < a. De plus, il s’agit de
I'unique couple (u,v) avec u > 0 si et seulement si N est pair, o N est le nombre de
divisions euclidiennes réalisées par 1’algorithme d’Euclide.

1.4 Un second algorithme de calcul des coefficients de Bezout

9°) Pour tout ¢ € {0,..., N + 1}, notons R(i) 'assertion : w;a + v;b = a;.

o Pour i =0, upa+vob = a = ag et pour i = 1, uya+wv1b = b = ay, donc R(0) et R(1)
sont vrais.

o Soit i € {1,...,N}. On suppose R(i — 1) et R(1).

On a w;a + v;b = a; et w;_1a + v;_1b = a;_1, or a;11 = a;—1 — q;a;, donc

ait1 = (Ui—10 4+ v;210) — g;(u;a 4+ v;0) = (Uui—1 — qius)a + (Vie1 — qi0;)b = Uip1a + Vi1 b.
D'ott R(i + 1).

o D’apres le principe de récurrence double, pour tout ¢ € {0,..., N+1}, wa+v;b = a;.

10°) Soitie {1,...,N}.

LLG, MPSI 2, 2024/2025 7



Ui+1V; — UiVi41 = (Ui—l - Qiuz‘)vi - ui(vi—l - qm) = Uj—1v; — u;v;—1, donc la suite
(Jtiz1v; — uvi41|)o<i<n est constante, or son premier terme est égal a |ujvg —upvq| = 1,

donc, pour tout i € {0,..., N}, |uvi41 — uipqvy] = 1.

D’apres l'identité de Bezout, on en déduit que u; et v; sont premiers entre eux, mais
aussi que u;4q et v, 1 sont premiers entre eux, pour tout ¢ € {0,..., N}. Cela permet
de conclure.

11°)

o Pour tout ¢ € {0,..., N + 1}, notons R(i) I'assertion : au sens large, u; est du signe

de (—1)% et v; est du signe opposé.

Pour i =0 ou i =1, on a clairement R(0) et R(1).

Soit i € {1,..., N} tel que R(i) et R(i — 1).

Alors w1 = u;_1 — q;u; est la somme de deux quantités du signe de (—1)", donc w44
a méme signe que (—1)""1. De méme, on montre que v;,; est du signe opposé, ce qui
prouve R(i+ 1).

o Soiti € {l,...,N}:|uj1| = (=D = (=) g+ (= 1) usqs = |wi_y| + || -

A;—1 — Q41

De plus, a;11 < a;_1, donc ¢; = >0et ¢ €N, donc ¢; > 1.

Ainsi |Ui+1| Z |UZ'_1| + |U7,’ 2 |UZ|

En particulier, |uy| < Juyy1|. De méme, on montre que |vy| < vy

o On auyiia+ vypb = ayyg = 0, done unyq | vni1b, or uysig A vyyr = 1, done
d’aprés le théoreme de Gauss, uyyq | b, mais b # 0, donc |uny1| < b. De méme,
lon 1| < a.

o On en déduit que |uy| < b et |uy| < a. De plus, uya +vyb=ay = 1.

Si |un| € {0,b}, alors 1 = uya+wvyb = 0 [b], ce qui est faux, donc |uy| € {1,...,b—1}
et de méme, |vy| € {1,...,a — 1}. De plus, uy et vy sont de signes opposés.

D’apres I'unicité de la question 7, et d’apres la question 8, pour montrer que

(v, Bo) = (un,vw), il suffit d’établir que ag et uy ont le méme signe. C’est le cas, car
on a montré que g et uy ont tous les deux le méme signe que (—1)V.

En conclusion, a partir de I'algorithme d’Euclide, les questions 3 et 9 indiquent deux
algorithmes différents pour construire des coefficients de Bezout u, v tels que

ua + vb = 1. On a montré que ces deux algorithmes fournissent le méme couple de
coefficients de Bezout et que ce dernier satisfait la condition d’optimalité suivante :
lul < bet |v| < a.
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