DM 14. Corrigé

Exercice 1 :

1°)

o Soit n € N. Notons R(n) l'assertion suivante : pour tout x € R, f(nx) = nf(z).
Démontrons R(n) par récurrence.

Lorsque n =0 : f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), donc f(0) =0, ce qui prouve R(0).
Soit n > 0. Supposons R(n) et montrons R(n + 1). Soit = € R.

f((n+ Dz) = f(ne + x) = f(nz) + f(z), donc d’apres 'hypothese de récurrence,
f((n+1)x) =nf(z)+ f(z) = (n+1)f(z), ce qui prouve R(n + 1).

D’apres le principe de récurrence, pour tout (n,z) € N x R, f(nz) = nf(z).

o Pour tout x € R, f(z) + f(—x) = f(0) =0, donc f(—x) = —f(x).

Pour tout n € N, f(—nz) = —f(nz) = —nf(x),

donc pour tout n € Z et x € R, f(nx) =nf(x).

o SoithRetaEQ.Posonsa:Z—?avecpEZethN*.
q

¢f(az) = f(qaw) = f(px) = pf(x), donc flaw) = gx = af(x).

En particulier, avec x = 1, pour tout a € Q, f(a) = a.

o Soit x € R. Supposons que f(z) # x.

Si f(z) < z, il existe @ € Q tel que f(z) < a < x. Mais f étant croissante, on a
a = f(a) < f(x), ce qui est en contradiction avec f(x) < a.

On raisonne de méme si f(x) > z, donc f(z) = z.

2°) Soit x € R. Alors f(z) € R¥, donc on peut poser g(x) = In(f(x)).
g est croissante en tant que composée de fonctions croissantes, g(1) = In(e) = 1 et pour

tout 2,y € R, g(z +y) = In(f(z)f(y)) = g(x) + 9(y).
D’apres la premiere question, pour tout x € R g(x) = x, donc f(z) = €”.

3°) Soit € R. Alors e” € R, donc on peut poser f(x) = g(e”).

f est croissante en tant que composée de fonctions croissantes, f(1) = g(e) = 1 et, pour
tout z,y € R, f(z +y) = g(e"e¥) = f(z) + f(y), donc d’apres la premiere question,
pour tout € R, f(x) = «. Ainsi, pour tout z € RY, g(z) = f(lnz) =Inz.



Exercice 2 :

1°) a) Pour tout ¢ € [0,1], 0 < €' < e, donc par croissante de l'intégrale,

1
1_tn+1 1
OSanS/ e(l—t)”dt:e[—g] __° ]
0 n+1 0 n+1n-s+oo

D’apres le principe des gendarmes on en déduit que «, —+> 0.
n—-+0oo

b) Par intégration par parties, pour n > 1,

1 1
a, = [(1 — t)"et]o +/ n(l— t)"_letdt = —1+no,_.
0

n
On en déduit Doy = 1+ any — 1,d = Dy, — 1,
c¢) On en déduit que (n+1 ) +ans — 1, donc na n+1(n+ ) e

ce qui montre que a, ~ —.
n

. . : . : ~ 1
2°) a) Soit n € N. Notons R(n) l'assertion suivante : e = Z i + g
k=0
Pour n =0, ag = [¢']§ = e — 1, d’ott R(0).
1 Qpt1
Pour n > 0, supposons R(n). a,, = —— ,
- PP () n+1l n+1
n+1
donc e = Z k' Z X na:ri j» ce qui prouve R(n + 1).
Le prrncrpe de recurrence perrnet de conclure.
n!
b) Ainsi, u, = sin( k' + 7ran>

|
Pourk‘ﬁn—?,%zn(n—l)[(n—Z)---(l{:—i—l)]En(n—l)NCQN,carnoun—l

est pair. Ainsi, u,, = sin(7 + n7 + 7a,) = (—1)" " sin(7a,).
i n moy,

sin o o
D’autre part, —— — 1, donc par composition des limites, — 1.
X x—0 T, n—>+oo

)l
(1T

On en déduit que u,, ~

Probleme

Partie I : Généralités.

1°) Soitn € N. On poset = § —x :

I, = /0 %cos"(t)dt: / Ocosn(g—x)(—dx): /0 sin (x)dz.

2

VB

jus

2°) Io = /2 dt = g et I = /2 cos(t)dt = [sint)? = 1.
0 0
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™

2
3°) Dans [,;2 = / cos" tcost dt, on effectue une intégration par parties :
0

jus

jus 2
Iy = [sintcos™™ )¢ + (n+1) / sin?t cos™ t dt
0

= / — cos? t)cos™t dt
0
- ( ) (In — Iny2)

n—+1
d’ou 'on déduit 1,49 = 1,.
ou 'on dédui 19 s
4°)
2n — 1

o SineN* I, = I, _5, donc on montre par récurrence que pour tout n € N,

n

. [k - 12k
IQn:IOHZk—lzzkzl T (2n)!

n 2 (2nn1)2”
Toy 22
k=1

2n
2n+1

o Sin e N* Iy, = I5,_1, donc on montre par récurrence que pour tout

n

[Tk ,
2%k - 2mn!
k=1 [k) 2k +1)

k_

5°) a) Soit n € N. Pour tout ¢t € [0, 3], cos"t1t < cos™t, donc par croissance de
3 3

lintégrale, I,+1 = / cos" T (t)dt < / cos"(t)dt = I,,. Ainsi la suite des intégrales
0 0

de Wallis est décroissante.
b) Soit n € N. D’apres la question 4, I,, > 0 et [, < I,41 < I, donc

I I L N N I
nt = 2 ol o Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes, .
n+2 In In n N—too
+o0 1
Partie II : Calcul de ((2) = —-
n
n=1

6°) a) Pour tout ¢ €]0, 5], posons f(t) = I sin(t) — t.

f'(t) = Scost —1 puis f’(t) = —Fsint < 0. Ainsi f’ est décroissante entre 0 et 7.
Or f/(0) =5 —1>0et f'(3) = —1 < 0. Ainsi, il existe un unique a €]0, 5| tel que
f'(a) = 0. De plus, f'(z) est positif pour = € [0, a] et négatif pour x € [a, ].

De plus, f(0) = f(5) = 0, donc le tableau de Varlatlons de f (a faire) montre que f

est positive sur [0, 7]. Ainsi, pour tout t €]0, 7], t < — 5 T sint.
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b) Soit n € N. Par croissance de I'intégrale,

bl 3 72 2 r3
Iy = / t*cos™t dt < / T sin®teos®™t dt = / (1 — cos?t) cos®™ t dt.
0 o 4 4 Jo

AiHSi, 0 S Jn S ﬂ—z([gn - Ign+2>.

c) Ainsi, en divisant par I, > 0, d’apres la question 3,

2
Ogﬁgw_(l_%z—i-l
I, 4

7°) a) Dans I,, on effectue deux intégrations par parties successives :

ST 2) —+> 0. Le principe des gendarmes permet de conclure.
n n—-+0oo

jus

s 2
L, = [tcos®™t]¢ + 2n/ tsint cos®™ 't dt
0

s 2n—1
= Qn/ tsintcos™ "t dt
0
t? 2n—1 1% : 2 2 2 2n—2
= 2n[—=sintcos™ "]} —n/ t* [cos™ t — (2n — 1) sin® t cos™ 2 t] dt
2 0

= —nJ,+n2n—-1) /2 t2(1 — cos® t) cos®™ 2t dt
0
= —nJ,+n2n—1)J,_1 —n(2n—1)J,

d’ou
Ly =n(2n — 1)J,_1 — 20°J,
Jn_]_ Jn Jn—l Jn 1 2

b _n o el (2 — D)y — 202,) = —.

L P Sl A T S T A O e

3 3
c) Jo= # = 2—4 et Iy = g Par télescopage,
&— Jkl—£)—<ﬁ—ﬁ> orﬁ—>0don0&—>ﬂ—2ce ui
2 - 1 [2]672 ]2k N [0 IQn ’ [2n n—+00 ’ 2 n—+oo 12, 4
=1 2

démont — =—.

émontre que ; poial

+oo
Partie IIT : Calcul de I'intégrale de Gauss / e du et de L(n+ 3).
0

8°) a) Pour tout a €] — 1,400, posons f(a) =a —In(1 + a).
a

t dérivable et f'(a) = 1 — =
f est dérivable et f’(a) 72" 11a

décroissante a gauche de 0 et croissante a droite. Ceci prouve que, pour tout
a€]—1,+00[, f(a) > f(0) =0, donc In(1 +a) < a.
b) Soit n € N*. Soit u € [0, /n].

. Ainsi, f'(a) est du signe de a : f est
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2 2 2 2
o Lorsque u # /n, _u_ > —1, donc ln<1 - u_) < —u—, puis nln(l - u_) < —u?
n

n n
2
u n
L’exponentielle étant croissante, on en déduit que < — —) <e
n
u?\ " 2
Lorsque u = y/n, on a encore (1——) =0<e™.
n

2 2 2 2. _n
o De plus, 1n<1 + u_) < u—, donc —nln(l + u_> > —u?, puis e < <1 + u_) :
n n n n

U,2

vn n
9°) Soit n € N*. Dans 'intégrale / (1 — —) du, posons u = y/nsint, ce qui est
0 n

possible car 'application ¢t — /nsint est de classe C'. Ainsi,

! /ﬁ(1 uz)nd ! /g(l in ¢)"/n cost dt = I
— _ — U = ——= — Sin T COS = n+1-
v Jo n v Jo o

10°) Posons u = y/ntant, ce qui est possible car 'application ¢ — /ntant est de
classe C*. Ainsi,
vr u?y ¥ 2 2 T o
/ (1 + —> du = / (1+ tan®t)""v/n(1 + tan®t) dt = \/ﬁ/ cos™" "t dt.
0 n 0 0
n
11°) a) Pour tout n € N*, [,,,, = ——1,_1, donc
) 2) A

(n+1) 1,11, = (n—i—l)]n_l%ln = nl,I, 1. Ainsi, lasuite (nl, I, 1),>1 est constante,
o >

égale a son premier terme [1/y = 7.

. 7
b) Or Lna — 1, donc nl, I,y ~ nI?. Ceci prouve que nI?> — —, or I,, > 0, donc
n n——+oo n—-+oo 2

vnl, — U

n—-4o0o 2

12°) Soit n € N*. D’apres la question 8.b et la croissance de 'intégrale,
\/ﬁ U2 n \/ﬁ 2 \/ﬁ u2 —-n
/ (1 — —) du < / e " du < / (1 + —> du. Alors, d’apres les questions 9
0 0 0

n

/o
et 10, v/nlopy < / 0 qu < \/_/ cos?" 2t dt < \/_/ cos?" 2t dt = /nly_s.
Or \/ﬁ[2n+1 = \/ 2n + 12n+1 —> 7

et /nly, o = 2\/ — 215, —> 7 X f donc d’apres le principe des
on — n—+4oo

vn
gendarmes, / e du — g
0

n—-4o00

De plus, la fonction u — e est positive, donc 'application z — / e du est

0
croissante. D’apres le théoréme de la limite monotone, il existe L € RU{+o0} telle que

T—-+00 n—-+o0o

@ vn
/ e du —s L. Alors, par composition des limites, / 0y — L, donc par
0 0
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X
7r
. Ceci prouve que / e du — % On peut donc
0

T—r+00

unicité de la limite, L =

g\%

|

+o0 5
écrire que / e du=
0

A A —t
e
13°) a) Soit &, 4 € R tels que 0 < & < A. Avec z = 3, / e " dt = / 7 dt.
15 €
ce qui est possible, car I'application u — u? est de classe C'. Ainsi,
2

VA —u VA
/ — dt = / 2u du = 2/ e du = 2(F(VA) — F(\/2)), olt F est une
NG

NG u

Posons t = u?,

—u2

prlmltlve del’ apphcation continue u — e~% . F est de classe C*!, donc elle est continue

en 0. Ainsi, / — dt J 2F(VA) - F(0) = 2/\/26_“2 du.

Ainsi, d’apres la questlon precédente, F(%) est bien définie
“+o0o

et I'(3) = / e du = /7.
0
b) Soit n € N. Notons R(n) I’assertion suivante :

['(n+ 1) est défini et I'(n+ 1) = %

Montrons R(n) par récurrence.

Pour n = 0, R(0) résulte de la question précédente.
Pour n > 0, supposons R(n) et démontrons R(n + 1).

Soit £, A € R tels que 0 < € < A. Par intégration par parties,

4 t 1+1)-1 4 t L t 174 4 t 1 1.
/ et nHHa)- dt:/ e 't"E dt = [—e* t"*ﬁ] +/ e (n+§)t”+r dt.
€ € € €

. tmad
Faisons d’abord tendre € vers 0 : —e t{""2 — 0,
t—

A A
1
donc / eI gy e AT 4 i [/ e~'(n+ §)t"+%_1 dt|. Or d’apres
3 3

e—0 e—0

la propriété des croissances comparées, e AAM: P 0, donc d’apres I'hypothese
—>+00

de récurrence, on peut faire tendre A vers +oo. Ainsi, I'(n + 5) est bien défini et
3 1,1 2n+1 2n+4+2 ()7  (2n+2)\/7
r —) = —)I'(=) = X X =
(n+3) =+ 300G = 5= X502 X @~ R )
ce qui prouve R(n + 1).

Partie IV : Formule de Stirling

14°) Soit n € N. D’apres la question 4,

Iy, 2n)! ©  (2n+1)! (2n)\22n+ 17
s = 2%(”!)25 X 22 ()2 = ((n')2> i o donc d’apres la question 5.b,
cette quantité tend vers 1 lorsque n tend vers +oo, ainsi que sa racine carrée. Ainsi,
2n)! /2 11 1 2 1 2 1
(2n)! [2n + n+ \/_donc\/_<n) .

(n!)? 2 2% nrtee i 220 (n1)2 ntoo /T
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15°) a) Soit n € N*. Pour tout = € [—1,1], (n+ 1) — 2% > (3)2 — (3)* > 0, donc
I’ mtegrale de I’énoncé est bien définie. De plus

/2 x? i :/éx —(n+3)*+(n+1)? i
1 (n+3)? —a? _1 (n+ 1) — a2

1
2

n+s
1 r 13
:—1+[(n+§)argth —1—1]—;
T 1.1
1 1 n+l 2
s PRI
H+gs = 1
n+j .
1.1 +1 —— —1
:—1+(n+—)—ln[2"1+1 x 2t ]
272 %n-}—l_l 2n+1+1
1 +1
:—1—|—(n—|——)ln[2n+1 i }
9 _ 1
| +12n+1
n
-1 |
+(n+2)n "

D’autre part, )
1 [(n + 1)t plen ]
=In

Unt1 = Un (n+ 1)lent! 8 nts
1 1)n+s
=In- +1n(w>
e n"t2
1 n+1
=1 —)1 )
+ (n+ 2) n—
o 2 z?
Alinsi, on a prouvé que U, 1 — U, = / — A,
1 (n+3)?—2?
b) Soit n € N*. Pour tout z € [—1,1], (n+2)* —2? > (n+ 1)* — 1 = n(n+ 1), donc
2 22 da 1 a3 1 1 y\/1 1
0 < Upy1 —up < = —} =|—-— ><—><2><—)7
_in(n+1) nm+1)L31-4 n n+1/\3 23
1 /1 1
done 0 < iy =t < 75 (= = ——=).
ORET = b =l = n+ 1
n—1
16°) Soit n € N*. Par télescopage, u,, = uj + (ugs1 — uy), donc d’apres la question
k=1
n—1
1 1 1 1 1 1
15.b, u, < uy + EZ<E — k—+1) u + E(l — ﬁ) <wu+ T3 Ainsi, la suite (u,,)

est majorée, or elle est croissante, car u,1 —u, > 0, donc elle converge vers une limite

AeR

| o7
17°) On pose p=e*>0; n._el =e " — p,donc (1) : n!~ pe ™ /nn™.

nt3 n—+00
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2n)! —2n\/2n(2n)*" 2 2 1 .
On en déduit que @( n)2 ~ @ w HE Sy 5 +1) = L—, donc — = —, puis
227 (n!) 22n pre=2np2n ] 1 T

= +/2m. Alors la relation (1) devient n! ~ v/2mne="n".
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