Feuille d’exercices 6.
Corrigé des exercices 10 a 13.

Exercice 6.10 :

1°) Par la formule du binéme de Newton, (3 + 2v/2)" = (Z) 37k (2v/2)F,
0

donc en séparant les indices pairs et impairs,
15) 125+]

(34 2V2)" = Z <2T;€) gn-2kgh 4 Z (2]{71 1) 3n=2%=18k9\/2. En effet, pour tout
k=0

k=0
EeEN0<2k+1<n<=0<k<[®]ct0<2k<n<=0<k<|2]
3]
Ainsi, on a bien (3 + 2v/2)" = a,, + b,V/2, en posant a,, = Z (;{) gn—2kgk

k=0
125+]

et b, =2 Z (2/{:7:— 1) 3n—2k-1gk De plus, a, et b, sont bien des entiers naturels.
k=0

2°) (3+42v2)(3 —2v2) =98 =1, donc (3 +2v2)"(3 —2v2)" = 1" = 1, or un
calcul analogue & celui de la premitre question montre que (3 — 2v/2)" = a,, — b,V/2,
donc (an,b,) € H, sil'on note H = {(z,y) € N> / 22 — 2> = 1}.

Soit n,p € N tels que n # p. Supposons que (ay, b,) = (a,, by).

Alors a,, + b,v/2 = ap + bp\/i, donc (3 + 2\/5)" =3+ 2\/5)”, donc n = p.

On en déduit que {(an,b,) / n € N} est un partie infinie de H, ce qui conclut.

Exercice 6.11 :

Pour tout k& € N*, on sait que [VE] < VE < [Vk]| + 1, donc vk — |Vk| < 1. Ainsi
E est une partie non vide de R majorée par 1, donc d’apres la propriété de la borne
supérieure, F admet un sup et sup(E) < 1.

Pour tout n € N*, posons a,, = vVn2 —1— [v/n2—1] : a, € E.

Soit n € N*. n? — 1 < n? donc vn? — 1 < n puis [vVn?2—1| <n.
Deplus,n—1<vn? —1 <= n?—-2n+1 < n?—1 <= n > 1. Cette derniere propriété
est vraie, donc n — 1 < v/n? — 1, puis |vVn? —1] >n—1.

Ainsi, [vVn?2—1|=n—-1leta,=vn?—1—n+1.

A Daide de la quantité conjuguée, on obtient

(Vn?2—=1—n)(vn?—1+n) 1

=1 — 1.

ViZ—1+n V2 — 14 nnotoo
1

op, =1+




Or, pour tout n € N*, o, < sup(F), donc en faisant tendre n vers +oo, 1 < sup(FE).
En conclusion, on a montré que sup(E) = 1.

Exercice 6.12 :
¢ Commencons par montrer que la propriété devient fausse avec une famille infinie
d’intervalles. En effet, si 'on pose pour tout n € Z, I, = [n,n+ 1], alors U I, =R est
nez
un intervalle, mais, quel que soit k € Z, J = U [n,n + 1] = R\]k, k + 1] n’est pas
nez\{k}
un intervalle, car ce n’est pas convexe : en effet, k € J, k+1 € J, mais [k, k+ 1] Z J.

o Lorsque n = 1, la propriété a démontrer est vraie car I \ I; = () est un intervalle.
Pour la suite, on suppose donc que n > 2.

Les deux méthodes proposées sont tres proches, il s’agit plutot de 2 fagons de présenter
la méme démontration.

o Premiére méthode :
La propriété a démontrer ainsi que les hypotheses ne dépendent pas de 'ordre de la
famille (I;)1<j<n, donc on peut la réordonner en imposant que la suite (inf(I;))1<j<n
soit croissante dans R.
Lorsque inf(I;) = inf(ls), si de plus inf(l;) € I; U I, quitte a échanger I; et Iy, on
supposera de plus que inf(/;) € I;. On notera (x) cette hypothese.
Si I, C Iy, alors I} = I; U I3, donc U I = U I; est un intervalle, ce qu’il fallait
jEN\2}  jeN,
démontrer.
Pour la suite, on suppose donc que I, n’est pas inclus dans [;. Ceci implique que
sup(/1) < sup(ly), car sinon, on aurait inf(/;) < inf(ly) et sup(l2) < sup(ly), donc si
inf(I;) < inf(ly), alors Iy C I, ce qui est faux, et si inf(l;) = inf(ly), alors d’apres
I'hypothese (), on a encore I C I.
Posons J = U I; et montrons que J est convexe : soit a,b € J avec a < b. Soit
2<j<n
x €la, b[. Il suffit de montrer que = € J.
Notons également [ = U I;. J CI,donca,be I,or I est un intervalle, donc z € 1.
1<j<n
Supposons que x € I;. Ainsi, z < sup(I;) < sup(/).
De plus a > inf(J) = 21%121 inf(/;) = inf(1y), or = > a, donc inf(lz) < z < sup(ly).

Ceci implique que z € I, car sinon, on aurait = sup(ly) et sup(ls) ¢ Io, mais x € I
et sup(/;) < sup(Iy), donc sup(l;) = sup(lz) = x. On aurait donc inf(l;) < inf(ly),
sup(l;) = sup(l2) et sup(ly) ¢ Iy. On en déduit alors que Iy C I, en utilisant a
nouveau (x) lorsque inf(l;) = inf(ly). Or Iy ¢ 1.

Ainsi, on a montré que x € I = x € I5. Or x € I, donc x € J ou x € I;. Dans tous
les cas, x € J, ce qui acheve la preuve.

o Deuxieme méthode :
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L’ensemble {inf(/;) / j € N, } est une partie finie non vide de R, qui est totalement

ordonné, donc (exercice classique ou résultat considéré comme inclus dans le cours),

cet ensemble admet un maximum, que ’on notera inf(7).

Dans le cas ou il existe j € N,, tel que inf(1;) = inf(1,) et inf(1;) ¢ I;, on remplace ¢

par j, de sorte que inf([,) ¢ I,. On notera (x) cette hypothese.

Posons J = U I; et montrons que J est convexe. Soit donc a,b € J avec a < b.
JENR\{£}

Il s’agit de montrer que = € J.

Notons également [ = U I;. J CI,donca,be I,or I est un intervalle, donc = € 1.

1<j<n
Six ¢ I, alorsx €I\ I, CJ,doncx € J.
Supposons que x € Ij.

n > 2, donc il existe a € N, \ {¢} tel que sup({,) = max sup(l;).
JEN\{£}

Alors < a < sup(1,). De plus, z € I,

donc z > inf(ly) > inf(/,) (par construction de /).

Si x > inf(I,), alors z € I, donc x € J.

Il reste a traiter le cas ou x € I, et ou « = inf(/,). Dans ce cas,

inf(l;) < x = inf({,) (car x € I;), mais par construction de ¢, inf(I,) > inf(l,), donc
inf(1,) = inf(l,) = = < sup(1,).

Six ¢ 1, alors inf(1,) ¢ I,, donc d’apres 'hypothese (x), © = inf(l,) ¢ I, ce qui est
faux. Ainsi, méme dans ce dernier cas, x € I,.

Dans tous les cas, on a donc montré que x € J.

Exercice 6.13 :

On présente les deux méthodes usuelles : montrer que tout x € R, est limite d'une
suite d’éléments de B, ou bien montrer que pour tout =,y € R, avec x < y, il existe
b € B tel que x < b < y. Pour cet exercice, la premiere méthode est plus simple.

Premiere méthode : A n’est pas majorée, donc pour tout n € N, il existe a, € A tel

que a, > n. En particulier, a, — —+o0.
n—-+00

Qp

(a

Soit x € R,. L’idée est d’écrire que x = , donc lorsque “* est grand, x vaut a peu

S

)

5]

L%

a a
Plus précisément, si x = 0, alors 2 5 0et pour tout n € N*, 2 eB.
n

pres qui est dans B.

n n——4oo

Supposons maintenant que x > 0. Posons N = |z]. Pour tout n > N, a, > n > =z,

a a
donc L—nJ > 1. On peut donc poser b,, = ﬁ b, € B.

Xz an

x
. t—1 |t] . o

Pour tout ¢ € RY, on a ; < e < 1, donc d’apres le principe des gendarmes,
| t] y, .. .. o (%)
-— — 1.0Or — — +o00, donc par composition des limites, b, = z X ——= — .
t to+4oo T n—+oo L?"J n—-+00
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Seconde méthode : 11 suffit de montrer que, pour tout x,y € R% avec x < y, il existe
b€ Btel que x < b < y. En effet, dans ce cas, si z € R, il existe b € B tel que
5 < h <z, donc tel que 0 < b < z, ce qui prouve que, pour tout z,y € R avec x <y,
il existe b € B tel que x < b < y.

Soit x,y € R avec x < y.

Jb € Bnjz,y| <= 3 eRy, IneN*, be tAN]z,y|

<= da€c A, Ine N nxr<a<ny.
De plus, pour tout n € N, (n+ 1)z < ny <= n(y —z) >z <= n >

, donc si
y—x
x

I’'on pose ng = L J + 1, pour tout n > ng, (n+ 1)z < ny.

-
A n’est pas maj(;yrée, donc il existe a € A tel que a > ngx.

Il existe un unique entier n tel que n < & < n + 1. Alors nx < a < (n+ 1)x. Cette
derniere inégalité impose n > ng (sinon, n < ny donc n + 1 < ny,

puis (n+ 1)z < ngx < a), donc on a nz < a < (n+1)xr < ny,

puis z < £ <y avec £ € B.
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