DS 3 : un corrigé

Le bareme comporte un total de 81 points.

Probléme 1 : Eléments sup-irréductibles
et parties sup-génératrices (sur 43 points)

Partie I : Eléments sup-irréductibles (sur 30 points)

1°) (sur 3 points) < Soit M un majorant de U A;.
iel
Soit j € I : A; est inclus dans U A;, donc M majore A;, or sup(A;) est le plus petit des
iel
majorants de A;, donc M > sup(A;). Ainsi M est un majorant de {sup(4;) /i € I}.
Réciproquement, soit M un majorant de {sup(4;) /i € I}.
Soit x € UAZ" Il existe ¢ € I tel que = € A;.
iel
On a alors : x <sup(4;) < M. Ainsi, M est bien un majorant de U A,.
iel
Les ensembles U A; et {sup(4;) /i € I} ont donc les mémes majorants.
iel
©  Supposons que U A; possede une borne supérieure, notée s. Alors s est le minimum
iel
de ’ensemble des majorants de U A;, donc d’apres le point précédent, ¢’est le minimum
iel
de I’ensemble des majorants de {sup(A;) /¢ € I'}. Ainsi, {sup(A4;) / ¢ € I} possede une
borne supérieure égale a s. La réciproque est analogue, donc la question est prouvée.

2°)  (sur 2 points) Soit z € R. On sait que = sup(] — oo, z[) : en effet, x majore
| —oo,z] et si y € — oo, x| alors il existe z € R tel que y < z < x, donc y ne
majore pas | — oo, z[. Ainsi, z est bien le plus petit des majorants de | — 0o, z[. Donc
x = sup(] — oo, z[), cependant = ¢| — oo, x|, donc = n’est pas sup-irréductible. On a
montré qu’aucun réel n’est sup-irréductible.



3°) (sur 4 points) Soit n € N.

o Supposons d’abord que n = 1. Pour tout £ € N, 1 | k, donc 1 = min(N).

Posons X = (). L’ensemble des majorants de X est N, donc 1 = sup(X), mais 1 ¢ X.
Ceci prouve que 1 n’est pas sup-irréductible.

o Supposons que n = 0. Pour tout k € N, k | 0 car 0 =0 x k, donc 0 = max(N).

Soit k € N*. Si k41 divise k, alors il existe h € N tel que k = h(k+1). Nécessairement,
h # 0, donc, pour 'ordre naturel de N, k > k+ 1, ce qui est faux. Ainsi, k£ n’est pas un
majorant de N*. L’ensemble des majorants de N* est donc égal a {0}. Alors 0 = sup(N*)
mais 0 ¢ N*, donc 0 n’est pas sup-irréductible.

¢ On peut maintenant supposer que n € N\ {0, 1}.

Supposons d’abord que n est une puissance d’un nombre premier : il existe p € P et
k € N* tel que n = p*.

Soit X C N telle X possede un sup avec n = sup(X).

Soit x € X. z divise n = p*, donc il existe h € {0,...,k} tel que x = ph.
Siné¢ X, alors X C {p" / he{0,...,k—1}} et p*! majore X. Cest faux car p*~!
divise p* et p¥~! #£ p¥, donc n ne serait pas le plus petit majorant de X. Ainsi, n € X,
pour toute partie X telle que n = sup(X); n est sup-irréductible.

© Supposons enfin que n n’est pas une puissance d’'un nombre premier. Sa décomposition

primaire est alors de la forme n = H p;*, ouk > 2 py,...,pr sont des nombres pre-
1<i<k
miers deux a deux distincts et ou vy, ..., v, sont des entiers non nuls.
Posons a = pi* et b = H p;’. Notons X = {a,b}.
2<i<k

Clairement, n majore X.

Soit ¢ un majorant de X. Alors a et b divisent ¢, or a et b sont premiers entre eux,
donc n = ab divise ¢. n est donc le plus petit des majorants de X. Alors n = sup(X),
mais n ¢ X, donc n n’est pas sup-irréductible.

En conclusion, les sup-irréductibles de N pour la relation de divisibilité sont les puis-
sances des nombres premiers, différentes de 1.

4°)  (sur 3 points) Notons A={a € E / a < x}.

y est un élément maximal de A si et seulement siy € A et si, pour tout z € A, =(y < 2),
donc si et seulement siy < zetsi{z € A/ y < z} est vide, c’est-a-dire si et seulement
si y € E~x, ce qui conclut.

5°) (sur 3 points) Soit X une partie non vide de E.

Supposons que X ne possede aucun élément maximal.

X est non vide, donc il existe zy € X.

2o n'est pas maximal dans X, donc il existe x; € X tel que zy < x;.

Supposons construits xg, ..., z, € X tels que 2o < --- < x,, oun > 1.

T, n'est pas maximal dans X, donc il existe z, 11 € X tel que z, < x,,41.

Par récurrence, on a ainsi construit une suite (x,),eny d’élements de X telle que, pour
tout n € N, z, < xp11.



Soit p,q € N tels que p < ¢. Alors par transitivité de <, z, < z,. Si z, = x4, alors
Ty < Tpp1 < T4 = xp, donc x, = x,41 ce qui est faux. Ainsi, x, # z,. Ceci prouve que
I'application p — x,, est une injection de N dans £. C’est impossible car E est un
ensemble fini. Ainsi, X possede nécessairement au moins un élément maximal.

6°) (sur 2 points) Supposons que E~x est non vide. Il existe y € E~x. Alors y < z,
donc x n’est pas minimal dans F.

Réciproquement, supposons que z n’est pas minimal dans E.

Posons X = {a € E /Ja < z}. Alors X est non vide, donc d’apres la question précédente,
X posseéde un élément maximal, puis d’apres la question 4, E~x # ().

7°) (sur 2 points) Soit x € E. Soit y,z € E~x avec y # z. Supposons que y et z sont
comparables. Sans perte de généralité, on peut supposer que y < z. Alors y < z < «x,
donc {a € E / y < a < x} est non vide, ce qui est faux car y € E~x.

Ainsi, y et z ne sont pas comparables.

8°) (sur 2 points) ¢ Par définition de E~xz, x est un majorant de E~z, or s est le
plus petit des majorants, donc x > s.

De plus, si ¢ = s = sup(E~x), x étant sup-irréductible, x € E~z, donc = < x, ce qui
est faux. Ainsi, s < x.

o Soit y € E~x. s majore E~x, donc y < s. Supposons que y # s. Alors y < s < z,
donc {a € E / y < a < z} est non vide, ce qui est faux car y € E~z. Ainsi, y = s.
Ceci montre que E~z C {s}, or E~x est non vide, donc E~x est bien un singleton.

9°) (sur 3 points) Notons K ={a € F / z <a < z}. z € K, donc K est non vide.
D’apres la question 5, K possede au moins un élément maximal, que I'on notera b.
Soit ¢ € F tel que ¢ < x. Supposons que ¢ > b. Ainsi, 2 < b<c<x,doncc e K, orb
est maximal dans K, donc ¢ = b. Ceci prouve que b est maximal dans {a € F / a < z}.
D’apres la question 4, b € E~x, donc b = y.

Ceci prouve que y € K donc z < y.

10°) (sur 2 points) ¢ Notons M l’ensemble des majorants de E~xz. On sait que x € M.
Supposons que x n’est pas minimal dans M. Alors il existe y € M tel que y < .

Soit z € E~x. Alors z <y < z,or {a € E / z < a < z} est vide, donc z = y. Ainsi,
E~z C {y}, ce qui est faux car £~z possede au moins deux éléments. On a montré
que x est minimal dans M.

o Par hypothese, E~x ne possede pas de borne supérieure,

donc x n’est pas le minimum de M.

Ainsi, il existe y € M tel que =(z < y). Or =(y < x) car = est minimal dans M, donc
x et y ne sont pas comparables et y est un majorant de £~ x.

11°) (sur 4 points)

e Supposons d’abord qu’aucune de ces trois conditions n’est vérifiée.

Si E posséde un minimum avec z = min(FE), alors x = sup(()) (en effet, I’'ensemble
des majorants de () est E dont le minimum est x), mais z ¢ (), donc x n’est pas
sup-irréductible.



Sinon, d’apres la question 6, £~ x possede au moins 2 éléments et il possede une borne
supérieure. D’apres la question 8, si x était sup-irréductible, '~z serait un singleton.
Ainsi, x n’est pas sup-irréductible.

e Réciproquement, vérifions que si I'une de ces 3 conditions est vérifiée, alors x est
sup-irréductible.

o Supposons d’abord que x est minimal dans E sans étre le minimum de E.

Soit X C FE telle que X possede un sup avec x = sup(X).

X # 0 (sinon, x = sup()) = min(F) ce qui est faux), donc il existe y € X. Alors y < x,
mais x est minimal, donc x =y € X. Ceci prouve que x est sup-irréductible.

o Supposons que E~x est un singleton égal a {y}.

Soit X C E telle que X possede un sup avec z = sup(X).

Supposons que z ¢ X. Alors pour tout z € X, z < x. Alors d’apres la question 9, pour
tout z € X, z < y. Ainsi, y majore X, mais y € E~x, donc y < x. y est un majorant
de X strictement inférieur a x = sup(X). C’est impossible, donc = € X. Ainsi, z est
sup-irréductible.

¢ On suppose enfin que E~x possede au moins deux éléments et que EF~x ne possede
pas de borne supérieure.

Soit X C E telle que X possede un sup avec z = sup(X). Supposons que x ¢ X.
D’apres la question 10, il existe un majorant y de £~z non comparable avec x.

Soit z € X. Alors z < x. Posons K = {a € £/ z < a < z}. Le raisonnement de la
question 9 montre a nouveau qu’il existe un élément maximal dans K noté b et que
b€ E~x. Or y majore E~x, donc y > b, mais b € K, donc b > z. Ainsi, y > z. Ceci
prouve que y est un majorant de X. Or x = sup X, donc z < y, ce qui est faux car x
et y ne sont pas comparables. Ceci démontre que x est sup-irréductible.

Partie II : Parties sup-génératrices (sur 13 points)

12°) (sur 2 points) Soit x € E. Posons

K={keN/3uz,...,xpeE, Yie{l,....,k—1}, z; <z, et x = z}.

K est une partie de N, non vide car 1 € K (en prenant x; = ) et K est majorée par
le cardinal de F, donc K possede un maximum. On pose h(z) = max(K).

13°) (sur 2 points)

Par hypothese, il existe X C E tel que X posseéde un sup avec z = sup(X) et = ¢ X.
Soit y € X. Posons k = h(y). Alors il existe yi,...,yx € E tel que

y1 < -+ < yp = y. D’apres les hypotheses, on a 1y < -+ < yp = y < =z, donc
h(z) > k+ 1. Ainsi, h(z) > h(y), ce qu’il fallait démontrer.

14°) (sur 5 points) Soit n € N. Notons R(n) I’assertion suivante : pour tout z € E
tel que h(z) = n, il existe X C S(E) tel que X possede un sup et = sup(X).
Initialisation : Soit x € E tel que h(z) = 1. Alors x est minimal (sinon il existerait
x9 € E tel que x5 < x, donc h(z) > 2).



Si E admet un minimum avec z = min(E), alors on a déja vu que z = sup(f) et

on a bien que ) C S(FE). Sinon, d’apres le premier cas de la question 11, x est sup-

irréductible, donc z € S(F). On a alors x = sup({z}) et {z} C S(E).

Ainsi, on a montré R(1).

Hérédité : on suppose que n > 2 et que, pour tout k € {1,...,n — 1}, R(k) est vraie.

Soit x € E tel que h(z) = n.

Si x est sup-irréductible, alors on a encore x = sup({z}) et {z} C S(E).

Supposons maintenant que x n’est pas sup-irréductible. D’apres la question précédente,

il existe X C E tel que z = sup(X) et tel que, pour tout y € X, h(y) < h(z) = n.

D’apres 'hypothese de récurrence, pour tout y € X, il existe X,, C S(E) tel que X,

possede une borne supérieure avec y = sup(X,).

Ainsi, X = {sup(X,) /vy € X}. D’apres la premiere question, U X, possede une borne

yeX

supérieure et x = sup ( U Xy), or pour tout y € X, X, C S(£), donc U X, C S(E).
yeX yeX

Dans tous les cas, on a montré qu'il existe A C S(F) tel que z = sup(A).

Ceci prouve R(n).

D’apres le principe de récurrence forte, pour tout n € N*, R(n) est vraie, donc S(F)

est sup-génératrice.

15°) (sur 2 points) Par définition de S,(F), = majore S,(FE).

D’apres la question précédente, il existe X C S(F) tel que

X admet un sup et x = sup(X).

Pour tout z € X, z <z, donc X C S,(F).

Soit y un majorant de S,(E). Alors y majore X, donc y > x.

Ainsi, = est le plus petit des majorants de S,(FE), donc S,(F) possede un sup et
z = sup(Sz(E)).

16°) (sur 2 points) Soit G une partie sup-génératrice de E. Soit x € S(E). Il existe
X C G tel que X possede un sup avec z = sup(X). Mais x est sup-irréductible, donc
x € X. Ainsi, z € G. On a bien montré que S(F) C G.

Réciproquement, Supposons que S(E) C G. Soit z € E. On a vu que x = sup(S,(F)),
or S,(F) C G, donc G est sup-génératrice.



Probleme 2 : Le postulat de Bertrand (sur 38 points)

Partie I : majoration du produit des premiers nombres premiers
(sur 10 points)

1°) (sur 2 points) Soit n € Net k € {0,...,n}. Alors

(Z) :mn—lk)' ° (ﬂk) - <n—k>!<nni ORI (Z) - (nﬁk>

2°) (sur 2 points) Selon la formule du binome de Newton,

2m+1
22m+1 — (1 + 1>2m+1 — Z <2mk+ 1)7
k=0

donc 4™ x 2 — 221 > (2m+1) N (2m+1),
m m+1

: 2m + 1 _ 2m + 1 _ 2m +1 Cdonc 4™ x 2 > 2 2m +1 ce
m 2m+1)—m m+1 m+1

qu’il fallait démontrer.

3°) (sur 2 points) Soit m € N*. Soit p € P tel que m+ 1 < p < 2m + 1.

Ak (2m +1)! | (Qm +1
— Y = M.

Alors p divise H k = CESI 41 ), or p est premier avec m!, donc
m !

k=m+2
2m +1
m+ 1

m—+1 < p < 2m+1, donc d’apres le cours d’arithmétique, H p divise le coefficient

d’apres le théoreme de Gauss, p divise ( >, pour tout p € P tel que

p€EP
m+1<p<2m+1

. <2m + 1)
binomial )
m—+1
4°)  (sur 4 points) Soit n € N*. Notons R(n) la propriété H p <4
pePy
Pour n =1, H p =1, car c’est un produit vide, d’ou R(1).
pEPy
Pour n = 2, H p=2<16 =4 donc R(2) est vraie.
P,
Supposons qfle n > 2 et que, pour tout k € {1,...,n}, R(k) est vrai.
Sin + 1 est pair, n + 1 étant différent de 2, il n’est pas premier,
donc H p = Hp§4"§4"“.

PEPL 11 pEP,
Supposons maintenant que n + 1 est impair. n + 1 > 3, donc il existe m > 1 tel que

ntt=2m+tAlos [T o =( [[e)x( II »)

PEPn 41 pePN[0,m+1] pePN[m+2,2m+1]
m>1,doncm+1<2m =n.



Ainsi, d’apres I'hypothese de récurrence, H p < 4mth
peEPN[0,m+1]
De plus, d’apres la question 3, il existe k € Z tel que H p=k (
pEPN[m~+2,2m+1]

H p et <2m + 1) sont dans N*, donc k£ € N*. On en déduit que

m—+1
peEPN[m~+2,2m+1]

2m +1 s o\ . m
H p < < S ), puis d’apres la premiere question, que H p < 4™
pEPN[mM+2,2m+1] pEPN[mM+2,2m+1]

2m—|—1)
, Or
m-+1

Ainsi, en combinant ces différentes inégalités, on obtient H p < AMFLsgm = gntl

PEPR 41
ce qui démontre R(n + 1).

Le principe de récurrence forte permet de conclure.

Partie II : une formule de Legendre (sur 7 points)

5°)  (sur 2 points)
Soit k € N. n et p sont strictement positifs et p > 2, donc In(p) > 0. Ainsi,

1 1
n < p* < In(n) < kln(p) < Sy AP {HJ < k, donc si 'on pose
Inp Inp
Inn , &
m= L—J, on a montré que {k € N / n < p*} = [m + 1, +00[NN.
np

1
Ainsi, {k € N / n < p*} possede bien un minimum, il est égal & Ln—nJ +1
np

6°) (sur 3 points) Pour tout k& € N, notons Uy 'ensemble des entiers compris entre
1 et n qui sont multiples de p*.

Soit k € N. Soit a € N,,. Alors v,(a) = k si et seulement si a est un multiple de p* sans
étre un multiple de p**1, donc Qp = Uy \ Up11. Or Upy1 C Uy, done |Q| = |Uk| — [Up1]-
D’autre part, U, = {bp* /b€ Net 1 <bp* <n} et, pour tout b € N,

1§bpk§n<:>1§b§%<:>1§b§L%J,donc|Uk|:{%J.
p p p

. n n
En conclusion, || = L?J — {pkHJ'

On remarquera que, d’apres la question précédente, en posant ky =

tout k > ko, € est vide.

Inn
L—J + 1, pour
Inp

7°) (sur 2 points) © Soit a,b € N*. Montrons que v,(ab) = v,(a) + v,(b).
En effet, ab = ( H q”‘I(“)) X ( H q”‘I(b)> , tous ces produits étant constitués d’un nombre
q€P q€P

fini de facteurs différents de 1, donc ab = Hq”q(a)+vq(b) et on conclut en utilisant

q€eP
I'unicité de la décomposition de ab en produit de nombres premiers.



n

o Ornl= H k, donc v,(n!) = va(k:).

1<k<n k=1

De plus la famille (€2;)o<p<k,—1 forme une partition de {1,...,n},
ko—1 ko—1

donc v,(n!) Z Z vy (k Z h|Q4).
h=0 keQ, h=0

o D’apres kla 9uesti0n précédente, on obtient :
o
wnl) = kg; (k2] - #[5))
ko—1
_Z( L J k_l_l)kaHJ)jLZLp:HJ
k=0

=0—-0+ Z { k+1J par téléscopage)
k>0

-3 |4

k>1

2
Partie III : diviseurs premiers de < :) (sur 9 points)

8°) (sur 2 points) p divise (n!)a, = (2n)(2n —1)---(n + 1), or p est premier, donc
p divise I'un des facteurs n + 1, n + 2,. .., 2n. Ceci implique que p < 2n.

De plus, on a supposé qu’il n’existe aucun nombre premier entre n + 1 et 2n, donc
p<n.

2n 2n
9°) (sur 3 points) Supposons que p > 5 Ainsi, T <p<n.

4dn
Alors n < 5 < 2p < 2n et 2n < 3p, donc les seuls multiples de p entre 1 et 2n sont p

et 2p, avec 2p > n. On en déduit que v,((2n)!) = 2 et vy(n!) = 1.
Or (2n)! = a,(n!)?, donc v,((2n)!) = vy(a,) +2v,(n!). Ainsi vy(a,) = 0, ce qui est faux

.. y ) , 2n
car p divise a,. Ainsi, on a bien montré que p < R

10°) (sur 2 points) ¢ On vient de voir que v,(a,) = v,((2n)!) — 2v,(n!), or d’apres

In(2n)
) . 2n n

donc on a bien v,(a,) ; qka Q{ka )

o Soit # € R. Montrons que |2z] — 2|z] € {0,1}.

En effet, 22 — 1 < [22] <2z et 2(z — 1) < 2|z| < 2z,

donc (2z — 1) — 2z < |2z — 2|z] <2z —2(x — 1), puis —1 < |2z — 2|z] < 2, ce qui

conclut car [2z] —2|x| € N.



2
o Ainsi, pour tout k € {1,..., Llnlf;)J}a L—ZJ - QL%J € {0,1},
p p

Lln(2n)J

Inp

donc v,(a,) < Z 1= {%J

11°) (sur 2 points) ¢ On suppose que p > /2n.

In(2 In(2 In(2
Alors n(2n) 1n( n) = 2, donc vy(a,) < LMJ <1
Inp 5 In(2n) Inp
In(2
o Up(an) < ri( n)7 done pfup(an) — evp(an)lnp < 6ln(2n) = n.
np

Partie IV : démonstration du postulat de Bertrand (sur 12
points)

12°)  (sur 3 points) D’apres la question 9, a, = H p(@)  puis d’apres la
pePN[2,22]
question précédente, a,, < H prrian) H p, or toujours d’apres la question

pEPN[2,V/2n)] pEPN]V 2n,27"]
précédente,

H porlan) < H (2n) < (277,)‘/%_1, car le cardinal de P N [2,v/2n] est
pePN[2,v/2n] pePN[2,v/2n]
inférieur & v/2n — 1.
De plus, d’apres la question 4, H p < H p < 4% < 4%
pEPN]V2n, 3] PEP 20

On en déduit que a, < (2n)m_1427n.
13°) (sur 1 point) Soit k € {0,...,2n — 1}.

2n
k41 (2n)! E'2n —k)!  2n—k
11 = =
On calele =70 ErDln—k—D! " (2n) k+1
k
2n 2n 2n — k
donc (k+1>2(k)(:> E 1 >l<«—=2Mm—k>k+1<=2k<2n-—1.

. 2 2 . . 2
Ainsi, (k J?:l) > ( kn) <= k < n—1. Ceci démontre que la suite ( ( kn) )0<k<2n
est croissante lorsque k varie de 0 a n, puis est décroissante lorsque k varie de n a 2n.

En particulier, cette suite atteint son maximum lorsque k£ = n,

donc pour tout k € {1,...,2n}, a, > <2/<7;I)



14°) (sur 2 points) D’apres la formule du binéme de Newton,

2n 2n—1
2 2
=11 =) (,?) =2+ (,?) <2+ (2n — 1)ay,
k=0 k=1

d’apres la question précédente. Or
@2n)@2n—-1)---(n+1) 2(2n—1)(2n—2)---(n+1) _ <2n—1>

n = n! (n—1)!

n
donc 2 — a,, < 0 puis 4" < 2na,,, ce qui montre que a, > o
n

15°)  (sur 2 points)
4n n n
En combinant les questions 12 et 14, on obtient que 7 < (2n)m’14%, donc 43
n

IN

(2n)V2", puis en passant au logarithme, gln4 < Vv2nln(2n).
In(v2n) _ 1ln4 In2
> — = .
on T 2 6 6

En divisant par 2n > 0, on obtient

16°) (sur 4 points)
In2 _ In(32)

<= 32In2 > 61n(2°) <= 32 > 6 x 5. La derniére propriété est vraie,

Inz
o Pour tout z €]e, +00|, posons f(z) = ——. f est dérivable et, pour tout x €]e, +00|,
x

l—Inz
fl(x) = < 0, donc f est strictement décroissante.
x

V2n >e<=n> % <= n >4 (d’apres 'énoncé). Or on a supposé qu’aucun nombre
premier n’existe entre n+41 et 2n, donc n ¢ {1,2,3}. Ainsi, n > 4, donc v/2n €e, +00|
In(v2n) _ In(32)
>
Von T 32
On en déduit que n < %(32)2 = 512.
o Il reste a vérifier a la main ou avec un ordinateur, que pour tout entier k£ com-
pris entre 4 et 512, on peut toujours trouver un nombre premier entre k + 1 et 2k.
C’est contraire a ’hypothese portant sur n en début de partie III. On obtient une
contradiction, donc il existe donc bien un nombre premier compris entre n + 1 et 2n.

et 32 €]e, +ool. Or et f est strictement décroissante, donc v/2n < 32.
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