MPSI 2

Programme des colles de mathématiques.

Semaine 7 . du lundi 18 novembre au vendredi 22.

Liste des questions de cours

1°) Si A et B sont deux parties d'un ensemble F, exprimer en justifiant les fonctions indicatrices de
E\ A, AN B et AU B en fonction des fonctions indicatrices de A et B.

2°) Montrer que f(ﬂ Ai) C ﬂ f(A;), mais que I'inclusion réciproque peut étre fausse.
i€l iel
3°) Enoncer et démontrer une propriété concernant 'image réciproque d’une réunion.

4°) Quelles relations d’inclusion a-t-on entre A et f(f~1(A)) et entre B et f~1(f(B))? Démontrez-le.
Que se passe-t-il lorsque f est injective (respectivement : surjective) ?

5°) Pour une application f : E — F quelconque, montrer que l'application fo E/R — f(E)

est une bijection, pour une relation d’équivalence R bien choisie.
6°) Montrer que g o f injective = f injective et g o f surjective = g surjective.

7°) Montrer que les applications injectives sont simplifiables & gauche et que les applications surjec-
tives sont simplifiables a droite.

8°) Si E # 0, montrer que f : E — F est injective si et seulement si il existe g : F — F telle
que go f = Idg.
Montrer que f : E — F' est surjective si et seulement si il existe g : F' — E telle que fog = Idp.

9°) Dans un monoide, si x est inversible & gauche et a droite, montrer qu’il posseéde un unique inverse.
Si x et y sont inversibles, donner en justifiant I'inverse de zy.

Les themes de la semaine

1 Les réels

En révision.

2 Applications

2.1 Généralités

Définition d’une application de F¥ dans F', d’une famille d’éléments de F indexée par I.

Exemples : la fonction vide, 'application identité, 'indicatrice d’une partie d’un ensemble.
Indicatrice du complémentaire, d’une intersection, d’une réunion.
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Majorant, minimum, borne supérieure etc. d’une fonction ou d’une famille.
Restriction et corestriction d’une application.
Composée d’applications. Associativité de la composition.

Applications croissantes, décroissantes, monotones.
Propriétés des applications monotones vis a vis de la composition, ’addition, le produit.

2.2 Images directes et réciproques
Définition des images directes et réciproques d’une partie par une application.

Propriétés des images directes et réciproques vis a vis de la réunion, 'intersection et le complémentaire.

2.3 Injectivité et surjectivité

Injections, surjections, bijections.

Sif :E—)Falors?: E/]; : ;Ef))

E définie par xRy < f(x) = f(y).

est une bijection, ou R est la relation d’équivalence sur

Une composée d’injections (resp : surjections, bijections) est une injection (resp : surjection, bijection).
g o f injective = f injective et g o f surjective = g surjective.

Bijection réciproque d’une bijection f.
Si f et g sont bijectives, (go f)~t= f"tog™h

Si f est bijective, alors f(f~1(B)) = B et f~1(f(A)) = A.

Propriété. (HP) Les applications injectives sont simplifiables a gauche et les applications surjectives
sont simplifiables & droite.

Propriété. (HP) Si E # (), alors f : E — F est injective si et seulement si il existe g : F — E
telle que go f = Idg.

Propriété. (HP) f : E — F est surjective si et seulement si il existe g : F — E telle que
fog=Idp.

3 Lois internes

Lorsque A est une loi interne sur F, on dit que (E,A) est un magma.

Magma associatif, magma unitaire.
Un monoide est un magma associatif et unitaire.

Elément d’un monoide inversible a gauche ou a droite, unicité de l'inverse.
Un groupe est un monoide dans lequel tout élément est inversible.
Définition d’un anneau.

Attention : On a seulement donné les définitions d’un groupe et d’un anneau, mais nous
n’avons pas encore vu les notions de sous-groupes, idéaux, morphismes, Z/nZ etc.

Prévisions pour la semaine prochaine :

Dénombrement et sommes finies, ensembles dénombrables.




