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Les complexes 1 Construction de C

Les nombres complexes apparaissent pour la premiere fois dans des écrits mathématiques
au 16ieme siecle, pour la résolution d’équations polynomiales de degré 2, 3, ou 4 (Car-
dan, Bombelli). Ils sont alors seulement considérés comme des intermédiaires pour les
calculs, dénués de toute signification et sont appelés des nombres sophistiqués ou im-
possibles. Ce n’est qu’apres le milieu du 19ieme siecle que les nombres (enfin appelés)
complexes (par Gauss) seront acceptés comme des entités mathématiques bien réelles.
Il aura fallu pour cela la mise en place d’une version géométrique qui relie les complexes
avec le plan (18iéme siecle), mais aussi d’une version algébrique qui assimile C avec R?
muni d’une addition et d’un produit convenables (Hamilton au 19ieme siecle).

De plus, les complexes se sont imposés par 'étendue de leurs applications, tant en
mathématiques (théoreme fondamental de I'algebre : tout polynoéme non constant a
coefficients réels possede au moins une racine complexe, étude des fonctions via ’analyse
complexe etc.) qu’en physique (optique géométrique, électricité, séries de Fourier pour
la résolution de I'équation de la chaleur).

Aujourd’hui, les complexes ont la méme “banalité” que les réels en mathématiques et
la physique quantique est fondée sur le corps des complexes (les probabilités émergent
en tant que module au carré de certains complexes).

1 Construction de C

Nous suivons ’approche de Hamilton :

Posons C 2 R2,

o On peut vérifier que R? dispose d'une structure de groupe additif commutatif, en

convenant que, pour tout a,b,c,d € R, (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d). L’élément neutre

est Oc = (0,0) et P'opposé de (a,b) est (—a, —b).

¢ On définit maintenant sur C un produit en convenant que, pour tout a,b,c,d € R,

(a,b) X (¢,d) = (ac — bd, ad + be).

On vérifie que ce produit est une loi interne, commutative, associative, distributive par

rapport a I’addition, et admettant pour élément neutre 1¢ = (1,0). Ainsi, (C, 4, x) est

un anneau commutatif.

o De plus, si (a,b) # Oc, on vérifie que

(a,b) x <a2 j_ 2 o +bb2> =1¢c = <a2 j_ 2o +bb2) X (a,b), donc C est un anneau

commutatif, non réduit a {Oc}, dont tout élément non nul est inversible : ¢’est un corps.

fr R — C
—  (a,0)

que, f(1g) = 1c et pour tout z,y € R, f(z +y) = f(z) + f(y) et f(zy) = f(z)fy).

On utilise cette application pour identifier R et {(a,0)/a € R}, en convenant que, pour

tout a € R, a = (a,0).

o Soit z € C. 1l existe a,b € R tels que z = (a,b). On peut vérifier que

z = (a,0) + (0,b) = (a,0) + [(b,0) x (0,1)], donc grace a l'identification précédente,

z=a+bx(0,1).

¢ L’application est un morphisme injectif de corps, c’est-a-dire
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Les complexes 2 Le plan complexe

On pose i = (0,1). Ainsi,
VzeC, Jla,beR, z=a+1ib.

On dit que a est la partie réelle de z, elle est notée a = Re(z).

On dit que b est la partie imaginaire de z, elle est notée b = Im(z).

L’écriture du complexe z sous la forme z = Re(z)+ilm(z) s’appelle I'écriture algébrique
de z.

¢ Ainsi, C est un corps, dont R est un sous-corps et dont les lois sont définies par

(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d)
(a+1ib) x (c+1id) = (ac—bd)+i(ad+ bec)

Va,b,c,d € R, {

La derniere égalité se déduit des régles usuelles de calcul dans un anneau commutatif :
(a+1ib) X (c+id) = ac+i(bc+ad)+bdi* et du fait que 7> = (0,1) x (0,1) = —(1,0) = —1.
a—1b
Remarque. Siz € C, I'écriture z = a + ib avec a,b € C n’est bien sur pas unique. Il
n’y a unicité que si 'on impose a,b € R.

Siz #0, I'inverse de z = a + ib est

Remarque. On a perdu la structure de corps totalement ordonné, caractéristique
de R. En effet, supposons qu’il existe un ordre < sur C pour lequel C est un corps
ordonné, c’est-a-dire tel que, Va,y,z € C, [z <y]| = [z + 2 <y + 7]

et [0<z]A[0<y]=1[0<uayl.

Soit z € C. Si z > 0, alors 22 > 0 d’apres la régle des signes. Sinon, l'ordre étant total,
z < 0, donc d’apres la compatibilité avec I'addition, z + (—z) < —z. Ainsi, —z > 0,
puis (—2)% > 0.

Ainsi, pour tout z € C, 22 > 0.

En particulier —1 = i? > 0, donc 0 = 1 + (—1) > 1. Mais on a aussi 1 = 12 > 0, donc
1 =0, ce qui est faux.

Définition. Un complexe est un imaginaire pur si et seulement si il est de la forme
1b avec b € R, c’est-a-dire si et seulement si sa partie réelle est nulle.

Propriété. Deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle
et méme partie imaginaire.

Propriété. Comme dans tout anneau, Oc est absorbant, c¢’est-a-dire que, pour tout
z€C,0x2z=0.

Propriété. Comme pour tout corps, C est integre, ¢’est-a-dire que, pour tout z, 2’ € C,
si zz/ =0, alors z =0 ou 2’ = 0.

Propriété. |— = —i|
i

Linéarité des parties réelle et imaginaire : Pour tout z,2’ € C et a € R,
Re(az + 2') = aRe(z) + Re(Z') et Im(az + 2’) = alm(z) + Im(2').
Démonstration.

Exercice. O
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Les complexes 3 La conjugaison

2 Le plan complexe

Définition. On considere un plan P affine euclidien orienté, rapporté a un repere
orthonormé direct R = (0,7, ).

Soit (z,y) € R?. On peut alors définir le complexe z = x + iy et le point M de P dont
les coordonnées dans le repere R sont (z,y).

On dit que z est I'affixe du point M et que M est I'image du complexe z.

Si I'on note M(z) l'image du complexe z, 'application z — M(z) est une bijection
de C dans P qui permet parfois d’identifier C avec P (muni de son repeére R).

On dit aussi que z est I'affixe du vecteur W et que W est le vecteur image de z.
Si 'on note u(z) le vecteur image de z, 'application z — u(z) est une bijection de C
dans ’ensemble des vecteurs de P.

Pour ces raisons, C est souvent appelé le plan complexe.

Interprétation géométrique de ’addition entre complexes :

Soit z, 2 € C. Avec les notations précédentes, notons u et @, les vecteurs images de
z et 2. Alors le vecteur @ + @, a pour affixe z + 2.

Ainsi, si 'on identifie C avec 'ensemble des vecteurs de P, I'addition entre complexes
correspond a l’addition entre vecteurs du plan.

Si I'on visualise les deux complexes z et 2z’ par deux points M, et M, du plan P, le
complexe z + 2’ est donc le point qui complete O, M., M., en un parallélogramme.

Interprétation géométrique de la différence de deux complexes :

Avec les mémes notations, 2’ — z est laffixe du vecteur M (z)M(2').

Interprétation géométrique du produit d’un complexe par un réel :

Soit z € C et @ € R. Alors az est laffixe du vecteur aOM (z).

Ainsi, az est aussi l'affixe de l'image de M (z) par I'homothétie de centre O et de
rapport a.

Remarque. On rappelle que '’homothétie de centre €2 et de rapport A € R est la
— P

P
M — Q+)\W'

transformation suivante du plan :

3 La conjugaison

Grace a la théorie des polyndmes (a venir), on peut également construire C en partant
d’une racine “formelle” du polynéme X2+ 1, ce qui correspond d’ailleurs & la définition
historique des complexes dégagée au 16ieme siecle. De ce point de vue, les deux racines ¢
et —i du polynome X2+1 jouent des roles symétriques. C’est pourquoi le fait d’échanger
7 en —i est une opération fondamentale dans C.

Définition. Soit z,y € R. Le conjugué du complexe z est le complexe z 20— 1.

Géométriquement, Z est le symétrique de z selon 'axe Ox des réels.

Exemple. 1+i=1—1.
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Les complexes 4 Le module

Propriété. e R<=z2=Zet z€c iR<= 72 = —2.

24z z2—7Z

Propriété. Pour tout z € C, Re(z) = et Im(z) = 5
i

Propriété. La conjugaison est un isomorphisme involutif de corps sur C.
.. — - = — = [(Z z
Ainsi, pour tout 2,2’ € C,Z =2, 2+ 2 =Z+ 2 et 22/ =Z x 2/, (—/) ==
z Z
Démonstration.
On vérifie ces formules en posant z = a +ib et 2’ = o’ + b’ avec a,b,a’,b' € R.
N - . — = — 1
Pour la derniere formule, on peut écrire que si 22’ = 1, alors Zz/ =1 =1, donc 2/ = —,
- Z
! 1 : 1 1
or 2/ = . Ceci prouve que (—) =-.0
z Z
Corollaire. Pour tout n € Z et z € C*, 2" = z".
Exercice. Déterminer les complexes z tels que - est réel.
z2—1
Solution : Premiére méthode : Par le calcul. Soit z € C\ {i}.
z z z _ . . —
- € R «— - = —— &= zZ 41z = 2Z —1Z <= z = —2Z, donc les
Z—1 2 —1 Z41

complexes solutions sont les imaginaires purs différents de i.
Deuxieme méthode : Géométriquement, en identifiant C avec le plan usuel.
Soit z € C\ {i}.

. - -
ER«—=INER, z=ANz—1i) <= INeR, Oz= )iz,

z—1
. . — = o, .
€ R si et seulement si les vecteurs Oz et iz sont colinéaires, c¢’est-a-

donc

z—1
dire si et seulement si les points 0,4, z sont alignés, ce qui donne bien le méme

ensemble de solutions.

4 Le module

L’interprétation géométrique est complétée par le fait que la distance entre deux points
se traduit bien au niveau des complexes, grace a la notion de module.

Définition. Soit z,y € R. Le module du complexe z = = + iy est |z| 2 Va2 + g2

Remarque. Avec les notations précédentes, lorsque y =0, z = x € Ret |z| = Va2 est
la valeur absolue de x. Ainsi, 'application module, de C dans R, est un prolongement
de la valeur absolue, ce qui justifie 'emploi de la méme notation.

Interprétation géométrique : Soit z € C. Alors, avec les notations précédentes,
|z| désigne la distance du point M(z) & l'origine, ainsi que la norme du vecteur u(z).

Propriété. Soit z, 2’ € C dont les images sont notées M (z) et M (z'). Alors la distance
entre M(z) et M(2') est égale a |z — 2/|.
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Les complexes 4 Le module

Démonstration.

#'—z est Daffixe du vecteur M (2)M (2}, donc |z—2/| = | M (z)M (]| = d(M(2), M(2")).
m

Propriété. Vz € C, |z|*> = 2z (donc |z| = V22).

Démonstration.

Si z =a+ibavec a,b € R, alors 2Z = (a +ib)(a — ib) = a® — (ib)*> = a* + V*. O

1 z z
Propriété. Pour tout z € C*, - = — = —.
z 2z |z)?
1 1—1
Exemple. —— = Z.
1+ 2
Propriété. Pour tout z,z' € C,
— |z] = |Z| (compatibilité du module avec la conjugaison) ;
— |22'| = |z] x |#/| (compatibilité du module avec la multiplication) ;
— pour tout n € N, [2""| = |z|";
/ /
— sl 2z # 0, ] = M
2|
Démonstration.

Se déduit aisément de la formule |z| = v/2Z et des propriétés du produit et de la
conjugaison. O

Propriété. Le module est une norme sur C, c’est-a-dire que I'application |.| : C — R
vérifie les propriétés suivantes : Pour tout 2,2’ € C et a € R,
— |z| > 0 (positivité),
— |z] =0 <= 2z = 0 (séparation),
— Jaz| = |a| x |z| (homogénéité),
— |z + 2] < |z| +|7| (inégalité triangulaire).
Démonstration.
Pour l'inégalité triangulaire :
2+ 2P =(z+2)Z+2) = |2+ 7> + 2Re(272).
Or, pour tout complexe Z = a + ib avec a,b € R,
|Z)? = a® + b* > a?, donc | Z| > |a| = |Re(Z).
Ainsi, |z + 2|2 < |22 + |22 + 2]22/| = 2> + |Z)? + 2|2]|¢| = (|2] + |2/])?. O

Exemple. Pour tout z € C,
2| = [Re(z) 4 ilm(z)| < [Re(z)[ + [i|[Im(z)[ = [Re(2)| + [Im(2)].

Distance entre complexes : Lorsque x,y € C, la quantité d(z,y) = |r — y| est
appelée la distance entre les deux complexes x et y.
La fonction distance vérifie les propriétés suivantes : pour tout x,y, z € C,

— Positivité : d(z,y) € R;.

— d(z,y) =0 <= x =y : d permet de séparer les complexes.

— Symétrie : d(z,y) = d(y, x).

— Inégalité triangulaire : d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
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Les complexes 4 Le module

Démonstration.
Ces propriétés se déduisent directement du fait que le module est une norme sur C. O

Définition. Soit a € Cet r € R,.
— La boule fermée de centre a et de rayon r est By(a,r) = {z € C/|z —a| < r}.
C’est le disque de centre a et de rayon 7.
— Lorsque r > 0, la boule ouverte de centre a et de rayon r est
B,(a,r) ={z € C/d(a,z) < r}. Cest le disque ouvert de centre a et de rayon r.
— La sphere de centre a et de rayon r est S(a,r) = {z € C/d(a,z) = r}. Cest le
cercle de centre a et de rayon r.

Définition. S(0,1) s’appelle la spheére unité ou bien le cercle unité. Il est noté U.

coi s 1
Propriété. |Pourtout 2z € C, ze U<=z=—|.
z
Démonstration.
I=-—<=2Z2=1<=z]?=1.0
z
1 -
Exemple. On note|; = 1 —|—i§ . Alors, |j? =1 +2 =1, donc = = .
2 2 J

Théoréme. Pour tout z,2" € C, |z + 2| < |z| + |Z/|, avec égalité si et seulement si
2z =0 ou bien 5 e R,.

Démonstration.

Reprenons la preuve de I'inégalité triangulaire :

|2+ 2|2 = |2 + |2|2 + 2Re(22') < |22 + |2/ + 2]22/| = (|z| + |#])?, donc

(E) : |z+ 2] =|z| + || &= Re(z2') = |22/| <= 22/ € R,.

Lorsque 2/ = 0, il y a bien égalité.

Supposons maintenant que 2’ # 0. Alors 2z’ = §|z’|2, donc (F) < 5 eR,.O

Exercice. Soit n € N avec n > 2. Soit zy,..., z, € C. Montrer que
|21 4+ -+ 4+ zn] < |21| + -+ + |za], avec égalité si et seulement si , pour tout i, j

ZA
telsque 1 <i<j<mn,(z;,=0) V(= €eRy).
Zj
Solution : L’inégalité se démontre aisément par récurrence sur n.

Soit z1,...,2, € C tels que |21 + -+ 4 2,| = |21]| + - - + |zn].
Soit i, 7 tels que 1 < i < j < n. Alors,

214+ 2, =|zi+2z+ g zk‘
1<k<n
(kDA (kA7)
<| > Zk:‘ + |z + 2]
1<k<n
(k) A (k)
<| > a|+lal+ s
1<k<n
(kD) A (k)

S|Zl|+"'+|zn‘:|Z1+"'+Zn|-
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Les complexes 5 Fonctions a valeurs dans C

Toutes ces quantités sont donc égales. Ainsi, |z; + z;| = |z] + |2;|, donc d’apres
le théoreme précédent, (z; =0)V (ﬁ eR,).
Z .

J

Réciproquement supposons que, pour tout 7, j tels que 1 <i < 57 <n,
Zi

(Zj = 0) V (z— & R+)

Si pour tout i € Ny, z; = 0, alors |z; + -+ + 2,| =0 = |21| + -+ |2,], donc on
peut supposer que I'un des z; est non nul. L’ordre des z; n’intervenant pas, on
peut supposer que z; # 0.
Alors on montre que, pour tout i € {1,...,n}, il existe p; € R, tel que z; = p;z1,
donc [z1 + -+ zi| = [(p1 + -+ + po) 21| = |za| + -+ [2a].

Corollaire de I’inégalité triangulaire :

— Pour tout z,2" € C, ||| — ||| < |z = 2|
— Pour tout a,b,c € C, |d(a,b) — d(b,c)| < d(a,c).

Démonstration.

o Soit 2,2/ € C. |z| = |2/ + (z = )| < || + |z = #/|, donc |z| — || < |z — 2.
En échangeant z et 2/, on obtient également |2/| — |2]| < |z — 2/,

donc |[z] — [¢/|| = max{|z| = |2'],|2'] = [2]} < [z = 2|.

o Soit a,b,c € C. d(a,b) < d(a,c)+d(c,b), donc d(a,b) — d(b,c) < d(a,c).
En échangeant a et ¢, on a également d(c,b) — d(b,a) < d(a,c), ce qui permet de
conclure. O

Définition. Une partie A de C est bornée si et seulement si il existe R € R, tel que,
pour tout a € A, |a] < R, c’est-a-dire si et seulement si A est incluse dans un disque
centré en 0.

5 Fonctions a valeurs dans C
5.1 Fonctions bornées

Définition. Soit E un ensemble quelconque et f une application de F dans C.
On dit que f est bornée sur E si et seulement si {f(z)/z € E} est une partie bornée
de C.

Notation. Soit f une application d’un ensemble F dans C.
Re(f): £ — R ot Im(f): £ — R
r +— Re(f(x)) r +— Im(f(x))

les parties réelle et imaginaire de ’application f.

On note . On les appelle

Propriété. Avec ces notations, f est bornée sur E si et seulement si Re(f) et Im(f)
sont bornées.

Démonstration.
Supposons que f est bornée sur E. Ainsi, il existe R > 0 tel que, pour tout = € E,
|f(z)] < R. Alors, pour tout x € E, |Re(f)(z)| < |f(z)| < R et de méme,
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Les complexes 5 Fonctions a valeurs dans C

IIm(f)(z)| < R, donc les applications Re(f) et Im(f) sont bornées.
Réciproquement, supposons que les applications Re(f) et Im(f) sont bornées : il existe
|

M, My € Ry tels que, pour tout :c G E, |[Re(f)(x)] < M et [Im(f)(x)] < Ms. Alors,
pour tout z € E, |f(x)] = \/Re(f) +Im(f) (z) < \/M?+ M2, donc f est bornée

sur F. 0O

5.2 Dérivation

Définition. Soit I un intervalle inclus dans R et f : I — C une application. On
verra plus loin que f est continue (resp : dérivable, k fois dérivable, de classe C* ou
k € N*U{oo}) si et seulement si les applications Re(f) et Im(f) sont continues (resp :
dérivables, k fois dérivables, de classe C* ot k € N* U {oo}).

De plus, lorsque f est k fois dérivable, ou k € N*, on verra que,

pour tout ¢ € I, ¥ () = [Re()]® (t) + i[fm(£)]O(¢).

Propriété. Les formules suivantes, déja admises pour des fonctions de R dans R sont
aussi valables pour des fonctions de R dans C, ainsi que nous le démontrerons plus
tard.
Les fonctions qui interviennent dans ces formules sont toutes supposées dérivables sur
un intervalle. On se limite éventuellement a un sous-intervalle pour s’assurer que les
quantités qui interviennent dans les formules sont bien définies. :

— Pour tout «, 5 € C, (af + Bg) = af' + Bg'.

— (f9)=fg+fd.

9,
g—4g
() -7

— Sig : R— Ryalors (fog) =¢ x(f og).
— Pour tout n € Z, (f*) =nf' x f~L

Formule de Leibniz : Soient f et g deux applications d’un intervalle I dans C. Si f
et g sont n fois dérivables sur I, alors fg est n fois dérivable sur I et

ol =3 (1) e

k=0

Démonstration.
La démonstration vue dans le cas des fonctions a valeurs dans R reste valable. O

5.3 Intégration

Définition. Soit I un intervalle de R. Soit f : I — C une application continue.
Pour tout a,b € I, on pose

/f ) dt — /Re dt+z/ab1m(f(t)) dt.
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Les complexes 5 Fonctions a valeurs dans C

b b b b
Remarque. Ainsi, Re( / £(t) dt> - / Re(f(t)) dt et Im( / £(1) dt) - / Im(f(1)) dt.
On admettra pour le moment que les aintégrales vérifient les propriétés suivantes :
Propriété. Soit I un intervalle inclus dans R.

Soit f et g deux applications continues de I dans C. Soit a,b € I.
b b b
— Linéarité : Pour tout o, 8 € C, / (af + Bg) = a/ f—i—ﬂ/ qg.

b c b
— Relation de Chasles : Pour tout ¢ € I, / ft)dt = / f +/ f.
b ?nax(a,b) ¢ ¢
[ dt] < [l

min(a,b)

— Inégalité triangulaire :

Définition. Soit I un intervalle de R et f une application de I dans C que l'on
suppose continue.

On dit que F est une primitive de f sur [ si et seulement si F' est dérivable et F' = f.
Si Fy est une primitive de f, alors les autres primitives de f sont exactement les
applications Fj + k, ou k est une fonction constante.

Démonstration.

F est une primitive de f si et seulement si (Fy — F')’ = 0 = Re(Fy— F)' +ilm(Fy — F)’,
donc si et seulement si Re(Fy — F') et Im(Fy — F') sont constantes. O

On admet pour le moment le théoréme suivant (ou bien on le démontre en passant aux
parties réelle et imaginaire).

Théoreme : Soit I un intervalle de R et f une application de I dans C que l'on
suppose Contin}cle. Soit xg € 1.

Alors x — f(t)dt est 'unique primitive de f qui s’annule en .
Zo

En adaptant les démonstrations vues dans le cas d’une fonction de I dans R, on en
déduit :

Corollaire. Soit f une application continue d’un intervalle I dans C.
Si F' est une primitive de f, alors pour tout a,b € I,

b
[ st =Fo) - Fla) 2 (F )
Corollaire. Si f est une application de classe C' de I dans C, pour tout a,b € I,
b
| e =s0)- (@)

Notation. L’écriture “/ f(t) dt = F(t)+ k,t € I” signifiera que f est continue de [
dans C et que l'ensemble des primitives de f est {F' + k/k € C}.

Théoreme. On suppose que f est une application continue d’un intervalle I dans C,
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et que ¢ est une application de classe C!' d’un intervalle J dans I. Alors,

B »(B)
V(a, ) € J* / Fo(t) (£)dt = / f(z)d.

()
Lorsque I'on remplace un membre de cette égalité par 'autre, on dit que 'on effectue
le changement de variable x = p(t).

Demonstratzon

B8 B8
Soit a, 8 € J. / Fo(t) g (8) di = / Re(f)(p(6)'(¢) dt +i / () (p(6)) (1) dt.

(03
puis on effectue le Changement de variables © = ¢(t) dans ces deux intégrales de
fonctions a valeurs réelles. O

Remarque. ¢ doit étre une fonction de R dans R, donc par exemple, il n’est pas
envisageable, dans un calcul d’intégrales, de poser x = €.

Théoréme. Soit u: I — C et v: I — C deux applications de classe C! sur I.

Pour tout (a,b) € I?, / u(t)v'(t) dt = [u(t)v(t)]? —/ o' (t)v(t) dt.

Démonstration.
La démonstration vue pour les fonctions a valeurs dans R reste valable pour les fonc-
tions a valeurs dans C. O

Théoréme. Soit u: I — Cet v: I — C deux applications de classe C! sur I.
Alors, / Wt (1) dt = u(t)o(t) — / d(o(t) dt, tel.
Démonstration.

La démonstration vue pour les fonctions a valeurs dans R reste valable pour les fonc-
tions a valeurs dans C. O

Théoreme. Formule de Taylor avec reste intégral.
Soient k € Net f :[a,b] — C une application C*! sur [a,b]. Alors

_ bk
+Z (b .a £ (a) + /a(b k!t) FEHD (1),

k
h=1

k
On note parfois T} (b )+ Z
1

h=
"(b—t
ket Ri(b) = / %f(k“ (t)dt, appelé le reste intégral d’ordre k.

(a), appelé somme de Taylor a 'ordre

Démonstration.
Au tableau. O

' n—4+oc0

k
x
Propriété. Pour tout z € R, Z o — e".
k=

Démonstration.
Au tableau. O
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6 L’exponentielle complexe

6.1 En théorie

Reprenons ce que nous avions écrit pour “définir” les fonctions cos et sin (chapitre
“Dérivation et intégration”, page 5), en détaillant un peu plus. Ceci permet de voir
combien la construction de C dépend de la théorie des fonctions de R dans R (analyse
réelle).

Définition. Une suite (2,),en de complexes converge vers £ € C si et seulement si
Ve >0, ANeN, Vn> N, |z, — /| <e.

On dit qu’une suite (z,),eny de complexes est convergente si et seulement si il existe
¢ € C tel que z, — /.

n—-+0o0o

Définition. On dit que la série de complexes > z, converge si et seulement si la suite
n

de ses sommes partielles < E zk> est une suite convergente de complexes. Dans ce
N
=0 ne

“+oo n

cas, on note E z, = lim E 2
n——+0o0

n=0 k=0

Propriété. Si )’ z, est une série convergente de complexes, alors z, — 0.
n——+o0o

La réciproque est fausse : on peut avoir z, — 0 alors que la série > z, diverge.

n—-4o00
Démonstration.

n——+o00

Supposons que » | z, converge : il existe S € C tel que Z zr — S. Alors, pour tout
k=0

n>1, zn:sz—sznjooS—S:

Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de donner un contre-exemple :
Posons z, =In(1 4+ ). On a bien z, — 0,

n——+oo

mais Z 2z, = Z(ln(kj +1)—Ink)=In(n+1) — +oo.
k=1 k=1

n—-+o0o
Autre exemple classique, avec z, = Vn +1— \/ﬁ : exercice. O

Théoréme. Soit ) z, une série de complexes.
Si Y |zn| converge alors E Z, est une série convergente. On dit dans ce cas que la
série > z, est absolument convergente.

Démonstration.
Admis pour le moment O
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n ok
Définition. On a vu que pour tout t € R, e = lim Z ik Ainsi, pour tout complexe

n——+0o

n

z

z € C, la série (Z —|> est absolument convergente. Ceci permet de prolonger
n:./ neN

I’exponentielle réelle sur C, en convenant que

VzeC, e = lim —.

Propriété. Soit (z,),en une suite de complexes qui converge vers ¢ € C.
Alors z, — /.

n—-+00
Démonstration.
Soit £ > 0. D’apres 'hypothese, il existe N € N tel que, pour tout n > N, |z, — (| < e.
Soit n > N. Alors [z, — £| = |z, — {| < e.O

Z

Propriété. Pour tout z € C, (e?) = €7.
Démonstration.

Soit z € C. Par définition de e* Z o + *, donc d’apres la propriété précédente,
n— OO

n ook

2k , zk z - s, .
<§ E) ol (%), mais (Z k') = — — €7, donc d’apres l'unicité de la li-

mite d’une suite de complexes (e*) =

Propriété. Pour tout u,v € C, e“e’ = e“t"

Démonstration.

Soit u,v € C. D’apres des regles de calcul sur les limites de suites de complexes, que
k k

U+ v " "
nous verrons plus loin, Z k:—) — (Z F) (Z E) njoo et — e"e’, donc pour
k=0 k= k=

montrer la propriété, il suffit d’établir que Z +—v) (Z ) (Z U—) — Oet
k—

k" n—-+o0o
0

d’invoquer 'unicité de la limite.
Soit n € Net k € {0,...,n}. (C,+, X) est un anneau commutatif, donc on peut utiliser

k
la formule du binéme de Newton. Ainsi, (u + v)* = Z (;) uPvh P

p=0
k—p

k
. (u+o)* u? v
lelS—:E —_—
k! — p! (k—p)!
Notons Ay = {(p,q) € {0,....,n}?/p+q=k et ¥ {0, )
e ={(p.q) € P/p+aq=k} » (p.k — p)
uPv

(ut o) vt
plg!

o Za@(p ou pour tout (p,q) € Ak, apg =

p=0

Ainsi,
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(u+v)* Z uP 1

¢ est une bijection, donc on peut poser (p,q) = ¢(p) : ———— = ——,
pq

k!
(P,a)EAL
L. (u+v) uPv?
ce que nous ecrirons sous 1& forme T = Z R AlnSl,
' (p,q)€{0,..., n}2 pq
p+q=k
n n
DI Vi [ R DD DD DRl
k! k! lg! lg!
k=0 k= k=0 0<k<n (p, q)e{ov",;’nﬂ P (r,9)€{0,...,n}2 P
p+q
’ uPv uPv? ‘ ’ uPv? |
- Z I Z P Z Il
etz DL (p,9)€{0,...,n}? Pe etz DL
p+q<n p+g>n
<y lublor
- plq!
(p,q9)€{0,..., n}2
p+g>n
3 |ulPlv]? |ulP[v]?
- gl Z I
(p,9)€{0,...,n}2 p-q (p,q)€{0,...,n}2 rq

n k n k n k
_ (Z %) (Z %) = (ul J};lvl) — eluleltl _ glul+el — o
. H . n—-—+0oo

d’apres les propriétés connues de l’exponent?elle réelle. O

1
Corollaire. Pour tout z € C, e* #0 et — =e¢"".
e

Démonstration.
e =e’=1.0
Propriété. |e?| = e,

Démonstration.

22 = e*(e?) = e%e? = 217 = e2Re(2) or d’apres les propriétés de Pexponentielle réelle,
e?Re() — (eRe(2))? ot eRe(2) > 0 donc [e?| = €. o

Théoréme. ¢* € U <= 2 € iR.

En particulier, pour tout 6 € R, ¢ € U.

Démonstration.

e € U= |ef] =1 <= e = 0 mais Re(z) et 0 sont deux réels et on sait que
I'exponentielle réelle est injective. Ainsi, e € U <= Re(z) =0 <= z € iR. O

Formules d’Euler :

0 —if 0 _ _—ib
cosf 2 Re(ew) = ete” ot sing 2 Im(@ia) - i
2 21
De plus,
¢ = cosf + isinQ‘-
+oo 2n +oo g2n+1
Propriété. Pour tout § € R, cosf = nz:%(—l)”m et sinf = nZ:O(—l)"m.
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Démonstration.
Soit 6 € R. Soit N € N.

2N . .
Z (@0)" + (=) — e 4+ e et d’autre part,
n' N——+oc0

n=0
en séparant les indices pairs et impairs,
OIN . . N-1 . N

i0)" + (—if)" i0)* + (—i0)*" (i0)2" L 4 (—if)2nHl 62"
> @ f oy L S G CO S
— n! — (2n) — (2n + 1)! — (2n)!

Q2n 619 +e~

donc Z )l N_>—+>oo T = cos¥f.

On ralsonne de méme pour sinf. O

Corollaire. sin est une fonction impaire et cos est une fonction paire.

cos et sin sont de classe C™ et cos’ = —sin, sin’ = cos.
Démonstration.

+oo 9271
Pour tout # € R, (1) : cosf = Z(—l)" donc cos ) = cos(—0).

(2n)!’
n=0

De méme, on montre que sin est impaire.
Lorsque vous étudierez les séries entieres, vous verrez que ’on peut dériver la relation

d(cost) <X d 62"
(1) terme a terme, c’est-a-dire que cos est dérivable et que ———= = Z — ((—1)" ) :

dé 46 2n)!
o d(cost) X 62—t L 621
Ainsi, RS9 NS g O e
R ;( Ve = T At n:l( crsyL
d(cosf) . — ne1 02U
donc T = N1—1>I-I-loo nZ:O(—].) m = —sin6.

De méme, on montre que sin est dérivable et que sin’ = cos. O

Formule circulaire : Pour tout 6 € R, cos?6 + sin? 6 = 1.

Démonstration.

cos? 0 + sin? 0 = [e¥|?

=1.0

Formule d’addition : Pour tout a,b € R,
cos(a+b) = cosacosb —sinasinb et
sin(a 4+ b) = sina cos b + cos a sin b.

Démonstration.

Déja vu : cos(a + b) +isin(a + b) = €'+ = ¢ = (cosa + isina)(cosb + isinb) et
on conclut en passant aux parties réelle et imaginaire. O

Définition. On appelle série alternée toute série réelle de la forme > (—1)"c, ou

S (=1)""ay,, ou pour tout n € N, a,, € Ry

Théoréme spécial des séries alternées (TSSA).
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Soit Y a, une série alternée. On dit qu’elle est spéciale alternée lorsque la suite (|ay,|)
est décroissante et tend vers 0. Dans ce cas,

— Y a, est convergente;
+00

— pour tout n € N, Z ay est du signe de son premier terme a,,
k=n

—+o0
et | > ar| < lay.
k.f
Démonstration.

Admis pour le moment. O

Propriété. L’application cos est strictement décroissante sur |0, 2] et elle possede un

T
unique zéro sur ]0, 2], que 'on notera 5 c’est la définition de 7.

Démonstration.
e Sit €]0,2], cos'(t) = —sin(t), donc pour montrer que cos est strictement décroissante
in(t
sur |0, 2], il suffit de montrer que SH;( ) >0 lorsque t €]0, 2].
sint
Soit ¢ €]0,2]. 228 14
» Soittel0,2. 5 Z gereuyt
th
La série ;(—1)”m est une série alternée (car t > 0) dont le terme général
B t2n
tend vers 0 (car elle est convergente). Or, pour n > 2, si I'on pose a, = m,
an+1 t2 4 , . , . ,
= < < 1, donc la série alternée est spéciale alternée.
apn (2n+3)(2n + 2) 3x2
+oo t2n

Alinsi —1)"———— ale signe d ier t I est positif.

insi ;( ) ] a le signe de son premier terme qui est positi

in(¢ t2 221
On en déduit que sin(t) >]1——=>1——==>0.
. 6 6 3
22 24 > . 2271
o cos(2)—1+ o nz;(—l) 2n)]
B 22n
Si I'on pose, pour n > 3, b, = m7 la suite (b,,),>3 est décroissante car, pour n > 3,
n)! =

b, 4 92 94

o < 1. Ainsi, toujours d’apres le TSSA, cos(2)—1+——— <0,

b, (2n+2)(2n+1) ol 41 =
d 2) <1 LI
onc cos < i 3 )

D’autre part, cos(0) = Re(e?) = 1 > 0. Mais cos est continue, donc d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe a €]0, 2] tel que cos(a) = 0. Ce zéro est unique car
cos est strictement décroissante, donc est injective, sur |0,2]. O

Propriété. Pour tout x € R, cos(z + §) = —sin(z) et sin(x 4 §) = cos(x).
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On dispose des tableaux de variations suivants :

T 0 z T 37” 2

2
cos(x) I N 0N -1 ~ 0 & 1
sin(x) 0o 1 N 0 N -1 2 0

27 est la plus petite période de cos, ainsi que de sin.

Démonstration.

e sin’(%) = 1—cos’(3) = 1 et, d’apres le début de la démonstration précédente,
sin(5) > 0, donc sin(3) = 1.

Soit x € R. cos(x + §) = cos(w) cos(5) — sin(z) sin(§) = —sin(x).

De méme on calcule que sin(z + 5) = cos(z).
e cos décroit sur [0, 5], de 1 a 0. sin’ = cos, donc sin croit sur [0, 5] de 0 a 1.

s
’ 2

cos(z + §) = —sin(z), donc cos décroit sur [, 7] de 0 a —1.

De méme, sin(z + 5) = cos(x), donc sin décroit sur [5, 7| de 1 a 0. On en déduit ensuite
les variations sur [m, 2], puis sur [2F, 27].

e Soit x € R. cos(z + 27) = —sin(z + 3%) = —cos(x + ) = sin(z + §) = cos x, donc

cos est périodique de période 2.
Soit T' € R’.. Supposons que 1" est une période de cos :
pour tout z € R, cos(z + 1) = cosx. En particulier, cosT = cos0 = 1.

T
Posons n = b—J n < o <n-+1,donc 27n <T < 2rn+27 puis 0 < T —27mn < 27.
T T

Or cos est 2m-périodique, donc 1 = cosT = cos(T — 2nr) et T — 2n7 € [0, 27[. D’apres
le tableau de variations, T'— 2nm = 0, donc T' = 2n.

Ceci démontre bien que 27 est la plus petite période de I'application cos.

Si T est une période de sin, pour tout =z € R, sin(z + T') = sinx, donc en dérivant,
cos(z + t) = cosz, si bien que T est aussi une période de cos. On établit de méme la
réciproque, donc sin dispose du méme ensemble de périodes que cos. O

. L L ,
Exemple. e =1, ¢'2 =i, ™ = —1, 32 = —i,

pour tout k € Z, e¥*™ = 1.

Propriété. Soit (a,b) € R? tel que a® +b? = 1.

Il existe un unique 6 € [0, 27| tel que a = cos(#) et b = sin(6).

Démonstration.

o a*=1-1*<1,donca € [-1,1]. D’apres le tableau de variations de cos, il existe
@ € [0, 7] tel que a = cos p.

b’ =1-a?=1—cos?p = sin? .

Sib>0,alors b=sing et sib<0,b= —sinp =sin(2r — ) avec ¢ €0, x|.

Ceci démontre l'existence.

o Démontrons 'unicité : soit (6,60) € [0,27[* tel que cosf = cos@’ et sinf = sin@'.
Montrons que 0 = 6'.

sinf et sin @ ont le méme signe, donc (6,6') € [0, 7]* ou (0,6') € [, 27 [%

Sur [0, 7] ou sur [, 27, cos est injective, donc § = ¢'. O

Corollaire. Soit 6, ¢ € R tels que cosf = cos ¢ et sinf = sin p. Alors § = ¢ [27].
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Démonstration.
Posons a = cosf = cosy et b = sinf = sinp. a® + b*> = 1, donc il existe un unique
a € (0,27 tel que a = cosa et b = sina.

7 7
Posons n = | — :n§2—<n+1,don00§9—2nﬂ<27r. Or cos(f — 2nm) = a et

7y s
sin(f — 2nm) = b, donc d’apres 'unicité, a = 6 — 2nr, ce qui prouve que o = 6 [27].
De méme, on montre que oo = ¢ [27], donc par transitivité de la relation de congruence,

0=¢[2r]. O

Paramétrage du cercle unité : I'application it est périodique et sa plus

t
petite période est 27. Sa restriction a [0, 27[ est bijective.

Démonstration.

o e =cost+isint, donc t — e est périodique de période 27.

De plus, si T est une période de t — e, pour tout z € R, ¢@+tT) = ¢ donc en
prenant la partie réelle, cos(x + T) = cosz. Ainsi, T est une période de cos, donc
T € 2nN*,

o Soit z € U. Posons z = a + ib avec a,b € R. 1 = |z|*> = a® + V?, donc il existe un
unique ¢ € [0, 27| tel que a = cost et b = sint, c’est-a-dire tel que z = cost+isint = e*.
O

Définition. Soit a,b € R avec a < b et Mo, — () une application de

t — Mt
classe C'. Notons C' = {M(t)/t € [a,b]} : C est une courbe dans le plan complexe,
dont 'application M est un paramétrage.

b
Par définition, la longueur de M est égale a / |M'(t)|dt.

Remarque. Informellement, pour tout t € [a,b], entre t et t + dt (ol dt est une
quantité infiniment petite), le mobile ponctuel M (t) se deplace dans le plan complexe
d(M(t (t +dt)) t + dt
(M(2), M = ‘ ) = |M'(t)|, donc la
(t+dt)—t
longueur parcourue par le mobile ponctuel M (t) entre t et t + dt est égale a |M'(t)|dt,
b

a la vitesse constante

puis par sommation, la longueur totale de la courbe C' est bien égale a / |M'(t)|dt.

Propriété. Soit 6 € [0, 27]. Notons Cy = {e”/t € [0, 6]} : Cy est une portion du cercle
unité. Sa longueur est égale a . Ceci valide le schéma ci-dessous.

Démonstration.
Ici, M(t) = e = cost +isint, donc M'(t) = —sint + icost = i(cost + isint) = ie’

0
puis |M'(t)| = |i| x |e®] = 1. Ainsi, la longueur de Cj est égale a / |M'(t)|dt = 6. o
0
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sin ¢ if

O cosf | 1 = ¢ix0

Propriété. Dans le plan complexe, le périmetre d’un cercle de rayon R vaut 27 R.

Démonstration.

Notons C' le cercle de centre 2 = a + ib et de rayon R. Ainsi,

C ={z+iyeC/r,yeR A (z—a)*+ (y—0b)* = R*}
={z+iyeC/z,yecR ANF0€[0,2r], x =a+ Rcosb et y=>b+ Rsinb}.

Cette derniere égalité montre que C' est paramétré

par M(6) = (a + Rcosf) +i(b+ Rsin6).

2w 2m
Ainsi, la longueur de la courbe C' est égale a / |M’(9)| df = R =2rR.O
0 0

6.2 En pratique
6.2.1 Formules

Nous regroupons les formules rencontrées dans la partie théorique :

— Pour tout u,v € C, e“e¥ = et

1
— Pour tout z € C, e #0 et — =e"7;
_ ' e
— Pour tout z € C, (e#) = e® ;
— Pour tout z € C, |e*] = eRe(),

— ef e lU <« z iR
— Formules d’Euler :

10 —10
— cosf 2 Re(e") = %,
0 —10

_ sin0 21 - -°
sin m(e”) ST
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9 = cos@ +isiné.

—

t
restriction a [0, 27| est bijective.

el

— l'application Et est périodique et sa plus petite période est 27w. Sa

Propriété. Siz=a+ib, ou (a,b) € R? e* = e*(cos(b) + isin(b)).
6.2.2 Arguments d’un complexe

Définition. Pour tout z € C, il existe p,0 € R tels que z = pe?. On dit alors que
(p,0) est un couple de coordonnées polaires du point M(z) (I'image du complexe z).
On peut imposer p > 0. Dans ce cas, p = |z|. On dit alors que # est un argument de z
et 'on note 6§ = arg(z).
Lorsque z # 0, on peut imposer p > 0 et 6 € [0,27[. Dans ce cas, le couple (p, ) est
unique.
Démonstration.
Si z = 0, pour tout 6 € R, le couple (0, 8) convient. Supposons maintenant que z # 0.
Alors, si z = pe? avec p € Ry et € R, |z]| = |p| x |€¥| = |p| = p.
Posons u = ﬁ u € U, donc il existe 6 € R tel que u = €. Alors, 2z = |z|e?. O
Définition. Un complexe 2z possede ainsi deux écritures usuelles :

— Décriture algébrique : z = a + ib avec a,b € R, ou bien z = Re(z) + ilm(z) ;

— Décriture trigonométrique (ou exponentielle, ou polaire) : z = pe® avec p € R,

et # € R ('angle 6 n’est défini que modulo 27), ou bien z = |z|e? (),

Les relations suivantes font le lien entre ces deux écritures :
lorsque z = a + ib = pe'? avec a,b, p,0 € R et p > 0,

. p:‘/CLQ—I—bQ;

1 £ 0, cosf ¢ ctsing b
— lorsque z , CO80 = —F———= et SInv = ———
a Va? + b2 Va2 + b2

b
— Lorsque a # 0, tanf = —;
a

a
— Lorsque z #0 et § € |0,7], 6 = arccos(—) ;
que z # [0, 7] RN +be
— Lorsque z #0et 0 € [-7,5], 0 = arcsin<ﬁ> ;

b
— Lorsquea#0et 0 €] - 3,5, 0= arctan(—) :
a

— Lorsque z #0 et 0 €| —m,7[, 0 = 2arctan<

b
a—l—\/a2+b2>'

2 sin g 2 cos g sin g sin 8 b

Pour la derniere formule : tan — = = = = )
Cos 3 2c082§ 1+ cos@ a4+ /a2 + b2

Démonstration.

[
O

Exemple. Donner I’écriture trigonométrique du complexe z =1 — 3.
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On sait que z = pe'?, avec p = |z| = \/1 +1=+2

et cosf +isind = e = — +1i x ), donc 0 = =% [27].

5t i)

- T

En conclusion 1 — i = /2¢7"%.

Propriétés de Pargument : Si z, z1, 2, sont trois complexes non nuls, alors
— arg(z122) = arg(z1) + arg(zz) [27];

— arg(%) = arg(z) = —arg(z) [27];

z
— arg(—1> = arg(z) — arg(zq) [27];
)
— pour tout n € Z, arg(z") = n arg(z) [27];
— arg(—z) = arg(z) + 7 [27];
z
— (arg(z) = arg(z) [27]) < Z—l e R%.
2
Remarque.

Pour tout z € C, arg(e*) = Im(z) [27], ce qui compléte la formule |e*| = e
En effet, si I'on pose z = = + iy avec z,y € R, alors e* = e"e" et e” € R,

Re(z)_

Interprétation géométrique du produit dans C :

Fixons zy = poe®, oll py € Ry et Oy € R.

La multiplication par zg, c’est-a-dire I'application z — 2z est la composée de

h : 2+ poz avec r : z+— ze'.

On a déja vu que h s’interpréte géométriquement comme une homothétie de centre O
et de rapport po.

De plus, lorsque z = pe®, r(z) = pe'®%) donc r s’interprete géométriquement comme
la rotation de centre O et d’angle 6.

La composée d'une homothétie et d’une rotation s’appelle une similitude directe, donc
le fait de mutiplier z par 2y = ppe’® revient & transformer z selon la similitude directe
de centre O, de rapport py et d’angle 6.

Propriété. Soit (p,0) € R* x R. Pour tout z € C,
e = pe <= (Ik € Z, z=In(p) + 0 + 2ikr).

— C*

En particulier, I’application exponentielle (S o est surjective et 2¢m périodique.

Démonstration.

S’il existe k € Z tel que z = In(p) + 16 + 2ikn, alors e* = eln(p) 0 = pe®.
Réciproquement, supposons que e* = pe'. Alors p = |e | = eRe®) | donc Re(z) = In(p).
Alors elmG)eRez) = ¢z = = pe'? eRe@eit  op el 2 £ 0, donc ellm( 2 = ¢, Ainsi,
Im(z) et # ont méme sinus et cosinus, donc il existe k € Z tel que Im(z) = 6 + 2km.
Ainsi, z = In(p) + 0 + 2ikm. O

Formule de Moivre : Pour tout n € Net t € R,

e = (cost + isint)" ‘
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Démonstration.
Soit n € Net t € R. (cost +isint)" = (e)" =" x --- x e =¢™. O
—_——
n fois
T4+ A d 2t zt
Propriété. Pour tout z € C, %(e ) = ze™.
Démonstration.
+00 n
Soit z € C. e* = Z z”—'. Vous verrez plus tard que I'on peut dériver cette égalité
n!
n=0
d +o0 tnil
terme & terme. Ainsi, %(ezt) = ZZHW = ze'”. Pour vérifier en détails cette
n—1)!
- 400 N
derniere égalité t i fait = i .0
erniere égalité, on peut revenir au fait que z:l Jhm X:I
n= n=

e ea A
Définition. Pour tout o € C et x € R, on note z* = e,

d
Propriété. Pour tout a € C, E(to‘) =at* .

Démonstration.
o = ealnt ilise la f le de dérivation d’ fi i £
t“=ce et on utilise la formule de dérivation d'une fonction composée. O

Exercice. Calculer / e’ cosx dx.
Solution : Une double intégration par parties mene rapidement au résultat :

/excosx dr =e"sinx — | e’sinx d:c:e”sinx—i—e"”cosx—/excos:c dx, donc
x

e cosz dr = %(COSIE +sinz) + k.

On peut également obtenir cette primitive par un calcul direct :
e’ cosx dr = Re(/ e"e dx), or
T _iT ex(i—i—l) 1—1

e’e" dr = — = e”(cosx + isinz) + k, donc on retrouve ainsi que
141 2
T

—— —

e cosz dr = %(COS:E +sinz) + k.

6.2.3 Technique de I’angle moyen

Formule : Soit «, 8 € R. Pour écrire €' 4 ¢ sous forme polaire, on met en facteur
la quantité €' =2, c’est-a-dire 'exponentielle complexe de ’angle moyen a—;’g Ainsi,
; ; ot ja—f ot Jats a—f
e = (77 £t ) =2e"2 cos( )
atB , .a—B —a+B a8 . a—f3

ot @ — B — eiT(elT —e'72 ) =2ie" 2 sin( 5 )-
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n
Exercice. Calculer, pourt € R, S = Z cos kt.
k=0

Solution : Soit t € R. Z coskt = Re (Z elkt)

Site 27TZ alors S =n —i— 1 Supposons mamtenant que t ¢ 27Z.

n+1 n+1 n+1
) 1— ez(n—H) ez—t e—z—t o eth sm Tl_-i—lt
Alors E et = = =izt 2
1 —eit "5( —ig _ 1%) sint ’
— ez (e e 5
sin( ™ t)

donc S = cos(5t)

sin(§)
7 Applications a la trigonométrie

7.1 Linéarisation

Définition. Linéariser une expression trigonométrique, c’est transformer un produit
de quantités en sin et cos en une somme de sin ou cos. Une méthode de linéarisation
consiste a suivre les étapes suivantes :
— On remplace chaque occurrence en cos ou sin par son expression issue des for-
mules d’Euler ;
— On développe les différents produits qui apparaissent alors ;
— On regroupe les différents termes a l'aide des formules d’Euler pour faire ap-
paraitre une somme de cos et de sin.

Exemple. Lindarisons cos® 6.

cos’ 0 = <T> , donc d’apres la formule du binome de Newton,

1, . . . 1 .. . 3
COSS(9 — g(e?ne + 36219 —i6 + 3610 —210 + 67310) — g(e?ne + 67329> + g(
cos 30 . 3cosf
4 4

e + e7), donc

cos® =

Exemple. Calcul de / cos® tsin®t dt.
D’apres les formules d’Euler et la formule du binome de Newton,

1 1 1

costt = 24 (ezt+ —zt)4 > <€4zt+4621t+6+46—21t+6 4zt> et SIH t = _4( 21t ) NP —2215)
1

donc cos?tsin?t = —%(cos(Gt) + 2 cos(4t) — cos(2t) — 2).

t N sin(2t)  sin(4¢)  sin(6t)

Ainsi, /0084 tsin?t dt = —
16 64 64 192

+ k.

Remarque. Linéariser une expression trigonométrique permet de calculer ses dérivées
d’ordre n, avec n quelconque, ou bien de la développer en série entiere, c’est-a-dire de
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+oo
I’écrire sous la forme Z a,t"™ ou (a,) est une suite de réels. Cela permet aussi d’en
n=0
calculer une primitive, comme dans ’exemple ci-dessus, mais il y a plus rapide que
cette méthode pour le calcul de / cos®t sin"t dt des que k ou h est impair, en posant

u = sint ou bien u = cost selon les cas.

7.2 Antilinéarisation

On peut réciproquement transformer toute quantité de la forme cos(at) ou sin(bt), ou
a,b € N, sous la forme d’une combinaison linéaire d’expressions de la forme cos* t sin” t,
ol k, h € N. On parle alors d’antilinéarisation.

Définition. Une application polynomiale de C dans C est une application de la forme

CcC — C

N a0+a12+_“+aZn,oﬁnENetao,...,anE(C.
n

Propriété. Si P et () sont deux applications polynomiales, et si o, € C, alors
aP + BQ et PQ sont des applications polynomiales.

Théoreme fondamental de 1’algebre : Pour toute application polynomiale P non
constante de C dans C, il existe au moins a € C tel que P(a) = 0. On dit que « est
une racine du polynome P.

Démonstration.
Admis. O

Propriété. Soit P une application polynomiale de C dans C admettant une infinité
de racines. Alors P est I'application identiquement nulle.

Démonstration.
Cf cours a venir sur les polynomes. O

Exercice. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynome 7,, tel
que, pour tout 6 € R, T,,(cos ) = cosnb.

T, est appelé le n-ieme polynome de Tchebychev de premiere espece.

Solution :

o Unucité : Soit n € N. Supposons qu’il existe deux polynomes T et S tels que,
pour tout § € R, T'(cos ) = cosnb = S(cosh).

Soit x € [—1,1]. Il existe 0 € R tel que x = cos @, donc T'(x) = S(x),

puis (7" — S)(xz) = 0. Ainsi, T'— S possede une infinité de racines, donc il est
identiquement nul, ce qui prouve 'unicité.

o Fuxistence , premiere méthode a l'aide de la formule de Moivre :

Soit n € N et # € R. D’apres la formule de Moivre,

cosnf = Re(e™?) = Re((cosf + isin#)"), or d’apres la formule du binome de

Newton, (cosf + isinf)" = Z (Z) (i sin 0)* cos" ¥ 6,

k=0
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L3]

donc cosnf = n —1)¥(1—cos? 0)* cos" 2k . Ainsi, cosnd = T,,(cos ), ot
2k
k=0

L]

pour tout x € C, T, () = Z <2TZ;> (=1)*(1—2*)*2™"2*. T,, est bien polynomiale,
k=0

en tant que somme de produits d’applications polynomiales.

o Fristence, seconde méthode par récurrence :

Pour n € N, notons R(n) l'assertion : il existe une application polynomiale T,
telle que, pour tout 6 € R, T,,(cos ) = cosnb.

Pour n =0, Ty = 1 convient.

Pour n =1, T} = Idc convient.

Soit n > 1. Supposons R(n—1) et R(n) et montrons R(n+1) (récurrence double).
Soit 6 € R. cos(n + 1)8 + cos(n — 1)0 = 2 cos b cos nf, donc

cos(n 4+ 1)0 = 2cosf cosnf — cos(n — 1) = 2 cos 0T,,(cos ) — T,,_1(cos f). Ainsi,
cos(n+ 1)0 = T,,,1(cos @), si 'on pose T, 1(x) = 22T, (x) — T—1(x).

Exercice. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynome S,, tel
que, pour tout 6 € R, sin(n + 1)0 = (sin6)S,,(cos ).

S, est appelé le n-ieme polynome de Tchebychev de seconde espece.

Solution : a faire.

8 Equations polynomiales

8.1 Racines n-iemes

8.1.1 Racines n-iémes de ’unité

Définition. Soit n € N*. Dans un groupe (G, .), les racines n-iemes de 1'unité sont les
solutions de 1’équation a” = 1.

Notation. On note U, 'ensemble des racines n-iemes de 1'unité du groupe (C*, x).

Propriété. U, = {¥ 7 /k € Z} = {e**% /k € [0,n — 1]}. C’est le groupe cyclique
d’ordre n, engendré par e

Démonstration.

Soit 2z € C tel que 2™ = 1. Posons z = pe'? avec p € R et § € R.

1 = 2" = p"e™ donc en passant aux modules, p" = 1, mais p € R, donc p = 1.
Ainsi z = e et €™ = 1 = €, donc nf = 0 [27]. Ainsi, il existe k € Z tel que nf = 2k.
Ceci démontre que {z € C/2" = 1} C {e**n /k € Z}. L’inclusion réciproque est claire.
i

Remarques :
— Il y a exactement n racines n-iemes complexes de I'unité.
— Géométriquement, les racines n-iemes de 1'unité dessinent un polygone régulier
a n cotés, inscrit dans le cercle unité, dont I'un des sommets est 1.
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— D’apres la formule de Bernoulli, X" —1 = (X — 1)(X"! + X"2 4+ ... + 1),
donc les racines n-iémes de 'unité différentes de 1 sont exactement les racines
du polynéme X" 1 4+ Xn=2 4 ... 4 X + 1.

Propriété. Les racines cubiques de I'unité sont 1,5 et j2, ou j = €%'5.
Onal+j+s2=0.

Exercice. Montrer que la somme des racines n-iemes de 'unité est nulle.

Plus généralement, pour tout k& € {1,...,n — 1}, si 'on pose w = e?*=,
n—1
montrer que th =0.
h=0
n—1 1 —w
Solution : w # 1, donc wh = =0.
7 % 1—w

8.1.2 Racines n-iemes d’un complexe

On fixe n € N* et a € C*.

Les racines n-iemes de a sont les solutions de ’équation z" = a en l'inconnue z € C*.
ip 1 ;e n .

Posons a = re*?. Alors, en notant zp = r=e'= on a zJ = a. Ainsi,

Z\" z
) 20 20
Ainsi, lorsque a = re'?, 'ensemble des solutions de I’équation 2" = a

i2k7r+np

est {ruet” n [k e{0,...,n—1}}.

Remarques :
— Tout complexe a non nul possede exactement n racines n-iemes.
Aucune de ces racines n’est “meilleure” qu'une autre, si bien que les notations
fonctionnelles /z ou zw nont pas de sens.
— Géométriquement, les racines n-iemes de a dessinent un polygone régulier a n
cOtés, inscrit dans le cercle de centre O et de rayon \aﬁ.

Exemple. Calculons les racines cubiques de a = —(1 + 24)3.

Posons 29 = —1 — 2i : 23 = a, donc les racines cubiques de a sont 2, j2q et j%zo.

8.2 Equations du second degré
8.2.1 Racines carrées

Soit a € C. Si a = 0, 0 est I'unique racine carrée de a.

Pour la suite, on suppose que a est non nul.

D’apres le paragraphe précédent, avec n = 2, a possede exactement deux racines
carrées. De plus, si @ = e avec r > 0 et ¢ € R, alors ces deux racines carrées
sont \/re'% et —y/re's.

En particulier, lorsque a € R, les racines carrées de a sont les deux réels y/a et —/a.
Lorsque a € R* | ses racines carrées sont i\/—a et —iy/—a.
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En général, on ne privilégie aucune des deux racines, donc la notation /z ne peut étre
utilisée : la quantité y/z n’est pas définie.

Lorsque c’est I'écriture algébrique de a qui est donnée, c’est-a-dire lorsque a est donné
sous la forme a = x + iy avec x,y € R, on peut déterminer les racines carrées de a
selon le procédé suivant :

— Oé2 _ 52
= 2af
Ce systeme n’est pas facile a résoudre directement, mais il devient nettement plus
simple en utilisant ’astuce suivante : si 22 = a, alors o + 3% = |z]? = |a| = /22 + 2.
Cela permet d’ajouter une équation :

On pose z = a+if3. Alors 2? = (a? — 3?) + 2iaf3, donc 22 = a <

T _ @2_52
(BE) : 22=a <= Va2+y2 = 2+ 5
Y = 2af

a? =Lz + 22 +1?)

=1 # P rP-a) (D)

sgn(af) =segn(y) .
Supposons que y # 0 (sinon, a € R et le probléme est simple).

Si l'on note Sg et Sk les ensembles de solutions des équations (E) et (F), on a Sg C Sr,
mais |Sg| =2 = |SF|, donc Sg = Sk.

Exemple. Recherchons les racines carrées de a = V2 +iV2
;T . 7 s
a = 2¢e'+, donc les racines carrées de a sont +/2¢'5 .

Exemple. Recherchons les racines carrées de a = —3 — 4s.

On pose z = a + . Alors 22 = (a? — %) + 2iafB et |z|*> = o® + 32, donc
-3 = o -2 a? = 1

P=ae= VR+42 = P+ 5 = B = 4,
—4 = 200 af = =2

donc 2% = a < (o, ) € {(1,-2),(—1,2)} et
les racines carrées de —3 — 44 sont £(1 — 2i).

8.2.2 Racines d’un trinome

Formule : Soit a,b,c € C avec a # 0. Les solutions de 1'équation az? 4 bz + ¢ = 0,
c’est-a-dire les racines du polynome aX? + bX + ¢, sont

==

2a
Ces deux racines sont égales si et seulement si A = 0. Dans ce cas, 'unique racine vaut

, ol ¢ est une racine carrée du discriminant A = b* — 4ac| -

;—. On dit que c’est une racine double.
a

Démonstration.
On met le trindome az? + bz + ¢ sous forme canonique :
) , b cC b, c b
az —i—bz—l—c:a(z +—z+—>:a<(z—|——) —i————),
a a 2a a 4a?

b A
d 2 :< _2__)_
onc az” +bz+c=a (z+2a) "
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b A b J
i i 2 = —2:— —_— = e
Ainsi, az +bz+c—0<:>(z+2a) 4a2<:>z+2a 55" O
—b+iv—-A

Remarque. Lorsque A € R_, les racines sont . L’'une est la conjuguée

2a
de 'autre.

Exercice. Résoudre 'équation 22 — (4 + 3i)z + (1 + 7i) = 0.

Propriété. Soit a,b,c € C avec a # 0. Notons z; et 25 les deux racines (éventuellement
égales & une racine double) du trinome aX? + bX + c.

c
Alors |z 4+ 29 = —— et 2129 = —| -
a a

C’est un cas particulier des relations coefficients-racines d’un polynome, que nous ver-
rons plus loin.

Démonstration.
-6 b2— (b —4dac) ¢ o
Z1R9 = = = —.
2 4a? 4a? a
Exemple. Posons P(X) = X? — (1 + )X + 4. On remarque que 1 est une racine

“évidente”, or le produit des racines est égal a ¢, donc les racines sont 1 et .

21+ %29 =38
2172 =P
si {z1, 22} est Pensemble des racines du trinome X? — sX + p.

Propriété. Soit s,p € C. Alors, pour tout (zy, 29) € C?, { si et seulement

Démonstration.

Pour tout (21, 29) € C?, { aAtzm=s

— (X —2)(X—2)=X?—sX+p O

2122 =P

Exercice. Déterminer deux complexes dont la somme vaut —1 et

dont le produit vaut 1.

Solution : Ces deux complexes sont les racines de X? + X + 1, or on a vu que, j
et j2 étant les deux racines troisiemes de 1'unité différentes de 1, ce sont les deux

racines de X2+ X + 1.

9 Géométrie du plan complexe

9.1 Distances et angles

Propriété.

Soit A, B, C' trois points distincts du plan usuel, d’affixes respectifs a, b, c € C.
— Le vecteur AB est d’affixe b — a;
— La distance AB entre A et B est égale a |b — al;

— L’angle orienté (Cﬁl,@) vérifie (Cﬁl,@) = arg(g) [27].
a—c
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Démonstration.
Les deux premieres propriétés ont été établies précédemment.

Posons a — ¢ = r1et et b — ¢ = rye™?, avec r1,m € Ry et ¢y, s € R.

D’apres la relation de Chasles sur les angles,

(CA,CB) = (CA, D) + (7.CB) = (,CB) — (7,CA), donc (CA,TB) = s — o1 [271].
b—c

a—=¢C

—C T2 i(pe—
= Z2¢#2=¢1) donc arg(

Par ailleurs, ) = 9 — 1 [27]. O

a—c

9.2 Orthogonalité et colinéarité

Propriété. Soit @ et T deux vecteurs non nuls du plan usuel d’affixes respectifs u
et v. Alors,
— W et ¥ sont colinéaires
— si et seulement si — € R ou encore
— si et seulement si Ivm(ﬂv) =0;
— W et T sont orthogonaux
— si et seulement si 4 € 1R ou encore
— sl et seulement si lge(ﬂv) = 0.
Si l'on pose u =a+ib et v =c+id, avec a,b,c,d € R,
alors uv = (a — ib)(c + id) = (ac + bd) + i(ad — bc), donc
— Re(uv) = ac + bd 2< u,v > : c’est le produit scalaire des deux vecteurs et

. 11 est nul si et seulement si les deux vecteurs sont orthogonaux.

be 2 Z ccl 2 det(u,v) : c’est le déterminant (aussi appelé le

produit mixte) des deux vecteurs % et . Il est nul si et seulement si les deux
vecteurs sont colinéaires.

— Im(uv) = ad —

Démonstration.
o Notons (C) la condition “% et T sont colinéaires”.
(C) <= arg(u) = arg(v) [7] <= arg(¥) =0 [7] <= * € R,

donc (C) «— - 2 <= Im(uv) = 0.

v
o Notons (C') la condition “% et ¥ sont orthogonaux”.
(C') <= arg(u) = arg(v) + § [7] <= arg(%) = § [1] <= ¥ € iR,

donc (C') <= ¢ —g <= Re(uv) =0. O
v v

Corollaire. Soit A, B, C' trois points du plan usuel, d’affixes respectifs a, b, c € C.

., . a— . .
— A, B et C sont alignés si et seulement si € R, ou encore si et seulement si

c—b

Im((a — b)(c — b)) = 0. On a aussi
C e (AB) < arg(c—a)=arg(b—a) [r] < (Tt € R, c= (1 —t)a+tb).
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a JR—
— Le triangle ABC' est rectangle en B si et seulement si € iR ou encore si

c—b

et seulement si Re((a — b)(c — b)) = 0.

Exercice. Soit A et B deux points distincts du plan usuel d’affixes a et b.
A quelle condition le point d’affixe z appartient-il & la droite (AB)?

Solution : Soit z € C. Notons M le point d’affixe z.

M € (AB) <= Im((a —b)(z = b)) =0 <= (a — b)(z — b) = (a — b)(z — b), donc
M € (AB) <= (a = b)(z =b) = (a—=0)(z = D),
puis M € (AB) <= z(a—b) +Z(b—a) = b(a—b) + b(b — a).

En conclusion, M € (AB) <= z(a — b) + Z(b — a) = ab — ab.

9.3 E‘quation d’un cercle

Notons C' le cercle de centre a = a 4 ib € C et de rayon r > 0. Alors
z=r+1yelC <= l|z—a|=r
= (z—a)Z-—@)=r
= 22+ y* — 2ax — 2by = r? — a® — b°.
Réciproquement, un ensemble admettant une équation cartésienne de la forme
22 + 9% — 2az — 2by = c est un cercle éventuellement réduit & un point ou & I'ensemble
vide.

2

9.4 Les similitudes directes

Définition. Une application f : C — C est une isométrie si et seulement si elle
conserve les distances, c¢’est-a-dire si et seulement si,

pour tout 2,2 € C, |f(z) — f(2)| = |z — &

C — C

— z+0b
Elle est bijective, d’application réciproque t_y, elle ne possede aucun point fixe lorsque

b # 0, c’est une isométrie.

Définition. Soit b € C. La translation de vecteur b est ’application b

Définition. La rotation de centre zy € C et d’angle 6 € R est la transformation
Two 2+ €9z — 2) + 2. Elle est bijective, d’application réciproque r,, _g, elle
admet z; comme unique point fixe lorsque 6 ¢ 277, c’est une isométrie.

Définition. L’homothétie de centre z5 € C et de rapport A € R* est la transformation
haa @ 2z — Mz — 2z9) + 20. Elle est bijective, d’application réciproque hz0,§= elle
admet z; comme unique point fixe lorsque A # 1.

Exemple. pour tout zg € C, hyy 1 =14 1.

Définition. Soit zp € C, § € R et A\ € R*.

La similitude directe de centre zy, d’angle 8 et de rapport A est la composée commuta-

tive de 1., g avec h, . Ainsi, ;500 = Moy 2OT20.0 = Tag.00hon = (2 — Ae®(2—20)+20).
— Elle est bijective, d’application réciproque 829,01 5
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— elle admet 2y comme unique point fixe lorsque \e? # 1 ;
— elle conserve les proportions, c’est-a-dire que, pour tout z,z’ € C, en posant

[5(2) = ()|

5 = 53,01, la quantité est une constante indépendante de z et 2’;

|z — 2|
— elle conserve les angles : pour tous complexes a,b,c¢ deux a deux distincts,
(s(a)s(b), s(a)s(c)) = (ab, ).
Démonstration.
Soit a,b, ¢ trois complexes distincts. s est bijective, donc s(a), s(b) et s(c) sont deux

—

a deux distincts. Ainsi, les angles (s(a)s(bj,s(a)s(cj) et (%,ﬁ) sont bien définis et
T s(c) — s(a) e (c — a) = =

(s(a)s(b), s(a)s(c)) = arg<m> = arg<m> = (%, at). o

Définition. On dit que f est une similitude affine directe si et seulement si c’est une

application de C dans C de la forme z —— az+ b, oua € C* et b € C.

Propriété. Soit f : 2z +—— az 4 b une similitude directe.

Lorsque a = 1, c¢’est une translation.

Lorsque a # 1, f possede un unique point fixe zg € C et f est la similitude directe de
centre 2o, d’angle arg(a) et de rapport |al.

Démonstration.
On suppose que a # 1. Pour tout z € C,

flz)=z2<=(a—1)z=-b<= 2=

l—a

b
l—a
Soit z € C. On a s(2) = az + b et 2y = s(29) = azy + b,
donc en formant la différence, s(z) — zp = a(z — 2p).
Posons 0 = arg(a) et A = |a|. Alors a = \e?,
donc, pour tout z € C, s(z) = Ae?(z — 20) + 20 = S2901. O

Ainsi, f possede un unique point fixe zy, avec zg =

Exercice. Déterminer les caractéristiques géométriques de s S : (_: %z + /3
Solution : Soit z € C.
s(2) =2 4¢= 2= —2jz+V3 <= (1+2j)z =3,
1 3
or 1+2j:1+2<—§+i\/7_> = iV/3, donc z = 5(2) <= z = —i.
Posons zg = —i; c¢’est 'unique point fixe de s.
—2j = 2e"e?5 = 2e7'3, donc d’apres la propriété précédente, s est la similitude
directe de centre —i, d’angle —% et de rapport 2.
On peut représenter cette similitude sur une figure.

Propriété. On note S(C) 'ensemble des bijections de C dans C.
L’ensemble ST des similitudes affines directes est un sous-groupe de S(C).
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Démonstration.

Ide € ST, donc ST # 0.

Soit r,s € ST. Il existe a,c € C* et b,d € C? tels que, pour tout z € C, s(z) = az +b
et r(z) = cz+d. Alors, pour tout z € C, (sr)(z) = a(cz+d) 4+ b = acz+ (ad +b), donc

sre ST,
2 =D z—0

a

, donc s~ ! = (z —

De plus, lorsque z,2 € C, s(2) =2/ <= z = ) €S,

D’apres ces trois propriétés, St est bien un sous-groupe de S(C). O

Propriété. L’application qui a la similitude z — az + b associe a (resp : |a|) est un
morphisme du groupe ST vers le groupe (C*, x), dont le noyau est le sous-groupe des
translations (resp : des rotations et des translations).

Remarque. Notons ¢ le morphisme qui a la similitude z — az 4 b associe a.
R* est un sous-groupe de C*, donc p~!(R*) est un sous-groupe de ST : il s’agit de la
réunion des translations et des homothéties.

Corollaire. Une composée, quel que soit l'ordre, de translations, de rotations dont la
somme des angles est égale a 6 et d’homothéties dont le produit des rapports est égal
a A\ est une similitude directe de la forme z — Xe¥z + b.

Démonstration.

Notons a nouveau ¢ le morphisme qui a la similitude z — az 4 b associe a.

Soit k € Net sq,...,s, € ST. Posons s = s; 0+ 0 5.

ST est un groupe, donc s € ST. Ainsi, s est de la forme z — az + b,

olt a = (s5) = p(s1) X --- x p(s) = e\ d’apres les notations de 1'énoncé. Clest ce
qu’il fallait démontrer. O

C

@l @

correspond géométriquement a la symétrie
orthogonale par rapport a I'axe des z.

Propriété. L’application ¢

Définition. {cos/s€S+}:{soc/sES+}:{(§ : g+d/c€(C*,d€(C}.

Cet ensemble est appelé 'ensemble des similitudes indirectes. Ainsi, une similitude
indirecte est la composée d'une similitude directe avec 'application z — Z, c’est-a-
dire une application de C dans C de la forme z — cz 4+ d, ou c € C* et d € C.

Remarque. L’étude des similitudes indirectes n’est pas au programme.

Définition. Une application de C dans C est une similitude si et seulement si c’est
une similitude directe ou bien une similitude indirecte.

Exercice. Montrer que I’ensemble des similitudes est un sous-groupe de S.

Définition. Lorsque a,b,c € C,
on dit que le triplet (a, b, c) est un triangle, également noté abc.

Propriété. Soit abc et a’b'c’ deux triangles. On dit qu’ils sont semblables (respective-
ment : directement, indirectement semblables) si et seulement si il existe une similitude
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(respectivement : une similitude directe, indirecte) s tel que @’ = s(a), v = s(b) et
d = s(c).
Propriété. Soit abc et a'b'd deux triangles. On suppose que a, b, ¢ sont deux a deux

distincts et que a’, V', ¢ sont deux a deux distincts.
abc et a't'c’ sont directement (respectivement : indirectement) semblables si et seule-

. c—a c’—a’( " ; c—a (c’—a’>)
ment si = respectivement : = )
b—a bV —a b—a v —a
Démonstration.

_ /A
Z a:Z/ a/<:>[5|a€(C*, c—a=a(d—d)etb—a=al —d)],
—a —a

c—a d—d c=ac +f
donc 2 il — <~ da € C*, 48 € C, a=ad + [ : en effet, <= est
— —a b=ab +p

évidente et = se démontre en posant § = a — aa’. Ainsi, on a bien montré que
c—a d—d
5 =g [ds € ST, a' = s(a),b = s(b) et ¢ = s(c)].

—a —a
De plus, abc est indirectement semblable & a’, b, ¢ si et seulement si abé est directement
semblable a a'b'c’. Ceci prouve la seconde partie de la propriété. o

Propriété. Soit abc et a'b'd deux triangles. On suppose que a, b, ¢ sont deux a deux
distincts et que a’, V', ¢ sont deux a deux distincts.

On note bac I'angle (a?, at) et on note ab la distance entre a et b (c’est-a-dire |b — al).

Alors abe et a’'b/'¢ sont directement semblables si et seulement si les angles abe et a’t/¢
¢ égaux (modulo 2r) et si % — L€
sont égaux (modulo 27) et si — = —-.
& ab  d'bt/
Démonstration.
Les triangles abc et a'b'c sont directement semblables
c—a Jd—d

si et seulement si (1) : 3 =5 O
—a —a
rec—a d—d c—a d—d
W) = ([l = [l evan(G=5) =are(G—) 2]
rac  a'd = - =
= :E = @ et (a?, at) = (a'b,ad'c) [2%]}
= %:a/—z/etcfb\c:cﬁ)’\c’[%]],

Lab
ce qu’il fallatt démontrer. O

Propriété. Soit abc et a'b'c’ deux triangles. On suppose que a,b et ¢ ne sont pas
)
alignés et de méme, que a’, b’ et ¢’ ne sont pas alignés.
Alors abc et a’b'¢’ sont directement semblables si et seulement si ces deux triangles ont
— —_— —~ —_—
les mémes angles, c’est-a-dire si et seulement si , modulo 27, abc = a’'b'c’, bca = V' ca’
—_—~ —_—
et cab = ca'l’.
Démonstration.
Le sens direct est immédiat car on a vu qu’une similitude directe conserve les angles.
, . — —_— —~ —_— — —_—
iproquement, su ns que, modulo 27, abc = a'b/c’, bea = V'ca’ et cab = da'b.
Réciproquement, supposons que, modulo 27, abc = a’'b'c’, bea = V' c'a’ et cab = 'a’l/
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D’apres un résultat classique de géométrie du triangle, on sait que, dans le triangle abc,

in(abc in(beo in(cab

| sin(abe) = [ sin(bea) = [ sin(ca >’, or ces sinus sont non nuls, car les points a, b, c

ac ab bc

in(ab
sont non alignés, donc a° _ M, puis d’apres 1’égalité des angles,
ab | sin(bea)l
—_—

ac _ |sin(a'b'c’)|  d'd

— = ——— = ——, ce qui conclut d’apres la propriété précédente. O
ab  Jsin(bcd)| @b
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