DM 16. Un corrigé

Exercice

1°) Soit z € C. D’apres la formule du binéme de Newton,
n—1 n

n —
Sn(z) = 2" Pe2kPL puis en intervertissant les deux sommes,
=X (5) e
=0 p=0
n n—1
n T
S,(z) = < z"*pe%ka)
0-2% ()
p=0 k=0
n n n—1 k
2°) S,(z) = Z"P <62ip%> )
) 56=2(3) %
p=0 o k=0
Soit p € {0,...,n}. ¥Pn =1 <= 2pT =0 [271] <= £ =0 [1] <= n | p. Ainsi,
) n—1 Nk 1— 2ipTn
lorsque p € {1,...,n—1}, e*Pn # 1 et d’apres le cours, Z(ezwﬁ) = % = 0.
k=0 1 —e™n
n—1
N\ K
Et lorsque p € {0,n}, Z(eQZ”%) =n, donc S,(2) =n(z" +1).

k=0

2ia .

3°) Soit a € R. Appliquons la formule précédente lorsque z = e

n—1
n(e*™ + 1) = Z(egi“ + €2ik%> , donc en utilisant la technique de ’angle moyen,
k=
ngl T
ne™2 cos(na) = Z ! @tkIn9" cos™ (@ — k—), puis en divisant par e”*2",
k=0 "
ncos(na) — A s
T = Z(—l) COSn(CL — kﬁ)
k=0
4°) Pour tout § € R, sin = cos(§ — ) = cos(d — 7),
n—1 n—1
km km T
donc —1)¥sin®(— —a) = —1)¥cos"(— — a — =), puis d’apres la question
D1t ) = S o' (T~ a = ) puis daprs a g
n—1

précédente, Z(—l)ksin"(k_ﬂ —a)= ncos(n(a + 5))

n 2n71
k=0




Probleme 1 : Une formule entre intégrales

Préliminaires

1°) f’ est strictement positive, donc f est strictement croissante sur [a, b].

Soit z,y € [a,b] tels que z # y. Alors x < y ouy < z, donc f(z) < f(y) ou f(y) < f(z).
Dans tous les cas, f(z) # ( ), donc f est injective.

Pour tout ¢ € [a,b], a <t < b, donc f(a) < f(t) < f(b). Ainsi, f est une application
de [a,b] dans [f(a), f(b)]

Soit y € [f(a), f(b)]. f étant continue, le théoreme des valeurs intermédiaires affirme
qu’il existe t € [a, b] tel que y = f(t). Ainsi, f est surjective, donc f réalise une bijection
de [a, b] dans [f(a), f(b)].

2°) Pour tout y € [f(a), f(B)], (f ) (y) = W)

Partie I : étude d’un exemple

3°) D’apres le cours, f est de classe C*™ sur RY, et pour tout z € R%, f'(z) = pa?~! > 0,
donc f satisfait bien les hypotheses des préliminaires.

b p+1 1p +1 _  p+l
40)/ftdt:‘” }:bp @

p+1 a p+1
(b) L t%-‘rl bP P
P — +1 _ p+l
/ f / trdt = [ +1Lp p—i—l(bp @),
donc/ f(t dt—i—/ f! ="t — P = bf(b) — af(a).

Partie II : Deux preuves de la formule (1)

5°) f~! est dérivable, donc continue. Il existe donc une primitive de f~! que nous

f(=)
noterons G. Alors / f71t) dt = G(f(z)) — G(f(a)).
f(a)
Ainsi cette expression est dérivable par rapport a x et

d f(@)
%< A at) = ['(@)G(f(@) = /(@) [ (@) =2 (@)

On en déduit que ¢ est dérivable avec ¢'(z) = f(x) + xf'(z) — f(z) —xf'(x) =0
¢ est donc constante sur lintervalle [a,b]. En particulier, p(a) = ¢(b), c’est-a-dire

f(b
—af(a / f(t) dt + f L(t) dt — bf(b), ce qu’il fallait démontrer.
f(a)

6°) Posons t= , ce qui est possible car f est supposée de classe C*. Alors

/f(a) f dt = / = >du—/a uf'(u) du
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i, [0 e+ / o= [0 sy a= [ S a

or t — tf(t) est de classe C', donc d’apres le cours,

f(®)
[rwas [0 a= (o] =00 - @

f(a)
Partie III : Utilisation de la formule (1)

7°) [ est bien de classe C* sur [a,b] C R* avec, pour tout = € [a, ],
;o l4tan’zx

appliquer la formule (1) avec f.

De plus, pour tout z €]0, 5[ et y € R%, f(z) = y <= tanz = y* <= = = arctan(y?),

donc pour tout ¢ € [f(a), f(b)], f~'(t) = arctan(¢?). Ainsi, pour tout a €0, %[, en

prenant b = 7, la formule (1) devient

/ Vtant dt —I—/ arctan(t?) dt = T _ aVtana.
Vtana 4
L’application z — Vtanx est continue sur [0, ], donc d’apres le cours, 'applica-

> 0, donc f vérifie les hypotheses des préliminaires. On peut ainsi

tion x — / Vitant dt est de classe C' sur [0, Z]. A fortiori elle est continue, donc
/ Vtant dt—> \/tantdt.
0 1 1
Pour les mémes raisons, / arctan(t?) dt — arctan(t?) dt,
o' a— 0

1

1
puis par composition des limites, / arctan(t?) dt — / arctan(t?) dt. Ainsi, en
a—
0

tana
faisant tendre a vers 0 dans la formule (2), on obtient

z 1
/4 Vtant dt = % —/ arctan(t?) dt.
0

0
8°) En intégrant par parties,

1 1 21 T 1 t2
/ arctan(t?) dt = [t arctan(?)]} — / tX —— dt = — — 2/ —— dt,
; R ! TR A

s 1 2
donc /4 Vitant dt:2/
0 0

1+ t4 dt.

t2 t t
9°) Notons (C) la condition V¢ € R, _ Wl tup ugl + Uy

L+t* 2424+1 2—-V2+1
(2 + V2t + 1)(t> — 2t + 1) = t* + 1, donc
(C) <= VteR, 2= (ut+u)(t® — V2t + 1) + (ugt +ug)(#> + V2t + 1)
<:>Vt€]R, t2: t3<U1+U3)+t2(—\/§U1+U2+\/§U3+’LL4)
+t(u1—\/§U2+U3+\/§U4)+U2+U4;
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or d’apres le cours, si un polynome admet une infinité de racines alors tous ses coeffi-
cients sont nuls, donc

Uy + U3 =0
U + Uy =0 1
() = > (ug = uy = 0,u1 = —uz,ug = —=).
() \/§(U3—U1) =1 (12 ! ! 507 2\/5)
\/§(U2—U4) =0
..t 1 t t
Ainsi, .= ( — )
L+t 22\ 2 —V2t+1  2+V2t+1

! tdt ! tdt
10°) Ainsi, Vtant dt = / /
) Aln / \/_<0t2 V2t+1  Jo 24 \/_t+1)

Dans la derniere intégrale, posons x = —t. On obtient
/1 tdt /—1 —z (—dz) /0 tdt
0o 1242041 o 22—v2e+1 Jae2—Va+r
1
tdt
donc Vtant dt =
/ \/_ 2=Vt
! t
11°) Posons I = / dt.
) =2+
)
I = / dt
2 —V2t+1
1 2
:5[1n|t \/_t+1| / T
3
1
= - +—[\/_arctan\/_t—1]
2 ’24_\/_‘ ( ) 1
L V2)
= 5 ‘—) + arctan(v/2 — 1) + arctan(v/2 + 1)
2—
< > + arctan(v/2 — 1) + arctan(v/2 + 1).
1
Ainsi, / dt =In(v/2 — 1) + arctan(v2 — 1) + arctan(v/2 + 1).
12— f 2t +1
12°) Pour tout z > 0, posons h(z) = arctanx + arctan%. h est dérivable sur R et
1 1 1
B (x) = = 0, donc h est constante, égale a

1+22 221+ 4
h(1) = 2arctanl = Z. Ainsi, pour tout z > 0, arctanz + arctant = Z.

1 \/5—1
r = =2 - 1, donc arctan V2 —1) + arctan(v/2 + 1) = Z.
= 51 (Va-1) (VI+1)

13°) En conclusion, / Vtant dt =

™

~(in n(vV2-1)+3).

&I

LLG, MPSI 2, 2024/2025 4



Probleme 2 : puissances descendantes
Partie I : Quelques sommes
1°) Soit m,k € N.

m—1
Sim >k, (:1) =0et k™ = H (k—1) = 0 car ce produit contient le facteur k—k = 0.

Sim <k, (Z)Zk(k_l)”;f_erl):% }‘(k_i):%‘
2°) Soit m € N. (—1)m = T (=1 —i) = (—=1)™ T (1+14) = (=1)™m!.
3°) a)x"““l:H(x—z'):xH(:z:—l—(i—l)):;1:._(x—l—i)::c(x—l)m

et gt = H(m—i):(x—m)' (x — i) = (x — m)z™

1=0
b) On en déduit que
(x4 1)mtl — pmitl = (4 1)z — 22(x —m) =22(z+1—z+m) = (m+ 1)

4°) a) Smt m,n E N. D’apres la question précédente,

Z Em = Z ((k + 1)zt — g™+ 11 s’agit d'une somme télescopique,

. 1
donc Z ke — ((n + 1)m+1 . Om—f—l) — (7’L + 1)7717""1
k=0

m+1 m+1
a - 1 n(n+ 1)
b) Y k=) k= 2(n+1) =
k=0 k=0

ZkQ _ Z(k2+ kL) = g(n + 12+ §(n +1)%, donc

Zkz _ (n+1)n(n —1) N nn+1) (m+1)n2n—-1)+3) nn+1)2n+ 1)'

2 N 6 N 6
k=0

k=p k=0
i (k;) B <n +1 )
= \P p+1
. . n+1
Donnons une preuve combinatoire de cette formule : 11 est le nombre de facons
de choisir une partie de p + 1 éléments dans {1,...,n + 1}. Mais pour réaliser un tel

choix, on peut commencer par choisir le plus grand de ces p + 1 éléments, que 1'on
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notera k + 1, avec k nécessairement plus grand que p (sinon, d’apres le principe des
tiroirs, les p + 1 éléments ne seraient pas deux a deux distincts) et k inférieur a n.
Puis il reste a choisir les p autres éléments entre 1 et k, donc par double comptage,

(i)-x()

Partie 1II : une pseudo-formule du binéome

5°) Fixons z,y € R.

m

Pour tout m € N, notons R(m) I'assertion : (z + y)™ = Z (7;) ok x ym=k,
k=0

Montrons R(m) par récurrence.

0
Pour m =0, (z+y)™=1et Z (7:) ok x ™=t = 1 d’ott R(0).
k=0

Pour m > 0, supposons R(m) et montrons R(m + 1).
D’apres la question 3.a, (v + )™ = (z + y)2(x + y — m), donc d’aprés R(m),

m+l _ _ m k m—Fk
(@49 = (2 4y m>2<k) <yt
or pour tout k e N,z +y —m = (z —k)+ (y — (m

(
oty =3 ()t -n ym+f(

k=0
nouveau d’apres 3.a,
m

(aj_i—y)LH :Z(?)wmxyk+z<?>xkxymk+l

> 2k x y™=k(y — (m — k)), donc &

k=0
ce qui prouve R(m + 1).

D’apres le principe de récurrence, R(m) est vraie pour tout m € N.
. -1 —-1)=
6°) a) Soit m € N. (m) :u

b) Soit z € R et m € N.

1) m+tl
(:;;) 4 <mi 1) — (m +(Tr)Lx—|— 1—;!36 , donc d’apres la question 3.b,

— = (—1)™ d’apres la question 2.
m!
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() + () = e = (00 )

Cette formule généralise la formule du triangle de Pascal.
c) Soit z,y € R et m € N.

m m—k

mo L m
€T Y . r= yYy— o 1 m k. m—k 5 N
E (k’) (m—k) = kE:O ym—% E (k>.’13 Yy—, doncdapreslapseudo—

k=0 k=0
. A T Yy - i m _ T + Y
formule du binome de Newton, % (k) _— k:) = (z+y)™ = < m )

7°) a) Soit x € R et m € N.

m m

St () = oo (1) - <—1>m§; (5) (ot y ) done drapns

k=0 k=0

k=
la pseudo-formule du bindme de Newton, Z(—l)k <i> =(-1)" (x -1 )
k=0

b) Soit k € N. (~1)F4* (‘ké) - = 1:[<_% ),

- 1 2k‘ k—1 Qk(k}') k—1 i k
donc (—1)"4 ( 2) =7 Z-0<2Z +1)= e i0(22 + 1), or 2°(k!) = Z11(2@),
—1 (2k)! 2k
—1)kgk 2 ) — —

donc (—1)"4 ( ) GE (k)
c) Soit m € N.
S 2k Q(m_ k) _ - kqk _% m—k ym—k _%
Z(k)( N )—Z(—l)él f (—1)" %4 " , donc
k=0 k=0
2k (2m—K)\ _ mgmse [k 2N g (1 s
Z(k)(m—k)_(_1)4z(k ok =(—-1)"4 m d’apres
k=0 k=0

. o . (26N (2m—K)\ .
la question 6.c. Ainsi, d’apres la question 6.a, % ( 1 ) ( o ) = 4",
Partie III : puissances descendantes négatives

1 m
8°) a) Soit m € N*. =™ = ————— est défini si et seulement si H(a: + i) est non
[ +1) =
i=1
nul, donc si et seulement si z ¢ {—m,—m +1,...,—1}.
1

b) Lorsque m = 0, pour tout z € R, on peut écrire ¥ = 1 = , donc la

0

H(JH—Z)

i=1
définition des puissances descendantes négatives est encore valable pour m = 0.
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Soit m € Z avec m < —1. Soit z € R\ {m, m+1,...,—1}. Alors 2, 7L et (z+1)m+L

sont définis.
1 Tr—m

m+1 __ — — _ m
De plus, 272 = —— =— =(x—m)x

1 1 1
et (z+1)m+ = = _ T = (z+ 1)a™.

—m—1 -m —-m

[[@+1+) JJ@+i) JJ@+9)

i=1 =2 i=1
Ainsi, les relations du 3.a sont encore valables. La preuve du 3.b s’adapte alors sans
aucun changement, donc la relation du 3.b est encore valable.

9°) a) Soit n € N. D’apres la question précédente,

1 = = L —m+1 —m+1
Z<k+1)(k+2)"-(/{:+m)_zk_m+12((k+1) —k >,donc

k=0 k=0 k=0
& 1 1
— 1 ﬂ_0ﬂ>
kz_%(k+1)(k+2)---(k—l—m) —m+1<(n+ ) ’
1 1 1
or (n+1)=+ = — — Ocarm—12>1, et (=2 = —— = ,
m— n—+o0 m— (m— ].)'

[[(n+1+4) IT:

i=1 i=1

1 1

n

d .

onckz:;(k+1)(k'+2)...(k;+m)njoo(m_l)!(m_l)

st 5 | 1

insi _ .
s,kzo(k+1)(k+2)...(k+m) (m — Dl(m — 1)

b) Soit n > m.

B = |(k—m)=", d
k= k) k= k(k_l)"'(k—m—kl)kzm ' kzm< m)=", donc
=m m =m =m H(k_m+l) =m

i=1
n L_mlgk_m—) m! AimsiJri.o A—
k>_ ' n—)—i—oo(m_l)!(m_l)' ) k>_m—1
h=m k=0 k=m
m m
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