DM 18 : un corrigé

Partie I : Equipotence

1°) Soit F,G,H € €.

Idr est une bijection de F' dans F', donc F' est équipotent a lui-méme, ce qui prouve
que la relation d’équipotence est réflexive.

Supposons que F' est équipotent a GG. Il existe donc une bijection f de F' dans G. Alors
f~1 est une bijection de G dans F, donc G est équipotent a F. Ceci prouve que la
relation d’équipotence est symétrique.

Supposons que F' est équipotent a G et que G est équipotent a H. Il existe donc une
bijection f de F' dans G et une bijection g de G dans H. Alors d’apres le cours, g o f
est une bijection de I’ dans H, donc F est équipotent a H. Ceci prouve que la relation
d’équipotence est transitive.

En conclusion, on a montré que la relation d’équipotence est une relation d’équivalence.

2°) o D’apres le cours, si F' € &, F est en bijection avec E si et seulement si F' est
fini de cardinal n. Ainsi, la classe d’équivalence de E est ’ensemble des éléments de £
qui sont des ensembles finis de cardinal n.

¢ Soit E une partie de N. Si E est finie, le point précédent donne sa classe d’équipotence.
Sinon, alors E est dénombrable et sa classe d’équipotence est ’ensemble des éléments
de £ qui sont eux-mémes dénombrables.

3°) Soit f une application croissante de N,, dans N,. Pour tout i € N, posons
[o(f)](i) = f(i) +i — 1. Alors ¢(f) est une application strictement croissante de N,
dans Np;,_1. En effet, pour tout i € N,,_q, f(i) < f(i + 1),

done [p(f)](i) < fli+1) +i—1< f(i+1)+i=[p(f)](i+1).

Réciproquement, si g est une application strictement croissante de N,, dans N, 4,1,
alors en posant pour tout i € N,,, [¥(g)](z) = g(i) — ¢ + 1, on définit une application
croissante W(g) de N,, dans N,,.

On vérifie facilement que ¢ o U est égal a 'application identité sur ’ensemble des
applications strictement croissantes de N,, dans N,,;,_1, ensemble que I'on notera S, et
que Vo g est égal a I'identité sur 'ensemble C' des applications croissantes de N,, dans
N,. Ainsi, C' est équipotent a S.

Or pour construire un élément f de S, il suffit de choisir f(N,,) en tant que partie de n
¢éléments choisis parmi les n + p — 1 éléments de N,,1, 1, puis d’ordonner cette partie
pour définir f, en tant qu’application strictement croissante.



n

Ainsi |C| = |S] = (n-i-?]i— 1), donc C' est équipotent a Ny ou N = (n—i—p— 1).
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4°) Soit x €]0, 1[. Alors a(z) = % = Z(l — E)’ donc « est une applica-
1( ! +1>>0A' i t licati
N+ = . Ainsi, « est une application
4\(1—x)2 22 ’ pp
strictement croissante de ]0, 1] dans R. Elle est donc injective.

De pl ()1(1 1)—> t()1<1 1)—>+ Al
e plus, a(x) = - - = —oo et a(x) = - - = 0o. Alors
P, ANl—z  a/ =00 ANl—z  a/ oo ’

a étant continue, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, « est surjective.

En conclusion, « est une bijection, ce qui prouve que |0, 1[ et R sont équipotents.

tion dérivable sur 0,1 et o/(x) =

5°) N? = U([O,n] N N)% En effet, si (z,) € N2, en posant n = max(z,y), on a
neN

bien (z,y) € ([0,n] NN)2. Ainsi, N? est une union dénombrable d’ensembles finis, donc

d’apres le cours, N? est au plus dénombrable. Mais N? est infini, donc ¢’est un ensemble

dénombrable.

6°) Notons F=FE; x -+ X E, et F=F; X+ X F,.

Pour tout i € N,,, il existe une bijection f; de F; dans Fj.

Pour tout = = (z1,...,2,) € E, posons f(x) = (fi(x1),..., fu(x,)). Pour montrer que
E et F sont équipotents, il suffit de montrer que f est une bijection de E dans F'.
Or, pour tout y = (y1,...,yn) € F, on peut poser g(y) = (f; *(y1), ..., 7 (yn)).

g est une application de F' dans E. On vérifie immédiatement que, pour tout z € F,
(go f)(x) = x et que, pour tout y € F, (fog)(y) = y. Ainsi, f et g sont deux bijections
réciproques l'une de 'autre, ce qui conclut.

7°) 1l existe une bijection o de A dans E et une bijection § de B dans F.

Lorsque f € B4, on pose ¢(f) = Bfa~!, ou le produit utilisé est 1'opération de
composition. Ainsi, ¢ est une application de B4 dans F'¥.

De méme, Lorsque g € FE, on pose ¥(g) = S ga.

Alors U est une application de F¥ dans B4,

Si f € BA, alors (Vo o)(f) = ¥(Bfa™t) = B 'B8fa"ta = f, donc ¥ o p = Idga. De
méme, on montre que @ o ¥ = Idpe, donc ¢ est une bijection, ce qui prouve que B4
et F'¥ sont équipotents.

8°) Si f € (AP)Y, pour tout c € C et b€ B, f(c)(b) € A, donc si 'on pose, pour tout
(b,c) € B x C, [p(f)](b,c) = f(c)(b), on définit une application ¢(f) de B x C' dans
A. Ainsi, ¢ est une application de (AZ)¢ dans AP*C.

De méme, si g € AB*Y si 'on pose, pour tout (b,c) € B x C, [¥(g)](c)(b) = g(b,c),
on définit une application ¥ de AB*¢ dans (AP)°.

Soit f € (A%)C. Soit (b,c) € B x C. Alors [(¥ 0 p)(f)](b)(c) = [p(f)](b,c) = f(b)(c),
donc (¥ o ¢)(f) = f, pour tout f € (AP)C. Ainsi, ¥ o ¢ = Id4r)c. De méme, on
montre que @ o W = Idysxc. Ainsi, ¢ est une bijection, ce qui conclut.



9°) Supposons que [ et P(I) sont équipotents. Alors il existe une bijection f de I dans
P(I). Posons alors A={x €1 /x ¢ f(x)}. Aestune partie de I, donc il existe xy € [
tel que A = f(xg). Alors, zg € f(z9) <= 19 € A < z9 ¢ f(x0). C’est impossible,
donc I et P(I) ne sont pas équipotents.

10°) Notons ¢ 'application de P(I) dans {0, 1}! définie par :

pour tout A C I, p(A) = 14, ou 1, désigne la fonction indicatrice de A, c’est-a-dire
I'application de I dans {0, 1} définie par : pour tout x € I, 14(x) = { (1) SiS;‘ZEI <1A .
Soit A, B € P(I) tels que p(A) = ¢(B). Alors, pour tout = € I,

r€ A<= p(A)(x) =1<+= ¢(B)(x) =1 <=z € B, donc A = B ce qui prouve que
© est injective.

Soit f € {0,1}!. Posons A= {x € I / f(x) = 1}. Alors, pour tout z € A, f(z) =1 et
pour tout z € I'\ A, f(xz) =0, donc f = p(A). Ceci prouve que ¢ est surjective.

En conclusion, ¢ est une bijection, ce qui prouve que P(I) est équipotent a {0, 1}.

Partie II : Subpotence

11°) Soit E € £ un ensemble infini. E # ), donc il existe g € E. E'\ {x} est
non vide car E est infini, donc il existe 1 € E \ {zo}. Supposons que 'on ait ainsi
construit n éléments xo, . .., x,_1 de F deux a deux distincts, avec n > 2. E étant infini,
E\{xo,...,x,_1} est non vide, donc il existe x,, € E'\{xo,...,z,_1}. On parvient ainsi
a construire par récurrence une suite (z,)neny d’éléments de E deux a deux distincts.

Alors 'application ﬁ : est une application injective de N dans E. Ceci prouve

que N est subpotent a E.

12°) o Supposons que F' est subpotent a G. Ainsi, il existe une application f injective
de F dans G. Alors g = f|/") est une bijection.

Lorsque y € f(F), posons h(y) = g7 *(y) et lorsque y € G\ f(F), posons h(y) = f, olt
f est un élement fixé dans F' (F' est supposé non vide). Ainsi, h est une application de
G dans F.

Soit x € F. f(x) € f(F), donc h(f(x)) = g(f(x)) = x, par définition de g. Ainsi,
Soit x € F. Alors h(f(x)) = z, donc h est une surjection de G dans F.

¢ Réciproquement, supposons qu’il existe une surjection A de G dans F'.

Pour tout x € F', choisissons un élément dans I’ensemble non vide des antécédents de
x par h et notons-le f(x). D’apres 'axiome du choix, ceci définit une application f de
F dans G.

Lorsque x € F, f(z) est un antécédent de = par h, donc h(f(x)) = x. Ainsi, ho f = Idp.
Soit x,x’ € F tels que f(x) = f(2'). Alors x = h(f(x)) = h(f(2')) = 2/, donc f est
une injection ce qui prouve que F' est subpotent a G.

13°) © Commengons par montrer que < est correctement définie, en prouvant que la
relation ” E est subpotent a F” ne dépend que de E et de F'.



Soit B/, F' € &€ tels que E est équipotent a E’ et I est équipotent a F”.

Il existe donc une bijection f de F dans E’ et une bijection f’ de F' dans F".
Supposons que E est subpotent a F'. Il existe une injection h de FE dans F.

Alors, par composition d’injections, f’hf~! est une injection de £’ dans F’, donc E’
est subpotent a F’, ce qu’il fallait démontrer.

o Soit F,F,G € &.

Idg est une injection de E dans F, donc E < E. Ainsi, < est réflexive.

Supposons que E < F et que F < E. Alors E est subpotent & F et F est subpotent
a F, donc d’apres le théoreme de Cantor-Bernstein, E et F' sont équipotents. Ainsi,
E = F. Ceci prouve que < est antisymétrique.

Supposons que E < F et que F < G. 1l existe une injection f de E dans F et une
injection g de F' dans G. Par composition d’injections, go f est une injection de F dans
G, donc E est subpotent & G, puis £ < G. Ainsi, < est transitive.

En conclusion, on a montré que < est une relation d’ordre sur I’ensemble quotient des
classes d’équipotence de £.

14°) On peut reprendre la construction de la suite (z,,)nen de la question 11 en impo-
sant que xg = . Posons S = {z,, / n € N} et S* = {x, / n € N*}.
On définit une application f de E dans E \ {z} en convenant que
—siye E\S, fly) =y;
— siy € .5, il existe un unique n € N tel que y = x,,.
On pose alors f(y) = f(xn) = Tpi1.
On définit de méme une application g de F '\ {z} dans F en convenant que
—siye E\S, g(y) =y;
— si y € 5%, il existe un unique n € N* tel que y = z,,.
On pose alors g(y) = g(,) = Tp1.
On vérifie aisément que f o g = Idp\(s) et go f = Idg (en vérifiant que f(g(y)) =y
et g(f(y)) = y, en distinguant le cas on y € S du cas on y € E'\ S). Ainsi f est une
application bijective et ceci prouve que E est équipotent a E \ {x}.

— N x {0}
—  (n,0)
Ainsi, il est équipotent & F', donc il existe une bijection de N x {0} dans F' que I'on
Nx{0} — F
(n,0) — Znp
De plus E \ F est infini, donc d’apres la question 11, N est subpotent & E'\ F. Or, en
adaptant la question 5, on peut montrer que N x N* est dénombrable, donc il existe
une bijection de N x N* dans N, puis par composition, on dispose d’une injection de

N x N* dans F \ F, que I'on notera NxN' — E\F
(n,m) — Zpm

{Znm / n €N, m e N*} est une partic de '\ F.

Posons S = {zpm / n,m € N} et S* ={xp,, / n €N, m e N*}.

On définit une application f de F dans E \ F' en convenant que

—siye E\S, fy) =y;

15°) L’application S est une bijection, donc Nx{0} est dénombrable.

notera , de sorte que F' = {z,0 / n € N}.

, de sorte que



— siy €5, il existe un unique (n,m) € N? tel que y = T, .
OH pose alors f(y) = f(xn,m) = Tn,m+1-

On définit de méme une application g de F'\ F dans E en convenant que

—siye B\ S, g(y) =vy;

— sty € S*, il existe un unique (n,m) € N x N* tel que y = ;.

On pose alors g(y) = g(Tnm) = T 1.
Par construction, pour tout y € E, f(y) € (E\ S)US* = E\ F, donc f est bien une
application de E dans E \ F'. On vérifie aisément que fo g = Idgpp et go f = Idg
(en vérifiant que f(g(y)) =y et g(f(y)) = y, en distinguant le cas ou y € S du cas ou
y € E\S). Ainsi f est une application bijective et ceci prouve que E est équipotent a
16°) D’apres le cours sur les développements en base 2 des réels, pour tout z €]0, 1],
+0o0
il existe une unique suite (z,,)nen € {0, 1} telle que z = Z 2,271 et telle que, pour
tout N € N, il existe n > N tel que x,, # 1. i
Ainsi 10,1] — {0,1}" . .. . .
insi, est une application, non surjective. Elle est injective car si
+00 +oo
x,y €]0, 1] vérifient que (x,) = (y,), alors x = ZmnT”_l = Zyn2_"_1 = y. Ainsi,
n=0 n=0
10, 1[ est subpotent & {0, 1}
En utilisant maintenant la notion de développement en base 4,
{0, 1} — ]0,1]

(€n) = > (zn+1)4

d’apres 'unicité du développement en base 4. Ainsi, {0, 1} est subpotent a ]0, 1[.
Alors, d’apres le théoréme de Cantor-Bernstein, |0, 1] et {0, 1} sont équipotents.
o D’apres la question 6, |0, 1[? est équipotent & ({0, 1})2 = ({0, 1})N2 lequel d’apres
la question 8 est équipotent & {0, 1}¥2*N Or Ny x N = U Ny x {0,...,n}, donc c’est

neN
un ensemble dénombrable, donc il est équipotent a N. Alors d’apres la question 7, puis

par transitivité de I'équipotence, ]0, 1[> est équipotent & {0, 1}, donc est équipotent a
J0,1[.

17°) D’apres la question 4, R est équipotent a |0, 1[, donc par transitivité de la rela-
tion d’équipotence et d’apres la question précédente, R est équipotent a {0, 1}, Alors
d’apres les questions 7 et 8, R® est équipotent a {0, 1}*E,

Mais  — 2 est une injection de N x R dans R?, donc N x R est subpotent & R?
lequel est équipotent & R (car d’apres la question 16, |0, 1[? est équipotent & ]0, 1], puis
on combine les questions 4 et 6). Ainsi, N x R est subpotent a R. Réciproquement,
I'application z — (0,z) est une injection de R dans N x R, donc R est subpotent
a N x R. Alors, d’apres le théoreme de Cantor-Bernstein, N x R est équipotent a R.
Ensuite, d’aprés la question 7, {0, 1}® est équipotent & {0, 1}¥, lequel est équipotent

I’application _n—1 est non surjective, mais elle est injective,



a P(R) (question 10). Par transitivité de la relation d’équipotence, on en déduit que
RE est équipotent & P(R).

18°) L’application f — f|g est une application de C dans R?. Elle est injective. En

effet, supposons que f,g € C sont telles que f|lg = g|g et montrons que f = g. Soit

x € R. Q est dense dans R, donc il existe z,, € QY telle que z, —+> x. f et g sont
n—-+0oo

continues, donc f(z,) - f(z). Mais pour tout n € N, z,, € Q,
n—-+0oo
donc f(x,) = g(x,) - g(x). Par unicité de la limite, f(z) = g(z), pour tout x € R,
n—-+0o0

donc f =g.
Ceci démontre donc que C est subpotent a R?, or on a déja vu que R est équipotent a
{0,1}Y, donc C est subpotent a {0, 1}"*2 mais N x Q est dénombrable,
car Nx Q = U{(k, 8) /keNpeZ,qe N, k p|,q € [0,n]}, donc par composition
q

neN
et d’apres les questions 7 et 8, C est subpotent & {0, 1} qui est équipotent a R.
Pour tout z € R, notons h(x) 'application constante égale a z. Ainsi, h est une
application de R dans C. Elle est injective, car pour tout x,y € R, si h(z) = h(y), on
a bien x = y. Ainsi, R est subpotent a C.
En conclusion, d’apres le théoreme de Bernstein, R et C sont équipotents.

Partie III : Equipotence entre E et E?

19°) Si FE est fini, on a |E| = |E?| = |E|?, donc |E| € {0, 1}. Réciproquement, si E est
vide ou est un singleton, alors E? est respectivement vide ou est un singleton, donc £
et E? sont équipotents. En conclusion, les ensembles finis E tels que E est équipotent
a E? sont exactement 1’ensemble vide et les singletons.

20°) Si f € EF notons G(f) = {(z, f(z)) / € E}. Ainsi, G(f) est le graphe de f.
Alors G est une application de E¥ dans P(E?). Montrons qu’elle est injective : soit
f,g € EF telles que G(f) = G(g). Soit x € E. Alors (z, f(z)) € G(f) = G(g), donc
il existe y € E tel que (z, f(z)) = (y,9(y)). Alors z = y puis f(z) = g(x). C’est vrai
pour tout z € E, donc f = g. Ainsi G est injective et E¥ est subpotent & P(E?).

21°) o Il existe une application injective f de A dans B.

Notons F' I'application de P(A) dans P(B) définie par :

pour tout C' C A, F(C) = f(C) (image directe de C par f).

Soit C, D € P(A) telles que F(C) = F(D). Soit x € C. Alors f(x) € f(C) = f(D),
donc il existe y € D tel que f(z) = f(y), mais f est injective, donc z = y € D.
Ainsi, C' C D. Par symétrie, on a aussi D C C, donc D = C', ce qui prouve que F' est
injective, donc que P(A) est subpotent a P(B).

o Par hypothese, E? est subpotent & E, donc P(E?) est subpotent a P(E).

22°) Soit A C E. E étant infini, il possede deux éléments distincts notés a et b. Notons
fa Papplication de E dans E définie par : si x € A alors fa(x) =aetsiz € E\ A,



alors fa(z) = b. Ainsi, A — f4 est une application de P(FE) dans E¥. Pour conclure,
il suffit de montrer qu’elle est injective.

Soit A, B € P(E) telles que f4 = fp. Il suffit de montrer que A = B.

Pour tout © € B,z € A <= fa(zr) = a <= fp(z) =a <= x € B, donc A = B, ce
qui conclut.

23°) D’apres la question 20, E¥ est subpotent & P(E?) lequel est subpotent & P(FE)
d’apres la question 21, donc par transitivité, EZ est subpotent a P(E). Alors d’apres la
question précédente et le théoreme de Cantor-Bernstein, E¥ et P(FE) sont équipotents.

Remarque : On peut montrer que tout ensemble infini E est équipotent & E?, mais
c’est délicat, cela nécessite la théorie des ordinaux.



